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约束双圆弧插值 
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摘要：提出一种构造双圆弧的算法，该双圆弧的两个端点为给定的点，在端点处的两个切向量为给

定的切向量，而且该双圆弧完全位于一条给定直线的一侧。这里的双圆弧包括C-型双圆弧和S-型双

圆弧两种。对于C-型双圆弧，分十二种情况给出不等式直接判断双圆弧是否满足位于给定直线一侧

的约束条件。如果存在多个同时满足插值条件和直线约束条件的双圆弧，则通过求解一个最小值问

题，选出最优的双圆弧。否则，通过添加一个额外的点构造两段双圆弧。对于S-型双圆弧，同时也

给出一些带直线约束的插值结果。 
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Abstract：An algorithm to construct biarcs that not only match the interpolation requirement of the point 
positions and tangent vectors but also lie on one side of the constraint line is proposed. For C-type biarc 
interpolation with the line constraint, firstly twelve inequalities in total are provided according to different 
position relationships between the constraint line and the interpolation requirement. These inequalities are 
used to check if biarcs lie on one side of the constraint line. If there exist many biarcs satisfying both the 
interpolation requirement and the line constraint, the optimal biarc can be obtained by solving a minimum 
problem. Otherwise, one extra point is added to make it possible to obtain biarcs. For S-type biarc 
interpolation with the line constraint, some results are also listed.  
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0 引言 

在曲线设计中，插值方法占据着很重要的地位。当我们考虑一个插值问题时，除了曲线通过给

定的插值点外，一般还要考虑满足其它的约束条件。根据不同的需求，约束条件可以分为保形插值

约束[1]、正约束[2]等等。当利用插值方法在一块多边形材料上设计加工边界时，插值曲线必须完全位

于多边形区域内，此约束条件称为区域约束。区域约束可以视为正约束的推广，还可以分解为多个

直线约束。Goodman等[3]最早考虑带直线约束的有理三次样条插值问题；对于同一问题，Ong等[4]给



出非参数的插值格式；在2004年，张彩明等[5]研究带直线约束的三次样条插值问题；Meek等[6-7]研究

了利用有理样条构造插值曲线位于多义线围成的区域内。 
三次样条插值曲线作为加工边界曲线进行数控加工之前，必须预处理，因为三次样条的offset

曲线不能在CAD系统中精确表示。如果边界曲线是圆弧样条，则其偏移曲线可以在CAD系统中精确

表示，这也就是圆弧样条应用比较广泛的原因。Bolton[8]较早研究了双圆弧，并应用在数控加工领

域。孙家昶等[9-10]给出了广义双圆弧方法，拓广了双圆弧方法的应用范围。相继出现很多利用圆弧

或者双圆弧插值或者逼近曲线的研究工作[11-14]。但是，据我们了解，带直线或者区域约束的圆弧样

条插值问题的研究工作很少。Held等[14]研究了在给定误差条件利用双圆弧逼近多边形的问题。 
双圆弧可以分为C-型和S-型双圆弧两类，一般地，利用C-型双圆弧插值可以得到光顺的插值曲

线，所以大多数的研究工作也集中在C-型双圆弧插值问题。本文的研究重点在于带直线约束的C-型

双圆弧插值问题。如果存在多个同时满足插值条件和直线约束条件的双圆弧，首先结合传统的选优

规则[15]选取最优的双圆弧。如果这个规则构造的双圆弧不满足直线约束，则通过求解一个极小值问

题，选择最优的双圆弧。文中同时给出了求解极小值问题的近似算法。如果不存在满足约束条件的

双圆弧，则通过增加一个额外的点，构造两段双圆弧。在实际应用中，S-型双圆弧往往是不可避免

的，文中同时给出带直线约束S-型双圆弧插值问题的一些结果。与文献[14]中的工作相比，本文算

法利用不等式直接判定双圆弧是否与约束直线相交，避免了求交计算；另一方面，得到的插值曲线

不需要后处理就是 连续的。 1G

1 带直线约束的C-型双圆弧插值 

定义1 带直线约束的双圆弧插值: 带直线约束的双圆弧插值是指构造满足下述条件的的双圆

弧：双圆弧的两个端点为给定的点，两端点处的切向量为给定的切向量，并且完全位于给定直线的

一侧。位于直线一侧的约束条件简称为直线约束条件，给定的直线称为约束直线。 

假设给定两点A、B 和两切向 、 插值条件，如果 和 不平行，分别使用AT BT AT BT A ,B 和两

向量 ， 为方向构造直线，记 为两直线的交点。如果 和 平行，C 则位于 。令AT BT C AT BT ∞

1θ=∠CAB ， 2θ=∠ 。利用插值条件构造一个双圆弧，记双圆弧的连接点为CBA E 。连接点E
从 A 到 B 的运动轨迹称为轨迹圆弧[16]，记 为轨迹圆弧的圆心，则连接点O E 可以由角度

EOB∠=β 唯一确定。称E 点左侧的圆弧为左圆弧，右侧的圆弧为右圆弧，并记右圆弧的圆心 ，

如图1所示。利用这些符号，我们有下述性质。 
rO

                 

图1带直线约束的双圆弧插值             图2双圆弧的圆弧包围盒     

定理1 对于满足插值条件的双圆弧，如果连接点E 位于 ABCΔ 内部,我们有： 

(1)如果 21 θθ < , 左圆弧位于轨迹圆弧下方，右圆弧位于轨迹圆弧上方；如果 21 θθ > ，左圆弧位

于轨迹圆弧上方，右圆弧位于轨迹圆弧下方； 

(2)如果 21 θθ = ，左圆弧和右圆弧均与轨迹圆弧重合。 

如果 21 θθ = ，带直线约束的双圆弧插值问题可以简称为两点对称插值问题（TPSI：two point 
symmetrical interpolation）。如果 21 θθ ≠  简称为两点不对称插值问题（TPNI：two point 
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non-symmetrical interpolation）。对于带直线约束的TPNI问题，不失一般性，我们假设 21 θθ < ，如

果 21 θθ > ，可以得到类似的结论。 

 

图3 带直线约束的C-型双圆弧插值 

我们分两步判断一个双圆弧是否与直线相交。首先，分别使用一个点及其切向构造一个大圆弧

和一个小圆弧作为双圆弧的包围盒[17]，利用包围盒性质排除部分不相交的情形。如图2所示，利用

A点和方向 为切向、AC B 点和方向 为切向分别可以构造两粗线圆弧，虚线表示的双圆弧位

于两粗线圆弧组成的包围盒中。如果约束直线不与大小圆弧相交，则带直线约束的C-型双圆弧插值

问题退化为无直线约束的情况。如果约束直线与大圆弧相交，但是不与

BC

ABCΔ 相交，则带直线约

束的C-型双圆弧插值问题也是退化的。如果约束直线与 ABCΔ 相交，由于插值点位于直线一侧，

所以只可能与线段 和BC 相交。所以，这里我们只考虑约束直线与线段 和BC 相交的情形。 AC AC
本节中记约束直线为GH ，如果 平行于GH AB ，记 、G H 分别为约束直线与 、BC 的

交点，且平行线间的距离记为 ；如果 与

AC
hDD =|'| GH AB 相交，记G 为GH 与AB 的交点，如

果G 位于 点的左侧，则记A H 为GH 与BC 的交点；如果G 位于B 点的右侧，则记H 为GH 与

的交点。记左、右圆弧在连接点AC E 处的公切线 ''BA 分别交线段 、BC 于AC 'A 、 'B 。如果

约束直线与轨迹圆弧不相交，记 和约束直线与 的交点重合，例如图1中， 与F AC F H 重合；如

果约束直线与轨迹圆弧相交一点，记交点为 ，如图3(a)所示；如果约束直线与轨迹圆弧有两个交

点，记位于右边的交点为 ，如图3(b)所示。  

F
F

1.1带直线约束的TPSI问题 
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记 ，如果约束直线不平行于 ，令 G 为约束直线与 的交点, 记
,

|| ABd = AB AB
||1 GAd = HGA∠=α ,如图3(a)所示，双圆弧满足直线约束的充要条件是不等式(1)成立： 

dddd ≥++ αθαθ coscossinsin)2( 111          (1)     

如果约束直线平行于 ，令 ，如图3(b)所示，双圆弧满足直线约束的充要条件是不等

式(2)成立： 

AB |'| DDh =

11 sin2)cos1( θθ hd ≤−                      (2)     

1.2带直线约束的TPNI问题 

如图1所示，双圆弧的连接点E 给定以后，公切线 ''BA 将被确定，左、右圆弧分别位于 EAA'Δ
和 EBB'Δ 的内部，如果约束直线与线段AE 或者BE相交，则不存在双圆弧满足约束条件。因此，

连接点E 的选择应满足：约束直线不能与线段AE 和BE相交。根据前面 点的定义，圆弧 上

任意一点作为连接点

F FB
E 可以满足上述条件。选定连接点E 之后，根据公切线与约束直线的位置关系，

仅需要判定左圆弧或者右圆弧是否与约束直线相交即可判定双圆弧是否与直线相交。 

定理2 根据上述规则选取连接点E 后，双圆弧以及公切线被唯一确定。约束直线至多与 EAA'Δ 和

EBB'Δ 之一相交。如果约束直线与 EAA'Δ 相交，仅需要判断左圆弧是否与约束直线相交；如果

约束直线与 EBB'Δ 相交，仅需要判断右圆弧是否与约束直线相交。 

 本节我们不加说明使用下列记号： || ABd = , CAB∠=1θ , CBA∠=2θ ，G 为约束直线与

AB 的交点。当 位于G A点左侧时，引入记号 ||1 GAd = ， HGA∠=α 。分别对应图3(c)-(f)

的四种不同的位置关系，则双圆弧满足直线约束的充要条件分别满足不等式(3)-(6)： 

)sin()sin()]sin()sin(sinsin2[ 22122221
2121 ββββθθθθ αθαα −−−−+ ++ dd  

)sin()sin()2sin()cos()sin( 22221222
2121 ββθθββθθ αβαθ −−≥−−−+ ++ dd          (3) 

)sin(sin2))cos(1( 21121
ββ θαθ −≤−− dd                             (4) 

)sin()sin()]sin()sin(sinsin2[ 22122221
2121 αθαα ββββθθθθ −−−−− ++ dd  

)sin()sin()2sin()cos()sin( 22221222
2121 ααβθ ββθθββθθ −−≥−−−+ ++ dd          (5) 

22
2

2
2

221
12211221 sinsin]sinsinsinsin)(2[ θβθβθθαθθβαβθθα −+−++−+++ −+ ddd   

2
2

22
2

2
2

22
21211212 sinsinsincoscossin βθθαββθθαθθβαθβθβ −++−++−++−+ ≥+ dd           (6) 

当约束直线平行AB 时，引入记号 |'| DDh = 。我们有对应图3(g)和(h)两种位置关系，则双

圆弧满足直线约束的充要条件分别满足不等式(7)、(8)：  

)sin(sin]sin)sin(sin2[ 2122222
2121 ββββθθθθ θ −−− ++ dh  

)sin(sin)cos(sin)sin( 22221222
2121 βθθβββθθ θβ −≥−−+ ++ dd                   (7)  

2222222
12212121 sin)sin(]sin)sin(sin2[ θβθβθθββθθθθ −++++ −−− dh  

)sin(sincos)sin(sin 22222122
2112 βθθβθβθβ βθθ −≥−++ +−+ dd                  (8) 

当G 位于B 点右侧时，引入记号 ||1 GBd = ， HGB∠=α 。分别对应图图3(i)-(l)有四种

不同的位置关系，相应的双圆弧满足直线约束的充要条件是分别满足不等式(9)-(12)： 

)sin(sin]sin)sin(sin)sin()(2[ 2222221
122121 ααα βθβθβθθθθβ +−−++ −+++ ddd  

ααα βθθθβθββθθ sin)sin(cos)cos(sinsin 22222
211221 −≥++ +−+−+ dd             (9) 

)sin(sin)]sin(sinsinsin2[ 222221
21122121 ααα βθθθβθβθθβθθ −−− −+−+−++ dd  

)sin(sin)2sin(cossin 2221222
2112 ααβθθ βθθβθβθβ −≥−−++ −+−+ dd           (10) 
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212
1212 sinsin2)cos1( θβθθβθ α −+−+ ≤− dd                                     (11) 

)sin(sin)]sin(sinsinsin2[ 222221
21122121 βθθθβθβθθβθθ ααα −+−+−++ −−+ dd   

)sin(sincos)2sin(sin 2222122
2112 βθθβθβθβ αθθβα −+−+ −≥−−++ dd           (12) 

2 最优C-型双圆弧 

当添加直线约束之后，有可能不存在双圆弧同时满足插值条件和直线约束，也有可能存在无穷

多个双圆弧满足条件。这里我们先讨论存在无穷多个双圆弧的情况。无穷多个双圆弧的选优问题可

以转化为求解一个极小值问题。首先，我们采用一个传统的选优规则[15]进行优选，即求解极小值问

题 |1|min −
r

l
R
R

，其中 、 分别是左、右圆弧的半径。该方法具有明显的几何意义，即最优双

圆弧的连接点是 的内心。利用不等式(3)-(12)中的符号,极小值问题可以表示为

lR rR

ABCΔ β 的函数: 

   |1|min)( −=
r

l
R
Rf β ，                                     (13) 

其中 ))sin(sin2/(sin 2122
2121 βθθβθθ θ −= +−+dRl 、 ))sin(sin2/(sin 222

1221 θβθθθβ −++= dRr 。可以

证明对任意的 ],0[ 1θβ ∈ ，函数 是递减的。在无直线约束条件下，根据传统规则,利用角度f

1θβ = 可以构造最优的双圆弧。如果利用 1θβ = 构造的双圆弧不满足直线约束，选取满足直线约

束条件的最大角度β 构造最优的双圆弧。在满足直线约束条件下，最大角度β 使式(13)达到极小值。 

为了判断带直线约束的C-型双圆弧插值问题是否存在解，我们有下述性质； 

定理3 利用角度 0=β ，可以构造一个C-型双圆弧，如果这个双圆弧满足直线约束，则存在无穷多

个满足约束的双圆弧，否则不存在满足直线约束条件的双圆弧。 

为简化直线约束条件下式(13)的计算，我们提出了角度二分算法： 

算法1：角度二分算法 

(1)令 0=β ，如果β 不能满足不等式(3)-(12)之一，则令 1−=β ，返回； 
(2)计算初始角度 
(a)如果约束直线与轨迹圆弧没有交点，记 为约束直线与 的交点； F AC
(b)如果约束直线与轨迹圆弧有一个交点，记交点为 ； F
(c)如果约束直线与轨迹圆弧有两个交点，记右边的交点为 ； F
(d)令 FOB∠=1β ，如果 11 θβ ≥ ，令 1θβ = ，返回；否则，令 00 =β ， 是一正常数； N

(3)计算最大角度 
(a)如果 1β 满足不等式(3)-(12)之一，令 1ββ = ，返回； 
(b)令 2/)( 01 βββ +=MId ， 1−=β  

for i = 1:N 
if MIdβ 满足条件, 

Midββ =0 ； 2/)( 01 βββ +=MId ； Midββ =  
else 

Midββ =0 ； 2/)( 01 βββ +=MId ； 

在算法1中， 是指定的正常数，实际计算中可以选取N ]10,5[∈N 。 

给定插值条件和直线约束，并不总是存在C-型双圆弧同时满足两个条件。例如，当 21 θθ = ，

并且约束直线与轨迹圆弧有两个交点时，从定理1可知，不存在双圆弧同时满足插值条件和直线约束。

对于不存在双圆弧的情况，通过增加额外的点及点的切向构造一对双圆弧。但是即使每一段双圆弧

是最优的，这两个双圆弧组成的曲线也不一定是最优的。这就涉及到如何选择最优额外点的问题。

选优规则兼顾组合双圆弧曲线的光顺性以及与约束直线的逼近程度。首先，把额外点选在约束直线

上，切向为约束直线的方向，则组合双圆弧曲线与约束直线相切。在约束直线上进一步选点可以转
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化求解极小值问题。但是为了简化计算，我们在实际计算中采用算法2计算额外点。 

算法2：额外点选择算法 

(1)分别计算约束直线与线段 , 的交点，记为 'G 、AC BC 'H ； 

(2)选择线段 的中点作为额外点，记为'' HG P ； 

(3)定义P 点的切向为约束直线的方向。 

总结上述分析，给定两点 、A B 两切向 、 和约束直线 ，算法3可以构造同时满足插值

条件和直线约束且近似最优的双圆弧。 
AT BT L

算法3：C-型双圆弧构造算法 

(1)计算 、A B 的距离 ； d
(2)如果约束直线 平行线段 ，计算平行线间的距离记为 ；否则，计算 与 的夹角L AB h L AB α 和

距离 ； 1d
(3)选择最优的C-型双圆弧： 

(a)令 1θβ = ，如果双圆弧同时满足插值条件和直线约束，转(4)； 

(b)使用算法1计算最大角度β ，如果 0>β ，转(4)； 

(c)如果 1−=β ，利用算法2计算额外的点，构造一对双圆弧，返回； 

(4)构造C-型双圆弧。 

 

图4 构造C-型双圆弧的例子 

图4给出了构造C-型双圆弧的三个例子。在图中A和B 是两个插值点, AB 、 为对应点的
切向，

BC
DE 为约束直线。实线圆弧为轨迹圆弧，虚线为算法3计算得到的双圆弧。在图4(a)中，令

0=β ，不等式(9)成立，由定理3，存在无限多个双圆弧满足条件。然后令 CAB∠=β ，不等式
(7)成立，所以可以使用角度 °=∠= 1339.31CABβ 构造最优的双圆弧。在图4(b)中，采用类似
的流程， 0=β 时，不等式(9)成立；接着利用角度 CAB∠=β 测试不满足条件；我们使用算法1
计算出最大角度 °= 5070.19β ，构造出最优的双圆弧。在图4(c)中，角度 0=β ，不满足任何的
不等式，由定理3，不存在双圆弧同时满足插值条件和直线约束。利用算法2选择额外的一个点，构
造两段双圆弧。 

3 带直线约束的 S-型双圆弧插值 

不同于 C-型双圆弧插值问题是，给定插值条件和直线约束总是存在无穷多个 S-型双圆弧同时

满足条件。因为S-型双圆弧引入了一个形变点，一般地，我们不要求S-型双圆弧曲线的光顺性，这

里仅给出几个构造S-型双圆弧的例子，如图5。图5(a)、(b)分别给出了约束直线 与直线GH AB 相

交且交点位于 点左侧、约束直线与直线 平行两种情况下构造 S-型双圆弧的示意图。与 C-型

双圆弧插值问题类似，只需要检测左圆弧就可以判断双圆弧的是否与约束直线相交。因为在给定插

值条件和直线约束总是存在无穷多个S-型双圆弧同时满足条件，如果选定的角度

A AB

β 不能构造同时满

足插值条件和直线约束的双圆弧，可以选择较小的角度构造S-型双圆弧。如图5(c)，利用角度 1β 构

造的S-型双圆弧与约束直线相交，另一个较小的角度 2β 构造的S-型双圆弧满足直线约束。 
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图5 构造S-型双圆弧的例子 

4 实验例子和结论 

带直线约束的双圆弧插值问题可以直接推广到处理带区域约束的插值问题。例如引言中提到的

多边形材料加工问题可以抽象为一个带区域约束的插值问题。这个问题分解为多个带直线约束的双

圆弧插值问题。利用图6的例子，图6(a)的凸多边形区域内，有8个插值点，利用算法3可以构造出

连续的圆弧样条边界曲线。图6(b)中有9个插值点且多边形区域是非凸的，我们引入一个S-型双圆弧

（虚线表示），构造 连续的圆弧样条曲线。 

1G

1G

 
图6 多边形约束下的双圆弧插值 

本文研究了带直线约束的双圆弧插值问题，对C-型双圆弧提出同时满足插值条件和直线约束的

构造算法。算法中利用不等式直接检测双圆弧是否满足直线约束，并结合传统选优规则，得到近似

最优的双圆弧；对S-型双圆弧列举了一些结果。今后的工作中还将讨论带复杂曲线约束的双圆弧插

值问题。 
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