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摘摘摘要要要 本文以平面二次曲线为例，利用基于等距思想的最近距离计算方法，来求解
两条平面代数曲线间的最近距离。对于平面二次曲线，本文方法得到的单变量多项式
方程次数比已有类似方法中结果方程的次数更低，从而可以降低方程求解的计算复杂
度或提高求解的稳定性。
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Computing the minimum distance between two planar
algebraic curves
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Abstract An offset-based method is presented for computing the minimum distance
between two planar algebraic curves. The new method is illustrated by using planar
quadratic curves. For planar quadratic curves, the degree of the resulting univariate
polynomial equation in our method is much lower than that of the equations in previ-
ous comparable methods, which may lead to lower computation complexity or higher
robustness of the solutions.
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1 引引引言言言

最近距离的计算问题，有很多应用。比如在机器人运动规划中，距离信息被用来计
算物体间的相互作用力以及惩罚系数 [1]。在CAD/CAM中，距离信息被用于碰撞干涉
检测中 [2]。计算机图形学中的碰撞检测与动画模拟，也经常需要用到物体间的距离信
息 [3, 4, 5]。
最近很多文章讨论了R3空间中二次曲面间的最近距离 [3, 6, 7]。文献 [3, 7]没有专门讨论

平面曲线间的最近距离计算。实际上，由于一次消多元方法的限制，在R2空间中代数曲
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线的情形下，这些代数曲面情形中的方法得到的最终结果间可能会存在较大的差异。例
如，对于一个2次曲面f(x, y, z) = 0和一个3次曲面g(x, y, z) = 0间的最近距离，文献 [3]中
的方法不容易直接求解x, y, z关于其他两个变量的表达式，从而影响最终消元后得到单变
量多项式方程的次数；而同样对于一个2次曲线F (x, y) = 0和一个3次曲线G(x, y) = 0间
的最近距离，本文的方法可以直接给出x, y关于另外两个变量的表达式，从而提高了消
元的效率，最终的结果也优于类似的已有方法。本文仅讨论平面物体间的最近距离。
椭圆、抛物线等平面代数曲线经常被用于各种平面造型系统中，用来表示平面物体。
如AutoCAD，经常要计算两条曲线之间最近距离的信息。通过将曲线离散成若干条直线
段，两条曲线间的最近距离也可以转化为若干条直线段间的最近距离问题。直线段间的
最近距离容易求解。在高精度要求下，曲线可能需要被分解成很多条直线段，这时对应
的计算量比较大，可能无法满足实时计算的要求。这时候就需要曲线间最近距离的直接
求解方法。
若两条代数曲线相交，则相应的最近距离为零。他们之间的任何一个交点，都可以当

作相应的最近点。关于两条曲线间的求交问题，可以参看文献 [9, 10, 11, 12]。本文不再
详细讨论求交方法的细节。
本文假设两条代数曲线不相交。两条不相交的平面代数曲线间最近距离的计算问题，

往往被转化为一个多项式方程组的求解，或一个次数较高的单变量多项式方程的求根问
题 [6, 7]。2002年，Lennerz等提出了基于Langrange乘子法的方法，讨论了二次曲线曲面
间最近距离的计算问题 [6]。他们可以得到两个双变量的多项式方程，或一个次数相对较
高的单变量多项式方程。为了防止涉及的矩阵出现奇异性， [6]的方法需要区分是否中心
曲线，以便分别讨论求解。Sohn等人提出了基于直线几何的方法讨论了二次曲面、圆环
面间的最近距离计算问题 [7]。 [7]的方法可以用来求解二次曲线间的最近距离。他们需要
事先计算出曲线法向一致性所满足的方程，不同类型的曲线，其对应的方程需要分别计
算。他们的方法得到两个双变量的多项式方程，其次数甚至比 [6]中的方程相应的次数更
高 [3]。本文稍后结果单变量多项式方程的次数比较时，省略了与 [7]方法的相应比较。
本文提出了一个基于等距思想的计算方法，可以统一地计算两条平面代数曲线间的最

近距离。最后可以得到两个双变量的方程，或一个单变量的方程。本文方法理论上也适
用于计算平面上一条代数曲线和一条参数曲线间的最近距离。对于两条二次曲线间的最
近距离计算问题，本文方法得到的单变量多项式方程的次数，低于 [6, 7]中方法得到的单
变量多项式方程的相应次数。

2 最最最近近近距距距离离离计计计算算算的的的等等等距距距方方方法法法

(a) (b)

图 1. [3]曲线S的等距曲线O1、O2与曲线C相切于P和Q (a) 往外的等距曲线或(b) 往
内的等距曲线。

本文的等距方法理论上可以用来解决两条代数曲线间的最近距离。若两条平面代
数曲线相交，则相应最近距离为零，交点为对应的最近点。求交的方法可以参看 [9,
10, 11, 12]。本文假设给定的两条代数曲线不相交。设两条平面代数曲线的方程分别
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为C1 : f(x, y) = 0和C2 : g(x, y) = 0。若点p = (x0, y0)
T为曲线C1上的最近点，最近距离

为d。曲线C1位移为d的等距线刚好与曲线C2相切于点q (如图1)。则点q是曲线C2上对应
的最近点，且有

q = (x0 + dfx(x0, y0)/k, y0 + dfy(x0, y0)/k)T ， (1)

其中k =
√

fx(x0, y0)2 + fy(x0, y0)2。点p和q的连线方向既是曲线C1在点p处的法向，也
是曲线C2在点q处的法向。综上所述，令α = d/k，有





f(x0, y0) = 0，
g(x0 + αfx(x0, y0), y0 + αfy(x0, y0)) = 0，
gx(x0 + αfx(x0, y0), y0 + αfy(x0, y0)) + µfx(x0, y0) = 0，
gy(x0 + αfx(x0, y0), y0 + αfy(x0, y0)) + µfy(x0, y0) = 0，

(2)

其中，fx、fy、gx和gy分别为f和g关于x和y的偏导数。
方程组(2)共有4个多项式方程和4个变量x0、y0、α和µ，消去其中三个变量x0、y0和µ，

得到一个关于单变量α的多项式方程。从理论上来说， [13, 14] 中的结式理论可以用来
消去多项式方程组的任意多个变量。单变量多项式方程的求解，可以参看 [12]，本文不
作详细讨论。求解出α后，代入方程组(2)中，可以求解出x0、y0和µ，从而求解出最近距
离d = αk。相应的另一个最近点可由式子(1)得到。
若第一条曲线f(x0, y0) = 0为参数曲线C(t) = (X(t), Y (t))T，则在方程组(2)中，将第
一个式子去除，同时将代数曲线的法向(fx(x0, y0), fy(x0, y0))

T替换成参数曲线的法向表示
式(Y ′(t),−X ′(t))T，可以得到三个关于t、α和µ的方程。类似的，消去两个变量t、µ，得
到一个关于单变量α的多项式方程。然后，同样可以求解出最近距离以及相应的最近点。

3 平平平面面面二二二次次次曲曲曲线线线间间间的的的最最最近近近距距距离离离

本节中，一般平面二次曲线的方程为

g(x, y) = Ax2 + By2 + 2Cxy + 2Dx + 2Ey + F = 0。 (3)

3.1 椭圆/双曲线与一般平面二次曲线间的最近距离

设椭圆或双曲线的方程可以表示为f(x, y) = x2/m + y2/n − 1 = 0，一般平面二次曲线
由式子(3)确定。则方程组(2)变为





0 = x2
0/m + y2

0/n− 1，
0 = A(1 + 2α/m)2x2

0 + B(1 + 2α/n)2y2
0 + 2C(1 + 2α/m)(1 + 2α/n)x0y0

+2D(1 + 2α/m)x0 + 2E(1 + 2α/n)y0 + F，
0 = 2A(1 + 2α/m)x0 + 2C(1 + 2α/n)y0 + 2D + 2µx0/m，
0 = 2B(1 + 2α/n)y0 + 2C(1 + 2α/m)x0 + 2E + 2µy0/n。

(4)

方程组(4)中的第3、4两个方程是关于x0和y0的线性方程，求解得到

x0 = −m(−nCE + nBD + µD − 2CαE + 2BαD)/β1，
y0 = −n(µE −DCm− 2DCα + AmE + 2AαE)/β1，

其中β1 = 2nBAα + nBµ−nC2m + nBAm + 2µAα− 2C2αm− 4C2α2 + µAm + 2BαAm +
4Bα2A+2Bαµ−2nC2α+µ2。将上式代入到方程组(4)中，整理后，得到两个关于µ和α的
多项式方程，消去变量µ，得到一个关于α的次数至多为12次的多项式方程。
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3.2 抛物线与一般平面二次曲线间的最近距离

设抛物线的方程可以表示为f(x, y) = x2 − 2py，一般平面二次曲线由式子(3)确定。则
方程组(2)变为





0 = x2
0 − 2py0，

0 = A(x0 + 2αx0)
2 + B(y0 − 2αp)2 + 2C(x0 + 2αx0)(y0 − 2αp)

+2D(x0 + 2αx0) + 2E(y0 − 2αp) + F，
0 = 2A(x0 + 2αx0) + 2C(y0 − 2αp) + 2D + 2µx0，
0 = 2B(y0 − 2αp) + 2C(x0 + 2αx0) + 2E − 2µp。

(5)

方程组(5)中的第3、4两个方程是关于x0和y0的线性方程，求解得到

x0 = −(BD + Cµp− CE)/(BA + 2BAα + Bµ− C2 − 2C2α)，
y0 = β2/(BA + 2BAα + Bµ− C2 − 2C2α)，

其中β2 = CD + 2CαD + 2BαpA + 4Bα2pA + 2Bαpµ− 2αpC2 − 4α2pC2 −EA− 2EAα−
Eµ + µpA + 2µpAα + µ2p。将上式代入到方程组(5)中，整理后，得到两个关于µ和α的多
项式方程，消去变量µ，得到一个关于α的次数至多为9次的多项式方程。

3.3 抛物线与抛物线间的最近距离

设抛物线的方程可以表示为f(x, y) = x2 − 2py，第二条抛物线方程由式子

(Ax + By + C)2 + (Dx + Ey + F ) = 0

确定。则方程组(2)变为





0 = x2
0 − 2py0，

0 = (A(x0 + 2αx0) + B(y0 − 2αp) + C)2 + D(x0 + 2αx0) + E(y0 − 2αp) + F，
0 = 2(A(x0 + 2αx0) + B(y0 − 2αp) + C)A + D + 2µx0，
0 = 2(A(x0 + 2αx0) + B(y0 − 2αp) + C)B + E − 2µp。

(6)
方程组(6)中的第3、4两个方程是关于x0和y0的线性方程，求解得到

x0 = −(BD − AE + 2Aµp)/(2Bµ)，
y0 = β3/(2B

2µ)，

其中β3 = ABD−A2E+2A2µp+2AαBD−2αA2E+4αA2µp−2BCµ−Eµ+4B2αpµ+2µ2p。
将上式代入到方程组(6)中，整理后，得到两个关于µ和α的多项式方程，消去变量µ，得
到一个关于α的次数至多为5次的多项式方程。

3.4 直线与一般平面二次曲线间的最近距离

设直线的方程可以表示为f(x, y) = ax + by + c，一般平面二次曲线由式子(3)确定。则
方程组(2)变为





0 = ax0 + by0 + c，
0 = A(x0 + αa)2 + B(y0 + αb)2 + 2C(x0 + αa)(y0 + αb)

+2D(x0 + αa) + 2E(y0 + αb) + F，
0 = A(x0 + αa) + 2C(y0 + αb) + 2D + µa，
0 = 2B(y0 + αb) + 2C(x0 + αa) + 2E + µb。

(7)
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方程组(7)中的第3、4两个方程是关于x0和y0的线性方程，求解得到

x0 = (2DB + 2AαaB − 2αaC2 − 2CE − Cµb + µaB)/(−2(AB − C2))，
y0 = (2CD − 2ABαb− 2AE − Aµb + 2C2αb + Cµa)/(2(AB − C2))。

将上式代入到方程组(7)中，整理后，得到两个关于µ和α的多项式方程，消去变量µ，得
到一个关于α的次数至多为2次的多项式方程。

3.5 直线与抛物线间的最近距离

设直线的方程可以表示为f(x, y) = ax + by + c，抛物线的方程可以表示为g(x, y) =
x2 − 2py。则方程组(2)变为





0 = ax0 + by0 + c，
0 = (x0 + αa)2 − 2p(y0 + αb)，
0 = 2x0 + 2αa + µa，
0 = −2p + µb。

(8)

从方程组(8)中的第3、4两个方程中求解得到

x0 = −a(αb + p)/b。

代入程组(8)中，得到
{ −a2(αb + p)/b + by0 + c = 0，

(−a(αb + p)/b + αa)2 − 2p(y0 + αb) = 0。

将上式消去变量y0，得到一个关于α的次数为1次的多项式方程

2bαa2 + pa2 − 2bc + 2b3α = 0。

表1综合了上述关于平面二次曲线各种情形的结果。表1中，M1 [6] 表示文献 [6]中的方
法，M2 表示本文中的等距方法，表中的数字表示得到的单变量多项式方程的次数。从
表1中可以看出，除直线/直线情形两个方法的次数均为1外，本文方法得到的单变量方程
次数均低于文献 [6]中相应方程的次数。

表 1.平面二次曲线情形下的结果单变量多项式方程的次数比较
曲曲曲线线线/曲曲曲线线线 椭圆/双曲线 抛物线 直线

M1 [6] M2 M1 [6] M2 M1 [6] M2

椭圆/双曲线 16 12 12 9 4 2
抛物线 12 9 9 5 3 1
直线 4 2 3 1 1 1

4 例例例子子子与与与结结结论论论

本节以椭圆为例，说明本文的等距方法。本文的例子都用Maple软件实现。

例例例1. 给定两椭圆x2 + 2y2 − 1 = 0和2(x− 10)2 + (y − 2)2 − 1 = 0。方程组(4)变为




0 = x2
0 + 2y2

0 − 1,
0 = 2(x0 + 2αx0 − 10)2 + (y0 + 4αy0 − 2)2 − 1,
0 = 4x0 + 8αx0 − 40 + 2µx0,
0 = 2y0 + 8αy0 − 4 + 4µy0.
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由第3、4个式子求解出x0和y0，并代入第1、2个式子中，得到两个关于α和µ 的方程，利
用结式理论消去µ，得到关于α的12次方程。

0 = 4194304α12 + 25165824α11 − 764411904α10 − 3747086336α9 + 51195183104α8

+186626736128α7 − 1387171545088α6 − 3323267602432α5 + 12891063802432α4

+14865544006272α3 + 5932203099600α2 + 1041198915888α + 68569798833.

例例例2. 给定椭圆x2 + 2y2 − 1 = 0和4次曲线(x− 3)4 + (y − 5)4 − 1 = 0。得到方程组




0 = x2
0 + 2y2

0 − 1,
0 = (x0 + 2αx0 − 3)4 + (y0 + 4αy0 − 5)4 − 1,
0 = 4(x0 + 2αx0 − 3)3 + 2µx0,
0 = 4(y0 + 4αy0 − 5)3 + 4µy0.

利用结式理论消去变量x0、y0和µ，得到一个关于α的50次单变量多项式方程。

本文提出了一个基于等距思想的最近距离计算方法。本文方法可以统一直接求解两条
不相交的平面代数曲线间的最近距离。对于平面二次曲线间的最近距离，本文方法得到
的单变量多项式方程的次数，比 [6, 7]中方法得到的多项式的相应次数都要低，从而可以
降低求解方程过程中的计算复杂度或提高求解的稳定性。理论上，本文方法也适用于求
解平面上一条代数曲线与一条参数曲线间的最近距离。
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附附附录录录1：：：结结结式式式理理理论论论 [13, 14]
设给定两个多项式方程

Fa = a0 + a1µ + a2µ
2 + · · ·+ anµ

n, an 6= 0

和
Fb = b0 + b1µ + b2µ

2 + · · ·+ bmµn, bm 6= 0，

多项式Fa 和Fb 有公共根当且仅当

Rb
a =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 · · · an

a0 a1 · · · an

· · · · · · · · · · · · · · ·
a0 a1 · · · an

b0 b1 · · · bm

b0 b1 · · · bm

· · · · · · · · · · · · · · ·
b0 b1 · · · bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0。

式子Rb
a就叫做多项式Fa 和Fb关于µ的结式。这里，Rb

a不含有µ，因此可以被认为是由多
项式Fa 和Fb消去µ的结果。
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