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t✐♦♥s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜②
s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠

❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ▼❛②❡r
❢♦r♠✱ ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡ ✭♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s f ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✲
✐t❧② ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ t✮✿

(P )
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



















Min g(t0, x(t0), tf , x(tf )) Objective

ẋ = f(x, u) Dynamics

u ∈ U Admissible Controls

x(t0) = x0 Initial Conditions

c1(x(tf )) = 0 Terminal Conditions

✇✐t❤ x(t) ∈ R
n ❛♥❞ u(t) ∈ R

m✳

❘❡♠❛r❦✿ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦st
∫ tf
t0
l(x, u) dt ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥

t❤❡ ▼❛②❡r ❢♦r♠ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s l✳

❖♣t✐♠❛❧✐t② ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ P♦♥tr②❛❣✐♥✬s Pr✐♥❝✐♣❧❡

❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ C1✱ ❛♥❞ t❤❛t
✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r p0 ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ♥♦♥③❡r♦✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡t t♦ ✶✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡
❝♦st❛t❡ p ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛❝❡ ❛s x✱ ❛♥❞ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

H(x, p, u) = (p|f(x, u)).

P♦♥tr②❛❣✐♥✬s ▼✐♥✐♠✉♠ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ✭❬✶✷❪✮✿ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
✭✐✮ ∃ (x, u) ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r (P )✱ ✇✐t❤ x ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ u ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳
✭✐✐✮ f ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ u ❛♥❞ C1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✳
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✺

✭✐✐✐✮ g, c1 ❛r❡ C1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✳

▲❡t (x∗, u∗) ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛✐r ❢♦r (P )✱ t❤❡♥
✭✐✮ ∃ p∗ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉❝❤ t❤❛t x∗, p∗ s❛t✐s❢②

ẋ∗ = ∂H
∂p

(x, p, u) , ṗ∗ = −∂H
∂x

(x, p, u)

✭✐✐✮ u∗ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛❡ ✐♥ [t0, tf ]✳
✭✐✐✐✮ ∃ µ1 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞✿

p∗(tf ) = ∂g
∂xf

(t0, x(t0), tf , x(tf )) + (µ1| ∂c1∂xf
(x(tf ))) (TC)✳

❋r❡❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡✳ ■❢ t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ tf ✐s ❢r❡❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

H(x∗(tf ), p
∗(tf ), u

∗(tf )) +
∂g

∂tf
(t0, x(t0), tf , x(tf ) = 0

♠✉st ❤♦❧❞✳ ❋♦r ♠✐♥✐♠✉♠ t✐♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ H(tf ) = −1✳

❇♦✉♥❞❛r② ❱❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♥♦t❡ y = (x, p) ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠✐♥✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ y

u∗(t) = ArgMinw∈U H(x(t), p(t), w) = γ(y(t)).

❚❤❡♥ t❤❡ st❛t❡✲❝♦st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ y

ϕ(y) =

(

∂H

∂p
(x, p, γ(y)),−∂H

∂x
(x, p, γ(y))

)

.

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ z = p(t0)✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ y(t0) = (x0, z)✳
■❢ t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ ✐s ❢r❡❡✱ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s z = (p(t0), tf )✳ ▼♦r❡
❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t
t0 ❢♦r (BV P ) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ y(t0) = y0(z) ∈ R

n✳
❆t t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ tf ✱ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r µ1 ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✐♥
(TC)✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ y(tf ) = (x(tf ), p(tf ))✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s c1(x(tf )) = 0✱ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t tf ✱ t❤❛t ✇❡ ♥♦t❡ B1(y(tf ))✳ ■❢ t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ ✐s ❢r❡❡✱ tf ✐s
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✐s ♣❛rt ♦❢ z✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ H(x∗(tf ), p

∗(tf ), u
∗(tf )) + ∂g

∂tf
(t0, x(t0), tf , x(tf )) = 0 ✐s t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s B1✳

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❇♦✉♥❞❛r② ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠ ♦♥ y = (x, p)

(BV P )







ẏ = ϕ(y) ae in [t0, tf ]
y(t0) = y0(z) ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t0
B1(y(tf )) = 0 ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t tf

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ z✱ ✇❡ ♥♦t❡ y(·, z) t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
■♥✐t✐❛❧ ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠

(IV P )

{

ẏ = ϕ(y)
y(t0) = y0(z)
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✻

❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ S t❤❛t ♠❛♣s z t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡

S : R
p → R

p

z 7→ B1(y(tf , z))

✇✐t❤ p = n ✐❢ t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ p = n+ 1 ❢♦r ❛ ❢r❡❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡✳ ❋✐♥❞✐♥❣
❛ ③❡r♦ ♦❢ S ❣✐✈❡s ❛ tr❛❥❡❝t♦r② t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ P♦♥✲
tr②❛❣✐♥✬s Pr✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t❤✉s ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ S(z) = 0✱ ❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜❡❧♦✇✿

(P ) P♦♥tr②❛❣✐♥✬s Pr✐♥❝✐♣❧❡−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ (BV P ) ❙❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞−−−−−−−−−−−−−−→ S(z) = 0 ✳

❚❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ✉s❡s t❤❡ ❍❨❇❘❉✴❍❨❇❘❏ r♦✉t✐♥❡s ❢♦r♠ ●❛r❜♦✇✱ ❍✐❧❧str♦♠ ❛♥❞
▼♦r❡ ✭❬✹❪✮ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ S(z) = 0✳ ❚✇♦ ❖❉❊ s♦❧✈❡rs ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜①❡❞ st❡♣ ✹t❤
♦r❞❡r ❘✉♥❣❡ ❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❡♣ ❉❖P❘■✺ ❢r♦♠ ❍❛✐r❡r ❛♥❞ ❲❛♥✲
♥❡r ✭❬✾❪✮✳ ❚❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✿ ❝♦♥tr♦❧
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✭s❡❡ ✶✳✷ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ✶✳✹ ❉✐s❝r❡t❡
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✶✳✺ ●r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣✮✳

❋✐rst✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ S ❛♥❞ ✐ts ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ tr✐❝❦② ✇❤❡♥ ❝♦♥✲
tr♦❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✭♦r ✏s✇✐t❝❤✐♥❣s✑✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐s ❤❡r❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡
s✇✐t❝❤✐♥❣s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ♦❢ (IV P )✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛tt❡r ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥s
♦❢ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r✐❞ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣❛rt ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✐♥❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❤♦♦t✐♥❣✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛✐♠✐♥❣ t♦
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✶✳✷ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ s✇✐t❝❤✐♥❣s✳
❆ ❝♦♠♠♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥
t❛❦❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✇✐t❝❤✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ψ✳ ◆❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s

u = γ1(y) if ψ(y) < 0, u = γ2(y) if ψ(y) > 0

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❛ s❝❛❧❛r ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧✱ u∗ ✐s ❡✐t❤❡r ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ♦r ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ψ = ∂H

∂u
✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧ u ∈ R
m✱ ♦r ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r k > 2 ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s γi✳ ❚❤❡ ③❡r♦s ♦❢

ψ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ y(·, z) ❛s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✼

♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡

(IV P )disc







ẏ = ϕ1(y) if ψ(y) < 0
ẏ = ϕ2(y) if ψ(y) > 0
y(t0) = y0(z)

❚r②✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ st❡♣ ✐♥t❡❣r❛t♦r ✭❡✳❣✳ ❘✉♥❣❡
❑✉tt❛ ✹t❤ ♦r❞❡r✮ ✐s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♥❡❛r❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❝❡♣t ❢♦r ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡rr♦rs ❛t ❡❛❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❡♣ ✐♥t❡✲
❣r❛t♦r ✭s✉❝❤ ❛s ❘❑❋✹✺ ♦r ❉❖P❘■✺✮ ❝❛♥ ✉s✉❛❧❧② ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣s ❜② ✐ts❡❧❢✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦sts ♠❛♥② ✈❡r② s♠❛❧❧ st❡♣s ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥✲
❝r❡❛s❡❞ ❝♣✉ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s♠❛❧❧ ❡rr♦rs ❛t ❡❛❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ♣✐❧❡ ✉♣✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s❧♦✇❡r✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛
❧♦ss ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳

❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣s ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ (IV P )disc✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬✾✱ ✶✵❪✳ ❲❡ ✉s❡ ❤❡r❡
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❖❉❊ s♦❧✈❡r✱ ✐❡ ❛ ❝❤❡❛♣
✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ y ♦♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ♥♦t❡❞ ydense output✳ ❚❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ✜①❡❞ ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ st❡♣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
❛ ❞❡♥s❡ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ ❜❡❧♦✇✳

▼❛✐♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧♦♦♣
❝♦♠♣✉t❡ y(t+ h)
❝♦♠♣✉t❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ(y(t+ h))
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ ψ(y(t+ h)) ❛♥❞ ψ(y(t))
■❢ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ❚❤❡♥

❧♦❝❛t❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ τ ∈ [t, t+ h] ❜② s♦❧✈✐♥❣ ψ(ydense ouptut(τ)) = 0
s✇✐t❝❤ ❝♦♥tr♦❧
♣✉rs✉❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦♥ [τ, t+ h] ❢r♦♠ ydense ouptut(τ)

❊♥❞

❆ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡ ψ(ydense ouptut(τ)) = 0 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ s✇✐t❝❤✲
✐♥❣ t✐♠❡ τ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❜✐s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜✐s❡❝t✐♦♥ st♦♣s ❡✐t❤❡r ❛t ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦r ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ✜①❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡✳

❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❆ s♠❛❧❧ ✢❛✇ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t t❤❡
s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥t y(τ) ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡s✉♠❡ t❤❡ ■❱P ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❡①❛❝t✱ ❛s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡♥s❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ❞❡♥s❡ ♦✉t♣✉t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❡ ♦r❞❡r ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡
t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❖❉❊ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ s♠❛❧❧ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❛❞❞ ✉♣ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦rr❡❝t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ψ(yODE(τ̄)) = 0✱ ✇❤❡r❡ yODE(τ̄) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❛❝t✉❛❧ st❡♣ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ t t♦ τ̄ ✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜②
❛ ♥❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❧♦❝❛t❡❞ τ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡ss str✐❝t✱ ❛s t❤✐s
♣♦✐♥t s❡r✈❡s ♦♥❧② ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦✿ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡
✉s✐♥❣ ❛❝t✉❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s❡ ♦✉t♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❢❛st❡r t♦ ✉s❡
t❤❡ ❞❡♥s❡ ♦✉t♣✉t ❢♦r ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✽

❚❤✐s ♠✐♥♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❖❉❊ s②st❡♠ ✭s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✮✳ ●r❛♣❤s ❜❡❧♦✇ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛s✐❝ s✇✐t❝❤✲
✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

✶✳✸ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠

❚❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❍❨❇❘❉ s♦❧✈❡r ✇✐t❤ ❛ st❡♣ ♦❢
hj =

√
ǫ|xj |✱ ✇❤❡r❡ ǫ ✐s t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❡♣ ❖❉❊ s♦❧✈❡r✱ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣s ❝❛♥ ❞✐✛❡r ❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts
❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ✐♠♣❛✐r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❜②
✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭s❡❡ ❬✷✱ ✾❪✮✳

❆♥♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❬✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✏✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✑✶ ❢r♦♠ ❬✷❪✳

✶✳✸✳✶ ❙♠♦♦t❤ ✭C1✮ ❝❛s❡

■♥ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ y(·, z) ♦❢ t❤❡ ❖❉❊ s②st❡♠

(IV P )

{

ẏ(t) = ϕ(y(t))
y(t0) = y0

❚❤❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s Y = ∂y
∂y0

(y0) ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠

(V AR)

{

Ẏ (t) = ∂ϕ
∂y

(y(t)) Y (t)

Y (t0) = I

❍❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ y(t0) = y0(z)✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ y(·, z) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ z✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

✶✇❤✐❧❡ ✏❡①t❡r♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✑ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✾

y(t0) = [x0; z] ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✷✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ∂y
∂zj

(t, z)

✐s

(V AR)j

{

Ẏj(t) = ∂ϕ
∂y

(y(t))Yj(t)

Yj(t0) =
(

0 · · · 1 · · · 0
)T

✇❤❡r❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐❢ ♥♦t ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②

Ẏ (:, j) ≈ 1

h
(ϕ(y + hY (:, j))− ϕ(y)).

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠ (V AR) ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ (IV P ) ♣r♦✈✐❞❡s ❜♦t❤ y(tf , z)
❛♥❞ ∂y

∂z
(tf , z)✳ ❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

❧❛tt❡r✱ ❛s S(z) = B1(y(tf , z))✿

JacS(z) =
∂B1

∂y
(y(tf ))

∂y

∂z
(tf , z).

❲✐t❤ ❛ ✜①❡❞ st❡♣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢
(V AR) ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② (n + 1) × Nsteps ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢
ϕ✳ ❚❤✐s st✐❧❧ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❡♣ ♠❡t❤♦❞ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s♦❧✈✐♥❣ ❜♦t❤
(IV P ) ❛♥❞ (V AR) ❢♦r t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ t❛❦❡s r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ❛s
s♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② (IV P ) ❢♦r t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❖❉❊
s♦❧✈❡r✱ ❛♥❞ ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛s❡✳

✶✳✸✳✷ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛s❡

■♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ ❥✉♠♣s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❛t ♠✉st
❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧ s✇✐t❝❤✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢
s❛✐❞ ❝♦♥tr♦❧ s✇✐t❝❤✐♥❣s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✶✳✷✳ ❆ss✉♠✐♥❣
t❤❛t ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ϕ1 t♦ ϕ2 ♦❝❝✉rs ❛t τ ∈]t0, tf [✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
✉♣❞❛t❡ ✭s❡❡ ❬✼❪✮

Y ← Y + (ϕ1(yτ )− ϕ2(yτ+))τ ′(y0).

❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ψ(y(τ, y0)) = 0✱ t❤✉s ❜② t❤❡
✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ∂ψ

∂y
(yτ ) 6= 0✿

τ ′(y0) = −
∂ψ
∂y

(yτ )Y (τ, y0)
∂ψ
∂y

(yτ )ϕ1(yτ )
.

❚❤❡s❡ ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡✳

◆❇✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s✇✐t❝❤✲
✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✇r♦♥❣ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ❛s t❤❡ ❥✉♠♣s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡
♥♦t ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠
✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❚✐♠❡ st❡♣s✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①
s❤♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s✱ ❛t ❧❡❛st t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡
s✇✐t❝❤✐♥❣s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ♦❢

✷✐❡ z ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦st❛t❡ p(0)
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✶✵

(IV P )✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♥❡❡❞s t♦ s♦❧✈❡ ❜♦t❤ (IV P ) ❛♥❞ (V AR)✳ ❚❤✐s
✉s✉❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❜❡❧ st❡♣ ❖❉❊ s♦❧✈❡r✳ ❚♦
♣r❡✈❡♥t t❤✐s✱ ✇❡ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ (V AR) ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
st❡♣s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ st❡♣s✐③❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❖P❘■✺ ❝♦❞❡ ❛s
♦♣t✐♦♥ ■❚❖▲❂✷✳

✶✳✹ ❉✐s❝r❡t❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❛s✐❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❣♦✐♥❣
❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ∈
[λ0, λf ] ❛♥❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s (Pλ) s✉❝❤ t❤❛t (Pλf

) = (P ) ❛♥❞ ✇❡ ❦♥♦✇ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ (Pλ0

)✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣②

H : R
n × [λ0, λf ]→ R

n

(λ, z) 7→ Sλ(z)

✇❤❡r❡ Sλ ✐s t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ (Pλ)✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ③❡r♦ ♣❛t❤ ♦❢ H ❢r♦♠ λ = λ0 t♦ λ = λf ✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣❛t❤ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② (Pλ)✳ ❋♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✱ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢t❡♥
✐♥✈♦❧✈❡ s♦♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✴ ♦r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜✲
❧❡♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦r s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❤♦♠♦t♦♣② ✭s❡❡ ❬✶✱ ✺✱ ✻✱ ✽✱ ✶✶❪✱
❛♥❞ t❤❡ ❤❛♠♣❛t❤✸ ♣❛❝❦❛❣❡✮✳ ❲❡ ✉s❡ ❤❡r❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r
♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♣r❡❞✐❝t♦r✲❝♦rr❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞✳
λ = λ0❀ st❡♣ ❂ ♠❛①st❡♣
❲❤✐❧❡ ✭λ < λf − ǫ✮ ❛♥❞ ✭st❡♣ > ♠✐♥st❡♣✮ ❛♥❞ ✭✐t❡r < ♠❛①✐t❡r✮

✐t❡r ❂ ✐t❡r ✰ ✶❀ λ = λ ✰ st❡♣
❝♦♠♣✉t❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r s❤♦♦t✐♥❣ ❛t ❧❡✈❡❧ λ ✭♣r❡❞✐❝t✐♦♥✮
♣❡r❢♦r♠ s❤♦♦t✐♥❣ ❛tt❡♠♣t ❛t ❧❡✈❡❧ λ ✭❝♦rr❡❝t✐♦♥✮
■❢ s❤♦♦t✐♥❣ s✉❝❝❡ss❢✉❧

✉♣❞❛t❡ ♣❛t❤ ✇✐t❤ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥
❊❧s❡

❜❛❝❦ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥❀ r❡❞✉❝❡ st❡♣s✐③❡ ✭st❡♣ ❂ st❡♣ ✴ ✷✮
❊♥❞ ✐❢

❊♥❞ ✇❤✐❧❡

❲❡ ♥♦t❡ (zn, λn) t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ③❡r♦s ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ zinitλn+1

❢♦r t❤❡ ♥❡①t
s❤♦♦t✐♥❣ ❛tt❡♠♣t ✐s s✐♠♣❧② t♦ t❛❦❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡st s✉❝❝❡ss❢✉❧ s❤♦♦t✐♥❣✱
✐❡

zinitλn+1
= zn.

❆ ❧✐tt❧❡ ❜❡tt❡r ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s

zinitλn+1
= zn +

λ− λn
λn − λn−1

(zn − zn−1).

✸❤tt♣✿✴✴❛♣♦✳❡♥s❡❡✐❤t✳❢r✴❤❛♠♣❛t❤✴
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✶✶

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡
❜❛s✐❝ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✭q✉❛❞r❛t✐❝ ♦r ❝✉❜✐❝✮
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦
λf − λ0✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✐♥ ♦♥❧② ✶ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡
✜rst s❤♦♦t✐♥❣ ❛tt❡♠♣t s✉❝❝❡❡❞s✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠❛❧
st❡♣ ✭s❡t ✐♥ t❤❡ ✳✐♥✐t ✜❧❡ s❡❡ ✷✳✸✮ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✶✳ ❖♥❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤✐s
✈❛❧✉❡ ✐❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ✉♥st❛❜❧❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♣♦✐♥ts
❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛t❤✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r❝❡ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛t ❝❡rt❛✐♥ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ st❡♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ st♦♣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ st❡♣s✐③❡ ❜❡❝♦♠❡s t♦♦
s♠❛❧❧✱ ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ✇❛✐t ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
❆s t❤❡ st❡♣ ❢♦r λ ❝❛♥ ♦♥❧② ❞❡❝r❡❛s❡✱ ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
❝❛♥ s✉❝❝❡❡❞ ✇❤❡♥ t❤✐s st❡♣ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❆tt❡♠♣ts t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❣❛✐♥
t❤❡ st❡♣ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ s❤♦♦t✐♥❣s s❡❡♠ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣❛t❤
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ ✉♥st❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ♥♦ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❡♥❡✜t✳

❚❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛② ❢❛✐❧ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✲
❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❝❛s❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣❛t❤ st♦♣s ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐t
✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❣r❡ss ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s
❝❛s❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ st❡♣s✐③❡ ❢♦r λ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤♦✉❧❞ st♦♣ ❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣❛t❤ ♠❛② ❣♦ ❛✇❛② ✏t♦
✐♥✜♥✐t②✑✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡♥❞ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳
❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛t❤ s❛✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✳❝♦♥t♣❛t❤ ✜❧❡✳

❍❡r❡ ✐s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r λ ∈ [0, 1]✳

■t❡r ❙t❡♣ ❚❤❡t❛ ❙❤♦♦t✐♥❣

✶ ✶ ✶ ❋❛✐❧

✷ ✵✳✺ ✵✳✺ ❙✉❝❝❡ss

✸ ✵✳✺ ✶ ❋❛✐❧

✹ ✵✳✷✺ ✵✳✼✺ ❋❛✐❧

✺ ✵✳✶✷✺ ✵✳✻✷✺ ❙✉❝❝❡ss

✻ ✵✳✶✷✺ ✵✳✼✺ ❙✉❝❝❡ss

✼ ✵✳✶✷✺ ✵✳✽✼✺ ❙✉❝❝❡ss

✽ ✵✳✶✷✺ ✶ ❙✉❝❝❡ss

0
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0.2

0.3
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0.5
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0.7
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0.9

1

Z

θ

DISCRETE CONTINUATION WITH LINEAR PREDICTION

 

 

PATH FOLLOWED
SUCCESSFUL INITS
FAILED INITS

❆❧t❡r♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛
❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r✱ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ st❡♣s✐③❡
❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✶✷

✶✳✺ ●r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦rr❡❝t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t♦ tr② s❡✈❡r❛❧ ♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ❣r✐❞ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡
❝❛♥ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♠❛② ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st r❡♠❛✐♥s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳

❚✇♦ ❛s♣❡❝ts ♠❛❦❡ t❤✐s ✐❞❡❛ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② s♠❛❧❧✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ ✶✵✱ ❛s ✐t ✐s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❢❛st ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦
✇❤❡♥ ✐t ❞✐✈❡r❣❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♥❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s✉❛❧❧② ❢❛✐❧s ❛❢t❡r ♦♥❧② ♦♥❡
✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ s♠❛❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ♣r❡❝✐s❡❧② ❦♥♦✇♥✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦st ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ♠❛♥② ❢❛✐❧❡❞ ❛tt❡♠♣ts ♠❛② ❜❡ q✉✐t❡ ❛❝✲
❝❡♣t❛❜❧❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ s❤♦♦t✐♥❣ ❛tt❡♠♣ts ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡
❤♦✉r ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r✳

❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❡❛r❧✐❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❢✉❧❧ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❛tt❡♠♣t✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧
s❤♦♦t✐♥❣s ❢♦r ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦r ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡✲
❢✉❧ ❢♦r r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡✳ ●r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣
♣✉r♣♦s❡s✿ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♣♦✐♥t✱ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐s
♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ t❡st✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❬✸❪ st✉❞②
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐✲❇❡❧❧♠❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡
s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣r✐❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s zL ∈ R
n✱

✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s zU ∈ R
n ❛♥❞ r❛♥❣❡ ✈❡❝t♦r r ∈ N

n✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❤♦♦t✐♥❣s ❢♦r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts

z0 = zL + Σni=1ki
zUi − zLi

ri
, ∀ki ∈ [0, ri].

❊❛❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s k = (ki)i=1,n✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ✐s N = Πn

i=1(ri + 1)✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦♦♣
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❉❖ ❧♦♦♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧♦♦♣ ✐♥❝r❡♠❡♥ts t❤❡
✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥❞❡①❡s k ❢r♦♠ k = (0, . . . , 0) t♦ k = r✳
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✶✸

❦❂✭✵✱✳✳✳✱✵✮
❲❤✐❧❡ ❦ 6= r ❉♦

❈♦♠♣✉t❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t z0 = zL + Σni=1ki
zU

i −zL
i

ri

P❡r❢♦r♠ s❤♦♦t✐♥❣ ✭♦r ❢✉❧❧ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✮ ✇✐t❤ z0
■♥❝r❡♠❡♥t ✐♥❞❡①❡s ✈❡❝t♦r ❦ ❢♦r ♥❡①t ❣r✐❞ ♣♦✐♥t

❝❛rr② ❂ tr✉❡❀ ✐ ❂ ✶
❲❤✐❧❡ ✭❝❛rr② ✫ i ≤ n✮ ❉♦

■❢ ki < ri ❚❤❡♥
ki = ki + 1❀ ❝❛rr② ❂ ❢❛❧s❡

❊❧s❡
ki = 0❀ ❝❛rr② ❂ tr✉❡❀ ✐❂✐✰✶

❊♥❞ ✐❢
❊♥❞ ❞♦

❊♥❞ ❞♦

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ st♦r❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❣r✐❞✱ ❛s
❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥❞❡①❡s k = (ki)i=1,n✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✱ ❛s ❡❛❝❤ ❛tt❡♠♣t ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✳ ❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rs✐♦♥
✉s✐♥❣ ❖P❊◆▼P ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ❈P❯s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦r❡s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳

✷ ❙♦❢t✇❛r❡ ♦✈❡r✈✐❡✇

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s✉❜r♦✉t✐♥❡s ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✷✳✵
♣❛❝❦❛❣❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✲s✉♣♣❧✐❡❞ s✉❜r♦✉t✐♥❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦
s♦❧✈❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ✇r✐tt❡♥
✐♥ ❋♦rtr❛♥✾✵✴✾✺✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡rs ✐❢♦rt✹✱ ❣❢♦rtr❛♥✺ ❛♥❞
❣✾✺✻✳

✹❤tt♣✿✴✴s♦❢t✇❛r❡✳✐♥t❡❧✳❝♦♠✴❡♥✲✉s✴✐♥t❡❧✲❝♦♠♣✐❧❡rs✴
✺❤tt♣✿✴✴❣❝❝✳❣♥✉✳♦r❣✴❢♦rtr❛♥✴
✻❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣✾✺✳♦r❣✴
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✶✹

✷✳✶ ▼❛✐♥ s✉❜r♦✉t✐♥❡s

❼ ❙❤♦♦t▼❛✐♥✿ ♠❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠✳
❼ ❙❤♦♦t●r✐❞✿ ♣❡r❢♦r♠s s❤♦♦t✐♥❣ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣r✐❞✳
❼ ❙❤♦♦t❈♦♥t✿ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✳
❼ ❙❤♦♦t✿ ✐♥❞✐r❡❝t s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳
❼ ❙❤♦♦t❋✉♥✿ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ S✳
❼ ❙❤♦♦t❏❛❝❋✉♥✿ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ S✳
❼ ■❱P✿ s♦❧✈❡s t❤❡ ■♥✐t✐❛❧ ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r S ♦r JacS ✳
❼ ❖❉❊✿ s♦❧✈❡s t❤❡ ❖❉❊ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ■♥✐t✐❛❧ ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠✳
❼ ❘❍❙✿ ❝♦♠♣✉t❡s r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❢♦r t❤❡ ❖❉❊ s②st❡♠✳
❼ ❊✈❡♥t❉❡t❡❝t✐♦♥✿ ❞❡t❡❝ts s✇✐t❝❤✐♥❣s ❞✉r✐♥❣ ❖❉❊ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳
❼ Pr♦❜❧❡♠ ❙♣❡❝✐❢✐❝ ❘♦✉t✐♥❡s✿ ✉s❡r s✉♣♣❧✐❡❞ s✉❜r♦✉t✐♥❡s✱ s❡❡ ✷✳✹✳

✷✳✷ ❚✐♠❡s str✉❝t✉r❡

❚❤❡ s❤♦♦t✷✳✵ ♣❛❝❦❛❣❡ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❡❧❛❜♦r❛t❡ t✐♠❡s str✉❝t✉r❡s✱
❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ✜①❡❞ ♦r ❢r❡❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈♦♥tr♦❧
s✇✐t❝❤✐♥❣s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡ t✐♠❡s str✉❝t✉r❡✳

✷✳✷✳✶ ❋✐♥❛❧ t✐♠❡

❚❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✜①❡❞ ♦❢ ❢r❡❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐t ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣
✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛s t❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ z✳ ❆ ❢r❡❡ tf ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♣t✐♠❛❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ H(x(tf ), p(tf ), u(tf )) + ∂g

∂tf
(t0, x(t0), tf , x(tf )) = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❞❡❞ ❛s

t❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ S(z)✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✜♥❛❧ t✐♠❡ ✐s s❡t
✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ✭s❡❡ ✷✳✸✮✿ ✶ st❛♥❞s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✜♥❛❧ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✲✶ ❢♦r ❛ ❢r❡❡ ✜♥❛❧
t✐♠❡✳

✷✳✷✳✷ ▼✉❧t✐✲♣❤❛s❡ ♣r♦❜❧❡♠s

❲❡ r❡❢❡r ❤❡r❡ ❛s ❛ ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞
❜② s❡✈❡r❛❧ s❡ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✶✺

♦❢ tr❛❥❡❝t♦r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐✲st❛❣❡ s♣❛❝❡ ❧❛✉♥❝❤❡r✱ t❤❡ ✢✐❣❤t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣❤❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❛❝❤ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡
✐♥t❡r✈❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡s ❞❡❧✐♠✐t✲
✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✜①❡❞ ♦r ❢r❡❡✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡
❢♦r t❤✐s ♣❤❛s❡ t✐♠❡ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡ P❤❛s❡❈♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❤❛s❡ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♣❛r✭✶✾✮✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ✉s❡r s✉♣♣❧✐❡❞ s✉❜r♦✉t✐♥❡s✱ s❡❡ ✷✳✹✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞✴♦r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❢r❡❡ t✐♠❡ ❝❛s❡✳ P❤❛s❡ t✐♠❡s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡
✭s❡❡ ✷✳✸✮✿ ❛ ✷ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ✜①❡❞ ♣❤❛s❡ t✐♠❡✱ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ♠✉st ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞❀ ✲✷
✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❢r❡❡ ♣❤❛s❡ t✐♠❡✱ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ z✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦st❛t❡✱ t✇♦ ❢r❡❡ ♣❤❛s❡ t✐♠❡s t1, t2
❛♥❞ ❢r❡❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ z = [p(0); t1; t2; tf ]✳

✷✳✸ ■♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✜❧❡s

❆❧❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✜❧❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡✜①✱ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✜❧❡✱ s❛② Pr♦❜✲
❧❡♠✳✐♥✐t✱ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✜❧❡ Pr♦❜❧❡♠✳s♦❧✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❝♦♥t✐♥✲
✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛t❤ ✜❧❡ Pr♦❜❧❡♠✳❝♦♥t♣❛t❤ st♦r✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ●r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ❛❧s♦ ♦✉t♣✉ts ❛ Pr♦❜❧❡♠✳❣r✐❞❝✈ ✜❧❡ ✇❤✐❝❤ s✉♠♠❛r✐③❡s
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦✈❡r t❤❡ ❣r✐❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s Pr♦❜❧❡♠✲❝✈①①✳s♦❧ ✜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ▼❛t❧❛❜ s❝r✐♣ts s♦❧✳♠ ❛♥❞ ❝♦♥t♣❛t❤✳♠ ❝❛♥ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ✳s♦❧
❛♥❞ ✳❝♦♥t♣❛t❤ ✜❧❡s✳ ❚❤❡ ✳✐♥✐t ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆
❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮✳

❙❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❼ ❙❤♦♦t✐♥❣✱ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r❜♦s❡ ♠♦❞❡
❙❤♦♦t✐♥❣✿ ✲✶✿ ♦♥❧② ❝♦♠♣✉t❡ S(z)✱ ✵✿ ❜❛s✐❝ s❤♦♦t✐♥❣✱ ✶✿ ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣✳
❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✿ ✵✿ ♥♦ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✱ ✶✿ ✉s❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✳
❱❡r❜♦s❡✿ ❢r♦♠ ✲✶ ✭♥♦ ♦✉t♣✉t✮ t♦ ✷ ✭♠♦st ✐♥❢♦✮✳

❼ ❙t❛t❡✱ ❈♦♥tr♦❧✱ ❙✇✐t❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❞✐♠❡♥s✐♦♥ n,m ♦❢ st❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r r❡✲
t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ❙✇✐t❝❤ ✭s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡t t♦ ✶ ✐❢ ✉♥✉s❡❞✮✳

❼ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s ❛♥❞ t✐♠❡s str✉❝t✉r❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s ✭❛t ❧❡❛st ✶✱ s❡❡ ❜❡❧♦✇ ❢♦r ❛r❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✳
t✐♠❡ str✉❝t✉r❡ ✭❛t ❧❡❛st ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ t✐♠❡s✮✿
✵✿ ✭✜①❡❞✮ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡
✶✿ ✜①❡❞ ✜♥❛❧ t✐♠❡✱ ✲✶✿ ❢r❡❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡
✷✿ ✜①❡❞ ♣❤❛s❡ t✐♠❡✱ ✲✷✿ ❢r❡❡ ♣❤❛s❡ t✐♠❡✳
✈❛❧✉❡s ❢♦r ✜①❡❞ ❛♥❞ ❢r❡❡ t✐♠❡s✼✳

✼♣✉t ❛♥② ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❢r❡❡ t✐♠❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ z
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✶✻

❼ ❙❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥✽✱ s✐③❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡s✳
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r s❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥✳

❼ ■♥t❡❣r❛t♦r ❝❤♦✐❝❡✱ ✜①❡❞ st❡♣s✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ t♦❧❡r❛♥❝❡s
✹✿ ❘✉♥❣❡ ❑✉tt❛ ✹t❤ ♦r❞❡r✱ ✺✿ ❞♦♣r✐✺✳
♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ❢♦r ❘❑✹✱ t♦❧❡r❛♥❝❡s ❢♦r ❉❖P❘■✺✳

❼ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡
✲✶✿ ❞✐s❛❜❧❡❞✱ ✵✿ ✉s❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✶✿ ✉s❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❼ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠♦❞❡
✵✿ ✉s✉❛❧ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✶✿ ✉s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠✳

❼ ❚❛r❣❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
t♦❧❡r❛♥❝❡ ✭♦♥ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦r♠✮ ❢♦r ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ s❤♦♦t✐♥❣✳

❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥

❼ ■♥✐t✐❛❧✱ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♠❛① ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ st❡♣ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
■♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡s λ0, λ1 ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✱ ❛♥❞ ♠❛①✲
✐♠❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ st❡♣s✐③❡ ❢♦r λ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭s❡❡ ✶✳✹✮✳

❼ ▼❛① ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦✉t♣✉t ❢r❡q✉❡♥❝②
♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✳
♦✉t♣✉t ❢r❡q✉❡♥❝② ✭< 1✿ ♥♦ ♦✉t♣✉t✱ n > 0✿ ❞✐s♣❧❛② ❡✈❡r② n ✐t❡r❛t✐♦♥✭s✮✮✳

❼ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ t②♣❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✭✵✿ ❝♦♥st❛♥t✱ ✶✿ ❧✐♥❡❛r✮✳

❼ ❖✉t♣✉t s♦❧ ❛♥❞ ♣❛t❤
❣❡♥❡r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✜❧❡ ✳s♦❧ ✭✶✿ ❡♥❛❜❧❡❞✱ ♦t❤❡r✿ ❞✐s❛❜❧❡❞✮✳
❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❧❡ ✳❝♦♥t♣❛t❤ ✭✶✿ ❡♥❛❜❧❡❞✱ ♦t❤❡r✿ ❞✐s❛❜❧❡❞✮✳

●r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣

❼ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ✭s❡❡ ✶✳✺✮✳
❼ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ✭s❡❡ ✶✳✺✮✳
❼ ❘❛♥❣❡ ❢♦r ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ✭s❡❡ ✶✳✺✮✳

Pr♦❜❧❡♠ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❼ P❛r❛♠❡t❡rs
s✐③❡ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✷✳✹ ❯s❡r s✉♣♣❧✐❡❞ s✉❜r♦✉t✐♥❡s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜r♦✉t✐♥❡s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✿
✲ ■♥✐t✐❛❧❈♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ y(t0) = y0(z)✳
✲ ❋✐♥❛❧❈♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s B1(y(tf ))✳
✲ ❈♦♥tr♦❧✿ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳
✲ ❉②♥❛♠✐❝s✿ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✽s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ s✐③❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ✰ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ t✐♠❡s

❘❘ ♥➦ ✼✸✽✵



❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✶✼

❚❤❡s❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ s✉❜r♦✉t✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❢t ❡♠♣t②✾ ✐❢ ✉♥✉s❡❞✿
✲ ■♥✐tP❛r✿ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❛❜❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
✲ ❙✇✐t❝❤✿ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
✲ ❇❛♥❣❇❛♥❣❈♦♥tr♦❧✿ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✲ P❤❛s❡❈♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡❡ ♣❤❛s❡ t✐♠❡s✳

●❡♥❡r❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥s✿
✲ ②✭♥①♣✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❛t❡✲❝♦st❛t❡ ♣❛✐r (x, p)✳
✲ ✉✭♠✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✳
✲ ♥❢r❡❡✵ ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ z✳
✲ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮✱r♣❛r✭❧r♣❛r✮ ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛rr❛②s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷✳✺✳

✷✳✹✳✶ ■♥✐t✐❛❧❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ■♥✐t✐❛❧❈♦♥❞✐t✐♦♥s✭③✱❞✐♠✱②✱❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮

✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❞✐♠✱ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ③✭♥③✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭♦✉t✮ ✿✿ ②✭❞✐♠✮

✳✳✳

❚❤✐s s✉❜r♦✉t✐♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❝♦st❛t❡ ❛t
✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡✱ ♥❛♠❡❧② y(t0) = (x(t0), p(t0))✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♥①♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ②✳
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ st❛t❡ x ✐s s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ x(t0) = x0✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢r❡❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦st❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛s p(t0) = z✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ y(t0)
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t0✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✏♠✐ss✐♥❣
♣❛rts✑ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ z✳

■❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢
y(t0) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ z ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✭t❤❡ ∂y(t0)

∂z
❛r❡ st♦r❡❞ ❜② ❧✐♥❡s ❛❢t❡r

t❤❡ ✜rst ♥①♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ②✮✳

✷✳✹✳✷ ❋✐♥❛❧❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❋✐♥❛❧❈♦♥❞✐t✐♦♥s✭②✱s✱❞s❞②✱❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮

✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ②✭♥①♣✮

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ s✭♥❢r❡❡✵✮✱ ❞s❞②✭♥❢r❡❡✵✱♥①♣✮

✳✳✳

❚❤✐s s✉❜r♦✉t✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t tf ❢♦r t❤❡
s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❡♥tr② t❤❡ st❛t❡✲❝♦st❛t❡ ♣❛✐r y = (x, p) ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡
✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ②✳ ■♥ t❤❡ ❢r❡❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ s ❝♦♥t❛✐♥s
H(tf ) ♦♥ ❡♥tr②✳ ❖♥ ❡①✐t t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ s ♠✉st ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ B1(y(tf ))✳ ■❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥

✾❜✉t ♠✉st st✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥

❘❘ ♥➦ ✼✸✽✵



❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✶✽

♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st
❛❧s♦ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❞s❞②✳

✷✳✹✳✸ ❈♦♥tr♦❧

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❈♦♥tr♦❧✭②✱✉✱❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮

✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ②✭♥①♣✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭♦✉t✮ ✿✿ ✉✭♠✮

✳✳✳

❚❤✐s s✉❜r♦✉t✐♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ P♦♥tr②❛❣✐♥✬s ▼✐♥✐♠✉♠ Pr✐♥❝✐♣❧❡✳ ❖♥ ❡♥tr② t❤❡ st❛t❡✲❝♦st❛t❡
♣❛✐r y = (x, p) ❛t ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ②✳ ❖♥ ❡①✐t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛❧✉❡ ♠✉st
❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✉✳

✷✳✹✳✹ ❉②♥❛♠✐❝s

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❉②♥❛♠✐❝s✭②✱✉✱❢✱♠♦❞❡✱❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮

✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ♠♦❞❡

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ②✭♥①♣✮✱ ✉✭♠✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭♦✉t✮ ✿✿ ❢✭♥①♣✮

✳✳✳

❚❤✐s s✉❜r♦✉t✐♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❖♥ ❡♥tr② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡✱ ❝♦st❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ②✱✉✳ ■❢ ♠♦❞❡❂✵✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞②♥❛♠✐❝s ẏ = (ẋ, ṗ) ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❢✳ ■❢ ♠♦❞❡❂✶✱
♦♥❧② t❤❡ st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ẋ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ ❢✳

✷✳✹✳✺ ■♥✐tP❛r

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ■♥✐tP❛r✭❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮

✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮

✳✳✳

❚❤✐s ♦♣t✐♦♥❛❧ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤♦♦t✐♥❣ ❛tt❡♠♣t
✭❛♥❞ ♥♦t ❢♦r ❡✈❡r② s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧✱ ✉♥❧✐❦❡ ■♥✐t✐❛❧❈♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳ ■t ♠❛②
❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦♥❡✲t✐♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
♦r t❛❜❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ✭s♣❧✐♥❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✮✳

✷✳✹✳✻ ❙✇✐t❝❤

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❙✇✐t❝❤✭②✱♣s✐✱❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮

✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡

❘❘ ♥➦ ✼✸✽✵



❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✶✾

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ②✭♥①♣✮

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭♦✉t✮ ✿✿ ♣s✐✭♥♣s✐✮

✳✳✳

❚❤✐s ♦♣t✐♦♥❛❧ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❡♥tr② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❝♦st❛t❡ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t
t✐♠❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ②✳ ❖♥ ❡①✐t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣s✐✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st♦r❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s
t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

✷✳✹✳✼ ❇❛♥❣❇❛♥❣❈♦♥tr♦❧

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❇❛♥❣❇❛♥❣❈♦♥tr♦❧✭②✱✉✱❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮

✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r

✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ②✭♥①♣✮

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭♦✉t✮ ✿✿ ✉✭♠✮

s❡❧❡❝t ❝❛s❡ ✭✐♣❛r✭✶✼✮✮

❝❛s❡ ✭✲✶✮

✦s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡

✉✭✶✮ ❂ ✳✳✳

❝❛s❡ ✭✶✮

✦s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡

✉✭✶✮ ❂ ✳✳✳

❡♥❞ s❡❧❡❝t

❡♥❞ ❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❇❛♥❣❇❛♥❣❈♦♥tr♦❧

❚❤✐s s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣s✳ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✢❛❣ t♦ ✵ ♦r ✶ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ✳✐♥✐t ✭s❡❡ ✷✳✸✮✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡
s✉❜r♦✉t✐♥❡ ❙✇✐t❝❤ ❛❜♦✈❡ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ t✇♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡
s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✐❣♥ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② st♦r❡❞
✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♣❛r✭✶✼✮✳

✷✳✺ ●❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❚❤❡ t✇♦ ❛rr❛②s ✐♣❛r ❛♥❞ r♣❛r✱ ♦❢ s✐③❡ ❧✐♣❛r ❛♥❞ ❧r♣❛r✱ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞
r❡❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ s❤♦♦t✷✳✵ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ▼♦st s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❛rr❛②s✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ♣❛rts ❛r❡ ❢♦r ✐♥t❡r♥❛❧
✉s❡✳ ❇❡❧♦✇ ✐s ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ✉s❡r✲
s✉♣♣❧✐❡❞ s✉❜r♦✉t✐♥❡s✳

✷✳✺✳✶ ■♥t❡❣❡r ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ■P❆❘

✲ ✐♣❛r✭✷✮✿ ♠♦❞❡ ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✭✵✿ ❞✐s❛❜❧❡❞✱ ✶✿ ❡♥❛❜❧❡❞✮
✲ ✐♣❛r✭✸✮✿ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠♦❞❡ ✭✵✿ ❋✐♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✶✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❙②st❡♠✮

❘❘ ♥➦ ✼✸✽✵



❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✷✵

✲ ✐♣❛r✭✶✾✮✿ ❝✉rr❡♥t ♣❤❛s❡ ♥✉♠❜❡r ✭st❛rts ❛t ♣❤❛s❡ ✶✮
✲ ✐♣❛r✭✸✵✮✿ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤❛s❡s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t✐♠❡ str✉❝t✉r❡

✷✳✺✳✷ ❘❡❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ❘P❆❘

✲ r♣❛r✭✶✮✿ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✭❢r♦♠ ❧❛st ❝❛❧❧ t♦ ✐✈♣✮
✲ r♣❛r✭✷✮✿ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐❞❡♠✮
✲ r♣❛r✭✸✮✿ λ ✭❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✮
✲ r♣❛r✭✹✮✿ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ✭❢r♦♠ ❧❛st ❝❛❧❧ t♦ r❤s✮
✲ r♣❛r✭✶✷✮✿ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ λ0 ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
✲ r♣❛r✭✶✸✮✿ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ λ1 ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
✲ r♣❛r✭r♦❢❢s❡t✶✰✶✿r♦❢❢s❡t✶✰♥♣❛r✮✿ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ✳✐♥✐t ✜❧❡✱ s❡❡ ✷✳✸

✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s

✸✳✶ ❙t❡♣ ❜② st❡♣ ❡①❛♠♣❧❡

❲❡ ♥♦✇ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✿

(P )































Min
∫ 2

0
|u(t)| dt

ẋ1 = x2

ẋ2 = u

|u| ≤ 1
x(0) = (0, 0)
x(2) = (0.5, 0)

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

H : (t, x, p, u) 7→ |u|+ p1 x2 + p2 u

❛♥❞ t❤❡ ❝♦st❛t❡ p ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥

ṗ1 = 0, ṗ2 = −p1.

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
{

u = −sgn(p2) if ψ(t, x, p) < 0
u = 0 if ψ(t, x, p) > 0

✇✐t❤ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

ψ : (t, x, p) 7→ 1− |p2|.

❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

S : R
2 → R

2

z = p(0) 7→ x(2)− (0.5, 0)

❚❤❡ ✉s❡r✲s✉♣♣❧✐❡❞ s✉❜r♦✉t✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s s✐♠♣❧❡
❡①❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ Min

∫ 2

0
|u(t)| dt ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✷✶

❛ t❤✐r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r t❤❡ st❛t❡✱ ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦st❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳

❲❡ t❡st t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ 50 × 50 ❣r✐❞ ♦✈❡r [−10, 10]2 ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦st❛t❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠✱ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦st❛t❡ p(0)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✾ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤
✵✱ ✶ ♦r ✷ s✇✐t❝❤✐♥❣s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✳

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8
−10

−5

0

5

CONVERGENCE FOR DOPRI / END / NODETECT: 46%

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8
−10

−5

0

5

CONVERGENCE FOR DOPRI / VAR / DETECT: 81%

❙❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✲ ❝♦♥tr♦❧

str✉❝t✉r❡s

❚❤❡ t❛❜❧❡ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣s✱ ✇✐t❤
t♦❧❡r❛♥❝❡s ♦❢ 10−8 ❢♦r t❤❡ ❖❉❊ s♦❧✈❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r✉♥ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t✲
❛❣❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ s❤♦♦t✐♥❣s ♦✈❡r t❤❡ ❣r✐❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭♥♦r♠ ♦❢
t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ♥♦r♠✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✜♥✐t❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

❏❛❝♦❜✐❛♥ ◆♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❈♦rr❡❝t✐♦♥

❋❉ ✺✸✪ 5.75 10
−7

✻✼✪ 2.72 10
−15

✻✼✪ 1.24 10
−16

❱❆❘ ✻✽✪ 5.75 10
−7

✼✾✪ 2.72 10
−15

✽✵✪ 1.24 10
−16

❙✐♠♣❧❡ ❜❛♥❣✲❜❛♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✲ ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✷✷

✸✳✷ ❖r❜✐t❛❧ tr❛♥s❢❡r

❲❡ s❤♦✇ ❤❡r❡ ❛♥ ♦r❜✐t❛❧ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❜❧❡♠ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✼❪✱ ❢r♦♠ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ tr❛♥s❢❡r
♦r❜✐t t♦ t❤❡ ❣❡♦st❛t✐♦♥❛r② ♦r❜✐t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ t❤r✉st ❡❧❡❝tr♦✲
✐♦♥✐❝ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤r✉sts r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✵ ◆❡✇t♦♥s t♦ ✵✳✶ ◆❡✇t♦♥✳ ❚❤❡
❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛r❡ t❤❡ ❊❛rt❤ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ t❤r✉st✱
❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s

r̈ = −µ r

|r|3 +
T

m
.

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✲t✐♠❡ tr❛♥s❢❡r✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
♣r❡s❡♥t ❛ ❜❛♥❣✲❜❛♥❣ ❝♦♥tr♦❧✱ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❢✉❧❧ t❤r✉st ✭❛t ❛♣♦❣❡❡s ❛♥❞ ♣❡r✐❣❡❡s✮
♦r ♥♦ t❤r✉st ✭s❡❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ❛♥
❡♥❡r❣② t②♣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s

Min

∫ tf

t0

λ|u(t)|+ (1− λ)|u(t)|2 dt.

❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇s t❤❡ s♠♦♦t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r λ = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❝♦♥tr♦❧ ❢♦r λ = 1 ✭❢♦r ❛ ✶✵◆ t❤r✉st✮✳

5 10 15 20 25 30 35
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

LONGITUDE (rad)

||u
||

CONTROL NORM

 

 

Min ∫ ||u||
Min ∫ ||u||2

❖r❜✐t❛❧ tr❛♥s❢❡r ✲ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥tr♦❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡
s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ♠❛ss ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥t✐♥✉❛✲
t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❜✉t s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s
❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❧♦✇ t❤r✉sts✳ ❲❡ t❡st t❤❡ ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ 1N tr❛♥s❢❡r✱ ✇✐t❤ ❞♦♣r✐✺ ✭t♦❧❡r❛♥❝❡s 10−8✮ ❛s ❖❉❊ s♦❧✈❡r✳ ❲✐t❤ t❤❡
s✐♠♣❧❡ ❣r✐❞ {−0.1, 0.1}n ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦st❛t❡ p(0) ✭✐❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
p(0) ✇❡ ♦♥❧② tr② t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ±0.1✱ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✷✽ s❤♦♦t✐♥❣ ❛tt❡♠♣ts✮✱ ✇❡
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ♠❛①✐♠❛❧ t❤r✉st ❛s ❧♦✇ ❛s 0.1N ✳

❋♦r t❤r✉sts ♦❢ 10N ✱ 1N ❛♥❞ 0.1N ✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♣r❡s❡♥t 14✱ 119
❛♥❞ 1195 ❝♦♥tr♦❧ s✇✐t❝❤✐♥❣s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r ❛ ✶◆ t❤r✉st✱ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r✉st ❛r❝s ✭✐♥ r❡❞✮ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛♣♦❣❡❡s ❛♥❞
♣❡r✐❣❡❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐ts✱ ❛♥❞ ❛r❝s ✇✐t❤ ♥♦ t❤r✉st ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮✳
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✷✸

❖r❜✐t❛❧ tr❛♥s❢❡r ✲ ❚r❛❥❡❝t♦r② ❢♦r ❛ ✶◆ t❤r✉st ✭✶✶✾ s✇✐t❝❤✐♥❣s✮

❲❡ ❞❡t❛✐❧ ♥♦✇ t❤❡ t❡sts ♦♥ t❤❡ 1N tr❛♥s❢❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s✳ ❋♦r
t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❡✐t❤❡r ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭❋❉✮ ♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ✭❱❆❘✮✳
❋♦r t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣s✱ ✇❡ ✉s❡ ❡✐t❤❡r ♥♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❜❛s✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇ s✉♠s ✉♣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡s❡ s✐①
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t✐♦ ✭♣❡r❝❡♥t❛❣❡
♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ s❤♦♦t✐♥❣s ♦✈❡r t❤❡ ❣r✐❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭✐❡
❧♦✇❡st ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳

❏❛❝♦❜✐❛♥ ◆♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❈♦rr❡❝t✐♦♥

❋❉ ✷✺✪ 1.25 10
−5

✷✺✪ 4.83 10
−8

✷✺✪ 3.06 10
−9

❱❆❘ ✽✼✪ 6.51 10
−5

✽✾✪ 2.80 10
−8

✽✾✪ 2.19 10
−10

❖r❜✐t❛❧ tr❛♥s❢❡r ✭✶◆✮ ✲ ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ❈❱ r❡s✉❧ts

❍❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢
t❤❡ ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ✇❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ❝❤❛♥❝❡s ♦❢
s✉❝❝❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✇r♦♥❣ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✭s❡❡ ✶✳✸✮✳

❏❛❝♦❜✐❛♥ ◆♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❈♦rr❡❝t✐♦♥

❋❉ ✶✸✷✻ ✴ ✸✸✼ ✸✳✾✸ ✶✶✵✻ ✴ ✷✽✶ ✸✳✾✹ ✶✶✺✷ ✴ ✷✾✸ ✸✳✾✸

❱❆❘ ✺✹✼✾ ✴ ✶✸✽✹ ✸✳✾✻ ✶✵✷✺ ✴ ✷✻✶ ✸✳✾✸ ✶✵✶✼ ✴ ✷✺✾ ✸✳✾✸

❖r❜✐t❛❧ tr❛♥s❢❡r ✭✶◆✮ ✲ ❚♦t❛❧ ❈P❯ ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ t✐♠❡s ✭s✮✱ ❝♣✉ ✴ ❝❧♦❝❦ t✐♠❡ r❛t✐♦

❆❧❧ t❡sts ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ ❛ q✉❛❞✲❝♦r❡ ✸●❍③ ❳❡♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
✭❖P❊◆▼P✮ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣✳ ❚❤❡ t✐♠❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❝❧♦❝❦ t✐♠❡✮ ✐s r♦✉❣❤❧② ✹ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❈P❯
t✐♠❡ ✭s✉♠♠❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❝♦r❡s✮✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♥ ❛ q✉❛❞✲❝♦r❡ ❈P❯✳

❘❘ ♥➦ ✼✸✽✵



❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✷✹

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❊✳ ❆❧❧❣♦✇❡r ❛♥❞ ❑✳ ●❡♦r❣✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✾✵✳

❬✷❪ ❍✳●✳ ❇♦❝❦✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳
■♥ ❑✳❍✳ ❊❜❡rt✱ P✳ ❉❡✉✢❤❛r❞✱ ❛♥❞ ❲✳ ❏ä❣❡r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❘❡❛❝✲
t✐♦♥ ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✽ ♦❢ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s ✐♥ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✶✵✷✕✶✷✺✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✽✶✳

❬✸❪ ❊✳ ❈r✐st✐❛♥✐ ❛♥❞ P✳ ▼❛rt✐♥♦♥✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ t❤❡
❤❛♠✐❧t♦♥✲❥❛❝♦❜✐✲❜❡❧❧♠❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ ✶✹✻✭✷✮✿✸✷✶✕✸✹✻✱ ✷✵✶✵✳

❬✹❪ ❇✳❙✳ ●❛r❜♦✇✱ ❑✳❊✳ ❍✐❧❧str♦♠✱ ❛♥❞ ❏✳❏✳ ▼♦r❡✳ ❯s❡r ●✉✐❞❡ ❢♦r ▼✐♥♣❛❝❦✲✶✳ ◆❛t✐♦♥❛❧
❆r❣♦♥♥❡ ▲❛❜♦r❛t♦r②✱ ■❧❧✐♥♦✐s✱ ✶✾✽✵✳

❬✺❪ ❏✳ ●❡r❣❛✉❞ ❛♥❞ ❚✳ ❍❛❜❡r❦♦r♥✳ ❍♦♠♦t♦♣② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦r❜✐t
tr❛♥s❢❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♥tr♦❧✱ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❱❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✶✷✭✷✮✿✷✾✹✕
✸✶✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✻❪ ❏✳ ●❡r❣❛✉❞✱ ❚✳ ❍❛❜❡r❦♦r♥✱ ❛♥❞ P✳ ▼❛rt✐♥♦♥✳ ▲♦✇ t❤r✉st ♠✐♥✐♠✉♠✲❢✉❡❧ ♦r❜✐t❛❧
tr❛♥s❢❡r✿ ❛♥ ❤♦♠♦t♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●✉✐❞❛♥❝❡✱ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝s✱
✷✼✭✻✮✿✶✵✹✻✕✶✵✻✵✱ ✷✵✵✹✳

❬✼❪ ❏✳ ●❡r❣❛✉❞ ❛♥❞ P✳ ▼❛rt✐♥♦♥✳ ❯s✐♥❣ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❈♦♥tr♦❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s✱ ✷✽✭✷✮✿✾✺✕
✶✶✻✱ ✷✵✵✼✳

❬✽❪ ❚✳ ❍❛❜❡r❦♦r♥✳ ❚r❛♥s❢❡rt ♦r❜✐t❛❧ à ♣♦✉ssé❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✲
s♦♠♠❛t✐♦♥ ✿ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■◆P ❚♦✉❧♦✉s❡✱
✷✵✵✹✳

❬✾❪ ❊✳ ❍❛✐r❡r✱ ❙✳ P✳ ◆ørs❡tt✱ ❛♥❞ ●✳ ❲❛♥♥❡r✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
■✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽ ♦❢ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✾✸✳

❬✶✵❪ ❘✳ ▼❛♥♥s❤❛r❞t✳ ❖♥❡✲st❡♣ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❛♥② ♦r❞❡r ❢♦r ♦❞❡s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❤s✳
◆✉♠❡r✳ ▼❛t❤✳✱ ✸✶✿✶✸✶✕✶✺✷✱ ✶✾✼✽✳

❬✶✶❪ P✳ ▼❛rt✐♥♦♥✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ❛ P✐❡❝❡✇✐s❡
▲✐♥❡❛r ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■◆P ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✷❪ ▲✳ P♦♥tr②❛❣✐♥✱ ❱✳ ❇♦❧t②❛♥s❦✐✱ ❘✳ ●❛♠❦r❡❧✐❞③❡✱ ❛♥❞ ❊✳ ▼✐❝❤t❝❤❡♥❦♦✳ ❚❤❡ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❖♣t✐♠❛❧ Pr♦❝❡ss❡s✳ ❲✐❧❡② ■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✻✷✳

❘❘ ♥➦ ✼✸✽✵



❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✷✺

❆ ■♥♣✉t ✜❧❡ ❛♥❞ ✉s❡r s✉♣♣❧✐❡❞ s✉❜r♦✉t✐♥❡s

❆✳✶ ■♥♣✉t ✜❧❡ s❛♠♣❧❡✳✐♥✐t

✯✯✯ ❙❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✯✯✯
❙❤♦♦t✐♥❣✱ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r❜♦s❡ ♠♦❞❡
✶ ✵ ✶
❙t❛t❡✱ ❈♦♥tr♦❧✱ ❙✇✐t❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
✸ ✶ ✶
◆✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s ❛♥❞ t✐♠❡s str✉❝t✉r❡
✶
✵ ✶
✵❞✵ ✷❞✵
❙❤♦♦t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss
✷ ✷
✲✶✳✹ ✲✶✳✹
■♥t❡❣r❛t♦r ❝❤♦✐❝❡✱ ❢✐①❡❞ st❡♣s✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ t♦❧❡r❛♥❝❡s
✺ ✶✵✵ ✶❞✲✽ ✶❞✲✽
❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡ ✭✲✶✿ ❞✐s❛❜❧❡❞ ✵✿ ❞❡♥s❡ ♦✉t♣✉t✮
✲✶
❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠♦❞❡ ✭✵✿❋❉ ✶✿❱❆❘✮
✵
❚❛r❣❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✶❞✲✹

✯✯✯ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✯✯✯
■♥✐t✐❛❧✱ ❢✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♠❛① ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ st❡♣ ❢♦r ❤♦♠♦t♦♣✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r
✵❞✵ ✶❞✵ ✶❞✵
▼❛① ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦✉t♣✉t ❢r❡q✉❡♥❝②
✶✵✵ ✲✶
Pr❡❞✐❝t✐♦♥ t②♣❡
✶
❖✉t♣✉t s♦❧ ❛♥❞ ♣❛t❤
✶ ✶

✯✯✯ ●r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ✯✯✯
▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s
✲✶✵✳✶ ✲✶✵✳✶
❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞s
✾✳✾ ✾✳✾
❘❛♥❣❡
✺✵ ✺✵

✯✯✯ Pr♦❜❧❡♠ s♣❡❝✐❢✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✯✯✯
✶
✶

❆✳✷ ❙✉❜r♦✉t✐♥❡s ✐♥ ✜❧❡ s❛♠♣❧❡✳❢✾✵

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ■♥✐t✐❛❧❈♦♥❞✐t✐♦♥s✭②✱❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮
✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ②✭♥①♣✮

✦❧♦❝❛❧
✐♥t❡❣❡r ✿✿ ❝♦♥t♠♦❞❡✱ ❜❛♥❣❜❛♥❣♠♦❞❡✱ ❜❛♥❣❜❛♥❣♠♦❞❡✵
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮ ✿✿ ❧❛♠❜❞❛

✦❣❧♦❜❛❧ ✈❛rs
❝♦♥t♠♦❞❡ ❂ ✐♣❛r✭✷✮
❧❛♠❜❞❛ ❂ r♣❛r✭✸✮

✦❈■
②✭✶✿✸✮ ❂ ✵❞✵
✦❈❚ ✭♦❜❥✮
②✭✻✮ ❂ ✶❞✵

✦❝r✐t❡r✐♦♥
✐❢ ✭❝♦♥t♠♦❞❡ ❂❂ ✵✮ t❤❡♥

❧❛♠❜❞❛ ❂ r♣❛r✭r♦❢❢s❡t✶✰✶✮

❘❘ ♥➦ ✼✸✽✵



❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✷✻

r♣❛r✭✸✮ ❂ ❧❛♠❜❞❛
❡♥❞ ✐❢

✦❞✐s❛❜❧❡ s✇✐t❝❤✐♥❣s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r s♠♦♦t❤ ❝♦♥tr♦❧
❜❛♥❣❜❛♥❣♠♦❞❡✵ ❂ ✐♣❛r✭✾✮
✐❢ ✭❧❛♠❜❞❛ ❁ ✶❞✵✮ t❤❡♥

❜❛♥❣❜❛♥❣♠♦❞❡ ❂ ✲✶
❡❧s❡

❜❛♥❣❜❛♥❣♠♦❞❡ ❂ ❜❛♥❣❜❛♥❣♠♦❞❡✵
❡♥❞ ✐❢
✐♣❛r✭✶✵✮ ❂ ❜❛♥❣❜❛♥❣♠♦❞❡

❡♥❞ ❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ■♥✐t✐❛❧❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❋✐♥❛❧❈♦♥❞✐t✐♦♥s✭②✱s✱❞s❞②✱❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮
✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ②✭♥①♣✮
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ s✭♥❢r❡❡✵✮✱ ❞s❞②✭♥❢r❡❡✵✱♥①♣✮

✦❈❋
s✭✶✮ ❂ ②✭✶✮ ✲ ✵✳✺❞✵
s✭✷✮ ❂ ②✭✷✮

✦❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❢♦r s❤♦♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❥❛❝♦❜✐❛♥
❞s❞② ❂ ✵❞✵
❞s❞②✭✶✱✶✮ ❂ ✶❞✵
❞s❞②✭✷✱✷✮ ❂ ✶❞✵

❡♥❞ ❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❋✐♥❛❧❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❈♦♥tr♦❧✭②✱✉✱❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮
✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ②✭♥①♣✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭♦✉t✮ ✿✿ ✉✭♠✮

✦▲♦❝❛❧
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮ ✿✿ ❧❛♠❜❞❛✱ ♣✷✱ s✐❣♥♣✷

❧❛♠❜❞❛ ❂ r♣❛r✭✸✮

♣✷ ❂ ②✭♥s✰✷✮
s✐❣♥♣✷ ❂ s✐❣♥✭✶❞✵✱♣✷✮

✐❢ ✭❧❛♠❜❞❛ ❁ ✶❞✵✮ t❤❡♥
✐❢ ✭❛❜s✭♣✷✮ ❁❂ ❧❛♠❜❞❛✮ t❤❡♥

✉✭✶✮ ❂ ✵❞✵
❡❧s❡✐❢ ✭❛❜s✭♣✷✮ ❃ ✷❞✵ ✲ ❧❛♠❜❞❛✮ t❤❡♥

✉✭✶✮ ❂ ✲ s✐❣♥♣✷
❡❧s❡

✉✭✶✮ ❂ ✲ s✐❣♥♣✷ ✯ ✭❛❜s✭♣✷✮✲❧❛♠❜❞❛✮ ✴ ✷❞✵ ✴ ✭✶❞✵✲❧❛♠❜❞❛✮
❡♥❞ ✐❢

❡❧s❡
✐❢ ✭❛❜s✭♣✷✮ ❁❂ ✶❞✵✮ t❤❡♥

✉✭✶✮ ❂ ✵❞✵
❡❧s❡

✉✭✶✮ ❂ ✲ s✐❣♥♣✷
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❈♦♥tr♦❧

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❉②♥❛♠✐❝s✭②✱✉✱❢✱♠♦❞❡✱❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮
✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ♠♦❞❡
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ②✭♥①♣✮✱ ✉✭♠✮
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❙❍❖❖❚✷✳✵✿ ❆♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❣r✐❞ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ✷✼

r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭♦✉t✮ ✿✿ ❢✭♥①♣✮

✦❧♦❝❛❧
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮ ✿✿ ❧❛♠❜❞❛

❧❛♠❜❞❛ ❂ r♣❛r✭✸✮

✦♠♦❞❡✿ ✵ ❢♦r st❛t❡✴❝♦st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✶ ❢♦r st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥❧②
❢✭✶✮ ❂ ②✭✷✮
❢✭✷✮ ❂ ✉✭✶✮
❢✭✸✮ ❂ ❧❛♠❜❞❛ ✯ ❛❜s✭✉✭✶✮✮ ✰ ✭✶❞✵✲❧❛♠❜❞❛✮✯✉✭✶✮✯✯✷

❢✭♥s✰✶✮ ❂ ✵❞✵
❢✭♥s✰✷✮ ❂ ✲ ②✭♥s✰✶✮
❢✭♥s✰✸✮ ❂ ✵❞✵

❡♥❞ ❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❉②♥❛♠✐❝s

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❙✇✐t❝❤✭②✱♣s✐✱❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮
✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ②✭♥①♣✮
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭♦✉t✮ ✿✿ ♣s✐✭♥♣s✐✮

♣s✐✭✶✮ ❂ ✶❞✵ ✲ ❛❜s✭②✭♥s✰✷✮✮

❡♥❞ ❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❙✇✐t❝❤

❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❇❛♥❣❇❛♥❣❈♦♥tr♦❧✭②✱✉✱❧✐♣❛r✱✐♣❛r✱❧r♣❛r✱r♣❛r✮
✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦♥❡
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ❧✐♣❛r✱ ❧r♣❛r
✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ ✐♣❛r✭❧✐♣❛r✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥♦✉t✮ ✿✿ r♣❛r✭❧r♣❛r✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭✐♥✮ ✿✿ ②✭♥①♣✮
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮✱ ✐♥t❡♥t✭♦✉t✮ ✿✿ ✉✭♠✮

✦❧♦❝❛❧
r❡❛❧✭❦✐♥❞❂✽✮ ✿✿ ♣✷✱ s✐❣♥♣✷

✉ ❂ ✵❞✵
♣✷ ❂ ②✭♥s✰✷✮
s✐❣♥♣✷ ❂ s✐❣♥✭✶❞✵✱♣✷✮
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