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❉♦♠❛✐♥❡ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
➱q✉✐♣❡s✲Pr♦❥❡ts ❚②♣✐❈❛❧✱ ■♥r✐❛ ▼✐❝r♦s♦❢t ❏♦✐♥t ❈❡♥tr❡
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❆❜str❛❝t✿ ❚❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❈♦q s②s✲
t❡♠✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ s❝r✐♣t✱ ❛♥❞
♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r ❈♦❧♦r t❤❡♦r❡♠✳
❚❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❣✉✐❞❡❞ t♦✉r ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❧✐❜r❛r✐❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞
✐♥ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣❛❝❦❛❣❡✳ ■t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✲
✢❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ t②♣❡
t❤❡♦r②✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❈♦q✱ ❙❙❘❡❢❧❡❝t✱ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ t②♣❡ t❤❡♦r②

∗ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❋❖❘▼❆❚❍ ♣r♦❥❡❝t✱ ♥r✳ ✷✹✸✽✹✼✱ ♦❢ t❤❡ ❋❊❚
♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✼t❤ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

❘és✉♠é ✿ ❈❡ t✉t♦r✐❡❧ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❡①t❡♥t✐♦♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣♦✉r ❧❡ s②st❡♠ ❈♦q✳
❈❡tt❡ ❡①t❡♥t✐♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡ s❝r✐♣t ❡t ✉♥❡♥s❡♠❜❧❡ ❡❞ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s✱
♦r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t ❞✁✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ◗✉❛tr❡ ❈♦✉❧❡✉rs✳
❈❡ t✉t♦r✐❡❧ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡①t❡♥t✐♦♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t✳ ■❧ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡
❞❡ ré✢❡①✐♦♥ à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ à ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ✜♥✐s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s②♠❜♦❧✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉✲
❛❧❧② ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈♦q❬❄❪

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✹

r✐♥❣✱ ♦r r♦♠❡❣❛✮✿ t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❜② s♦♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
❞✐r❡❝t❧② ❢❡❞ t♦ s♦♠❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t ✐s tr❛♥s✲
❧❛t❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ✧❧♦❣✐❝❛❧✧ ❢♦r♠ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❞✐s♣❧❛②❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱
✐♥ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s❀ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts
♦❢ ♠❛♥② t♦♣✲❧❡✈❡❧ ❧❡♠♠❛s✱ ❛♥❞ ♦❢ ♠♦st ♣r♦♦❢ s✉❜❣♦❛❧s✱ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥t❛✐♥ s②♠✲
❜♦❧✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s❀ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ s②♠❜♦❧✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ s❝r✐♣t✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❤✐♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✜①✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r s②♠❜♦❧✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ str♦♥❣❧② ❞✐r❡❝ts t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠✲♣r♦✈❡r✿

❼ ▲♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡✐r ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡✿ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❼ ▼❛♥② ❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦♥❝r❡t❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡ ✭♣❛rt
♦❢✮ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐s ❦♥♦✇♥✿ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s❝r✐❜❡s ✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳

❚❤✉s ❜② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✲
✐♦r ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ❛ ♣r❡❞✐✲
❝❛t❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ r❡❛❧ str❡♥❣t❤ ♦❢
s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t ❡✈❡♥ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡
✉s❡❢✉❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ tr✉t❤✲t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐❞❡s
s✉✣❝✐❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦st ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✳

❙♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✈❡r✿ t❤❡ ♣r♦✈❡r ❡♥❣✐♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛❜❛s❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✈✐❛ ♣❛rt✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t②♣❡ ❧♦♦❦✉♣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱
❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r s❝r✐♣t ❣✉✐❞❡s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ st❡♣ ❜② st❡♣✳ ❯s❡r
s❝r✐♣ts ❝♦♠♣r✐s❡ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ st❡♣s✿

❼ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s ❞✐r❡❝t❧② s♣❡❝✐❢② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱
❡✐t❤❡r t♦♣ ❞♦✇♥ ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢♦r✇❛r❞ st❡♣s✮✱ ♦r ❜♦tt♦♠✲✉♣ ✭❜❛❝❦✇❛r❞ st❡♣s✮✳
❆ r❡✢❡❝t✐♦♥ st❡♣ t❤❛t s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ s②♠❜♦❧✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✐s ❥✉st ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ st❡♣✳

❼ ❇♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ st❡♣s ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①t✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣✱ r❡♥❛♠✐♥❣✱ ❞✐s✲
❝❤❛r❣✐♥❣✱ ♦r s♣❧✐tt✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❈❛s❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ ♦♥ s②♠✲
❜♦❧✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ ♣r♦✈❡r ❡♥❣✐♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡
♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t②♣❡✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ s♣❡❝✐❛❧✐③✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢t❡♥
tr✐❣❣❡rs t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❼ ❘❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣s ✉s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦r ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❜②✲
♣❛ss✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✳❣✳✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ✭❜ ✫✫ ❢❛❧s❡✮ t♦ ❢❛❧s❡✮✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐t✬s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧
❧❡✈❡❧✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

■t ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ st②❧❡ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s
♦❢ st❡♣s ❛r❡ r♦✉❣❤❧② ❡q✉✐♥✉♠❡r♦✉s✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞❀ t❤❡r❡ ❛r❡ str♦♥❣ r❡❛s♦♥s ❢♦r

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✺

t❤✐s✱ ❝❤✐❡❢ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❣♦❛❧s ❛♥❞ ❝♦♥t❡①ts t❡♥❞ t♦ ❣r♦✇ r❛♣✐❞❧②
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦
❡♠❜❡❞ ♠♦st ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ s❝r✐♣t ✲ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡
st②❧❡ ♦❢ ♣r♦♦❢✱ ✇❤✐❝❤ ❤✐♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ st❡♣s✳ ❚❤✐s ❛❧s♦
♠❡❛♥s t❤❛t s✉❜t❡r♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ✐s ♦❢t❡♥ ❛♥ ✐ss✉❡✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❈♦q t❛❝t✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ ❛s s✉❝❤ t♦ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡
r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢s✳ ■t ✐s ❤❡❛✈✐❧② ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ❜❛❝❦✇❛r❞ st❡♣s✱ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ s✉♣♣♦rt
❢♦r ❢♦r✇❛r❞ st❡♣s✱ ♦r ❡✈❡♥ s❝r✐♣t ❧❛②♦✉t✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ t❛❝t✐❝s ✐♠♣❧❡♠❡♥t
❢r❛❣✐❧❡ ❝♦♥t❡①t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ❤✐♥❞❡r ♣r❡❝✐s❡ ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣❀ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r✲✉t✐❧✐③❡❞ ✧✐♥tr♦ ♣❛tt❡r♥s✧ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t s✉♣♣♦rt ❢♦r
❝❛s❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✜rst s❡❝t✐♦♥s s♦♠❡
s❛❧✐❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ s❝r✐♣t
✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r ❈♦❧♦r t❤❡♦r❡♠ ❬❄❪✳ ❚❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐❞✐♦♠ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡❈♦q s②st❡♠✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
✭t❡r♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❡♥❤❛♥❝❡❞ r❡✇r✐t✐♥❣✱ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ s❝r✐♣ts✱✳✳✳✮✳ ❇✉t t❤❡ ♠❛✐♥
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❧✐♥❡ ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡
❋♦✉r ❈♦❧♦r t❤❡♦r❡♠ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧❛st
s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣✉✐❞❡❞ t♦✉r ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❧✐❜r❛r✐❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t♦ s❡t ♦✉t t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✉s❡ ♦❢ t②♣❡ ❝❧❛ss❡s
❛♥❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❉✉❡ t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ❧✐❦❡
t❤❡ ♦♥❡s ♦♥ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣s ♦r ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ❛♥ ♦t❤❡r
t✉t♦r✐❛❧✳ ❲❡ ♠❛✐♥❧② ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❤♦✇ ✜♥✐t❡ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞
st✉❞✐❡❞✱ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇❛②✳ ❨❡t ✇❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✇✐❧❧
❤❡❧♣ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❣❡t st❛rt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✱ ❛♥❞ t♦ st❛rt ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r
t❤❡✐r ♦✇♥ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐t✳

✷ ■♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡s

❚❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛✉❞✐❡♥❝❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❜❛s✐❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦q s②st❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡
✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝ s②♥t❛① ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦r ✐ts ❡❧❡♠❡♥t❛r②
t❛❝t✐❝s✳ ❲❡ st✐❧❧ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ t✉t♦r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♥♦✈✐❝❡✳

❚❤❡ ♦♥❧✐♥❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❈♦q s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❈♦q
✇❡❜s✐t❡ ❬❄❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤t♠❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦q st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ❚❤❡
r❡❛❞❡r ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❢✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❈♦q s②st❡♠✱ ❧✐❦❡ ❬❄❪✳

❚❤❡ ❧❛t❡st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❧✐❜r❛r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥✲
❧♦❛❞❡❞ ❤❡r❡✿
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠sr✲✐♥r✐❛✳✐♥r✐❛✳❢r✴Pr♦❥❡❝ts✴♠❛t❤✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✴✐♥❞❡①❴❤t♠❧

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s s♦✉r❝❡s ✜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❈♦q❬❄❪ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱
t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ q✉✐❝❦ ❣✉✐❞❡❞ t♦✉r ✐♥ t❤❡
❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❤♦✇❡✈❡r ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❜✉t ✇❡ st✐❧❧ tr② t♦ r❡♠❛✐♥ ❛s s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■t ✐s ♥❡✈❡rt❤❡✲

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾

http://www.msr-inria.inria.fr/Projects/math-components/index_html


❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✻

❧❡ss ❛ ❣♦♦❞ ♣r❛❝t✐s❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♠❛♥✉❛❧❬❄❪ ❛t ❤❛♥❞ ✇❤✐❧❡ r❡❛❞✐♥❣
t❤❡ ♣r❡s❡♥t t✉t♦r✐❛❧✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡r t♦ ✐t ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳

❊①❡r❝✐s❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ✜❧❡ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❝❛♥t❛t✐♦♥✿

❘❡q✉✐r❡ ■♠♣♦rt ssr❡❢❧❡❝t ssr❢✉♥ ssr❜♦♦❧ ❡qt②♣❡ ssr♥❛t ❞✐✈ s❡q✳

❘❡q✉✐r❡ ■♠♣♦rt ♣❛t❤s ❝❤♦✐❝❡ ❢✐♥t②♣❡ t✉♣❧❡ ❢✐♥s❡t✳

❙❡t ■♠♣❧✐❝✐t ❆r❣✉♠❡♥ts✳

❯♥s❡t ❙tr✐❝t ■♠♣❧✐❝✐t✳

■♠♣♦rt Pr❡♥❡① ■♠♣❧✐❝✐ts✳

✇❤✐❝❤ ❧♦❛❞s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛♥❞ s❡t t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♣t✐♦♥s ✉s❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛♥❞ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡s ❝♦♥s✐st ✐♥ ♣r♦✈✲
✐♥❣ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ❙❙❘❡❢❧❡❝t✳
❲❤❡♥ ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✭✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s✮✱ t❤❡ ✉s❡r ✐s ❛s❦❡❞ t♦ r❡✲❞❡✜♥❡ ✐t ✉s✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ♥❛♠❡✱ ♣r❡✜①❡❞ ❜② t✉t♦❴ t♦ ❛✈♦✐❞ ♥❛♠❡ ❝❧❛s❤❡s✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡ ❝♦♥✲
s✐sts ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✉s❡r
✐s ❛s❦❡❞ t♦ r❡✲♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡✱ ♣r❡✜①❡❞ ❜② t✉t♦❴✳
❚❤❡s❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ❧❡♠♠❛s ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❧❡❢t ❛s ❡①❡r❝✐s❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❙❙❘❡❢❧❡❝t ❝♦♥st❛♥ts ✭❛♥❞ ♥♦t t❤❡ t✉t♦❴✲♣r❡✜①❡❞ ♦♥❡s✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥
❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r✐❡s✳

❙♦♠❡ ❡①❡r❝✐s❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞♦❛❜❧❡ ❜② ❛ ❜❡❣✐♥♥❡r✳
❚❤❡② ♠♦st ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣r✐s❡ s❡✈❡r❛❧ s✐♠✐❧❛r q✉❡st✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧❛st q✉❡st✐♦♥s ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ r❡❛❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳

❙♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞r❡ss✿
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠sr✲✐♥r✐❛✳✐♥r✐❛✳❢r✴Pr♦❥❡❝ts✴♠❛t❤✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✴

❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡s s♦♠❡t✐♠❡ ❣✐✈❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❛❞✈✐s❡❞ t♦ r❡❛❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡ ❜❡❢♦r❡ tr②✐♥❣
t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✳

❋✉rt❤❡r ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✉s❡rs ♦♥ ✇❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❙❙✲

❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r② ✐s t♦ ❜❡ r❡❛❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐❜r❛r② ✳✈ ✜❧❡ ❤❡❛❞❡r✳ ❊❛❝❤ ❤❡❛❞❡r
s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ ❣✐✈❡s
s♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❞❡✜♥❡❞✳ ❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❤❡❛❞❡r
♦❢ ❢✐♥t②♣❡✳✈✳

❲❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❡✈❡r② r❡❛❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t✉t♦r✐❛❧ t♦ s✉❜s❝r✐❜❡ t♦ t❤❡ ❙❙✲

❘❡❢❧❡❝t ✉s❡rs ♠❛✐❧✐♥❣ ❧✐st✳ ❚♦ s✉❜s❝r✐❜❡✱ s❡♥❞ ❛♥ ❡♠❛✐❧ ❡♥t✐t❧❡❞ ✬s✉❜s❝r✐❜❡✬ t♦✿
ssr❡❢❧❡❝t❅♠sr✲✐♥r✐❛✳✐♥r✐❛✳❢r

❚❤✐s ♠❛✐❧✐♥❣ ❧✐st s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥② ❢✉rt❤❡r q✉❡st✐♦♥ ♦r ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡
❡①❡r❝✐s❡s ♦❢ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ♦r ♦♥ ❛♥② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❡①t❡♥✲
s✐♦♥✳

✸ ❆ s❝r✐♣t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r str✉❝t✉r❡❞ ♣r♦♦❢s

❆ s✐③❛❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ s❝r✐♣ts ❝♦♥s✐sts ♦❢ st❡♣s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✧♣r♦✈❡✧ ❛♥②t❤✐♥❣
♥❡✇✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠ ♠❡♥✐❛❧ ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ t❛s❦s s✉❝❤ ❛s s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❛♠❡s
♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦r s♣❧✐tt✐♥❣ ❝♦♥❥✉♥❝ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❙❙❘❡❢❧❡❝t s❝r✐♣ts
❛♣♣❡❛r t♦ ❞✐✈✐❞❡ ❡✈❡♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣✱ ❢♦r♠❛❧ ❛❧❣❡❜r❛ ✭r❡✇r✐t✐♥❣✮✱ ❛♥❞

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾

http://www.msr-inria.inria.fr/Projects/math-components/
ssreflect@msr-inria.inria.fr


❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✼

❛❝t✉❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧② tr✐✈✐❛❧✱ ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ ❡①✲
tr❡♠❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞❡✜♥❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢
s❝r✐♣t✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② tr✉❡ ❢♦r r❡✢❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣r♦♦❢s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ●♦♦❞ ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❧✲
✇❛②s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡❝❧❛r✐♥❣ ✭✐✳❡✳✱ ♥❛♠✐♥❣✮ ❛❧❧ ♥❡✇ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ s❝r✐♣t✱ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r✉♥✐♥❣ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t ✭■❉❊✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ♥❛✈✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✐♥st❛♥t❧②
✧❥✉♠♣ ❜❛❝❦✧ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❛s ❛❞❞❡❞✱ ❛♥❞
t♦ ✜♥❞ r❡❧❡✈❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❜② ❜r♦✇s✐♥❣ t❤❡ ♣r✉♥❡❞ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❤✐❧❡ ♥♦✈✐❝❡
♦r ❝❛s✉❛❧ ❈♦q ✉s❡rs ♠❛② ✜♥❞ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♥❛♠❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❈♦q
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✱ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ s❡✈❡r❡❧② ✉♥❞❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥❛❜✐❧✲
✐t② ♦❢ ♣r♦♦❢ s❝r✐♣ts✱ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t t❛❝t✐❝s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ♣r❡❝✐s❡
❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ ❛♥❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♥❛♠❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ ❢❡❛✲
t✉r❡s ♦❢ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s t❛❝t✐❝❛❧s ✭♦r ♣s❡✉❞♦✲t❛❝t✐❝❛❧s✮✱ s❤❛r❡❞
❛❝r♦ss ♠♦st ❙❙❘❡❢❧❡❝t t❛❝t✐❝s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❢♦r♠ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❙❘❡✲
❢❧❡❝t ♣r♦♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

✸✳✶ ❙❡q✉❡♥ts ❛s st❛❝❦s

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❈♦q ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✉s❡r ✇✐t❤ ❛ s❡q✉❡♥t ✇❤♦s❡
❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ✐s

ci ✿ Ti

. . .

dj ✿❂ ej ✿ Tj

. . .

Fk ✿ Pk

. . .

❢♦r❛❧❧ ✭xℓ ✿ Tℓ✮ . . . ,

❧❡t ym ✿❂ bm ✐♥ . . . ✐♥

Pn ✲❃ . . . ✲❃ C

❚❤❡ ❣♦❛❧ t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❛♣♣❡❛rs ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧✐♥❡❀ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥✲

t❡①t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✱ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ci✱ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥st❛♥ts di✱
❛♥❞ ❢❛❝ts Fk t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✭✉s✉❛❧❧②✱ Ti, Tj : ❚②♣❡ ❛♥❞
Pk : Pr♦♣✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❦✐♥❞s ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❝♦♠❡ ✐♥ ❛♥② ♦r❞❡r✳ ❚❤❡
t♦♣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❝♦♠✲
♠❛♥❞s ❱❛r✐❛❜❧❡✱ ▲❡t✱ ❛♥❞ ❍②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ✐s ♥❡✈❡r ❛✛❡❝t❡❞
❜② t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t t❛❝t✐❝s✿ t❤❡② ♦♥❧② ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ✖ t❤❡
♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①t✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢t❡♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ✐♥t♦ ❛ s❡r✐❡s ♦❢
✭✉♥✐✈❡rs❛❧❧②✮ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭xℓ ✿ Tℓ✮✱ ❧♦❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❧❡t ym ✿❂ bm ✐♥✱
❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s Pn ✲❃✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ C ✭❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛♥② ♦r❞❡r✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ✇❤❛t
❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✖ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①t t❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❜❡ ✏❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧✐♥❡✑✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❢❛❝ts ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❈♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❢❛❝ts ❛r❡ ✉♥♦r❞❡r❡❞✱ ❜✉t ♥❛♠❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥
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❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✽

t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡①t❀ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞✱ ❜✉t ✉♥♥❛♠❡❞ ✿ t❤❡ ❞✐s♣❧❛②
♥❛♠❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❜❛s✐❝ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ st❡♣s s✉❝❤ ❛s ❛♣♣❧② ❝❛♥ ♦♥❧② ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❣♦❛❧
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ●❛❧❧✐♥❛ t❡r♠s t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛
✉s❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✮ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ✉♥♥❛♠❡❞ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳✶ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ s❝r✐♣t
❝❛♥ ♦♥❧② r❡❢❡r ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ♠✉st ❝♦♥st❛♥t❧② s❤✐❢t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❣♦❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧② ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ st❡♣s✳

■♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t t❤❡s❡ ♠♦✈❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t✇♦ t❛❝t✐❝❛❧s ❵❂❃✬ ❛♥❞ ❵✿✬✱ s♦
t❤❛t t❤❡ ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❛ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❛t st❡♣✱ ❛♥❞ t❤❛t t❛❝t✐❝s ✐♥ ❛♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t s❝r✐♣t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❝t✉❛❧ ❧♦❣✐❝❛❧
st❡♣s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♠❡r❡❧② s❤✉✤❡ ❢❛❝ts✳ ❚❤❡ ❵❂❃✬ t❛❝t✐❝❛❧ ♠♦✈❡s ❢❛❝ts
❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ ✏❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧✐♥❡✑ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✏❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡✑✿
✐t ♣❡r❢♦r♠s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❵✿✬ t❛❝t✐❝❛❧ ♠♦✈❡s t❤✐♥❣s t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✿
✐t ♣❡r❢♦r♠s ❞✐s❝❤❛r❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆ ♣✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ st❡♣

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆ ♣✉r❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ st❡♣

❙t✐❧❧✱ s♦♠❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✱ s✉❝❤ ❛s ♥❛♠✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✳ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝
♠♦✈❡ t❛❝t✐❝ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡❀ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♦✉t ♦❢ ❡✈❡r② s✐① t❛❝t✐❝s ✐s ❛ ♠♦✈❡✳

◆♦✇ ♠♦✈❡ ❞♦❡s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦t❤✐♥❣✿ ✐t ✐s ♠♦st❧② ❛ ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r ❢♦r ❵❂❃✬ ❛♥❞
❵✿✬✳ ❚❤❡ ❵❂❃✬ t❛❝t✐❝❛❧ ♠♦✈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧♦❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦
t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❵✿✬ t❛❝t✐❝❛❧ ♠♦✈❡s ❢❛❝ts ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts t♦ t❤❡ ❣♦❛❧✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢✷

▲❡♠♠❛ s✉❜♥❑ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♠ ♥✱ ♥ ❁❂ ♠ ✲❃ ♠ ✲ ♥ ✰ ♥ ❂ ♠✳

♠✐❣❤t st❛rt ✇✐t❤

♠♦✈❡❂❃ ♠ ♥ ❧❡♥♠✳

✇❤❡r❡ ♠♦✈❡ ❞♦❡s ♥♦t❤✐♥❣✱ ❜✉t ❂❃ ♠ ♥ ❧❡♥♠ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ♠ ♥ ✿ ♥❛t ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t ❧❡♥♠ ✿ ♥ ❁❂ ♠✱ t❤✉s
❡①♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♠ ✲ ♥ ✰ ♥ ❂ ♠✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✳ ❚❤✐s ✐s ❡①✲
❛❝t❧② ✇❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❈♦q t❛❝t✐❝ ✐♥tr♦s ♠ ♥ ❧❡♥♠ ✇♦✉❧❞ ❞♦✱ ❜✉t ❵❂❃✬ ✐s
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✭s❡❡ ❬❄❪✮✳

✶❚❤✉s s❝r✐♣ts t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡s✱ ❡✳❣✳✱ ✈✐❛ ✐♥tr♦s ♦r ✇✐t❤✱ ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧②
❢r❛❣✐❧❡✳

✷❚❤❡ ♥❛♠❡ s✉❜♥❑ ♠❡❛♥s ✏r✐❣❤t ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ♥❛t s✉❜tr❛❝t✐♦♥✑✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳
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❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✾

❚❤❡ ❵✿✬ t❛❝t✐❝❛❧ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ♦❢ ❵❂❃✬✿ ✐t r❡♠♦✈❡s ❢❛❝ts ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❜② t✉r♥✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤✉s ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞
♦♥ ✜❣✉r❡ ✷✱ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

♠♦✈❡✿ ♠ ❧❡♥♠✳

t✉r♥s ❜❛❝❦ ♠ ❛♥❞ ❧❡♥♠ ✐♥t♦ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡♠ ❢r♦♠
t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❣♦❛❧ t♦

❢♦r❛❧❧ ♠✱ ♥ ❁❂ ♠ ✲❃ ♠ ✲ ♥ ✰ ♥ ❂ ♠✳

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♥ ✉s✐♥❣ ❡❧✐♠ ♥✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ t❛❝t✐❝❛❧s✱ ❵✿✬ ❛♥❞ ❵❂❃✬ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✱ ❛s ✐♥

♠♦✈❡✿ ♠ ❧❡♥♠ ❂❃ ♣ ❧❡♥♣✳

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❡♥❛♠❡s ♠ ❛♥❞ ❧❡♥♠ ✐♥t♦ ♣ ❛♥❞ ❧❡♥♣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜② ✜rst t✉r♥✐♥❣
t❤❡♠ ✐♥t♦ ✉♥♥❛♠❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡♥ t✉r♥✐♥❣ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ❝♦♥st❛♥ts
❛♥❞ ❢❛❝ts✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❙❙❘❡❢❧❡❝t r❡❞❡✜♥❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❈♦q t❛❝t✐❝s ❝❛s❡✱ ❡❧✐♠✱ ❛♥❞
❛♣♣❧② s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ t❛❦❡ ❜❡tt❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✬✿✬ ❛♥❞ ❵❂❃✬✳ ❚❤❡s❡ ❈♦q

t❛❝t✐❝s r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❜✉t ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❣♦❛❧✳ ❚❤❡✐r
❙❙❘❡❢❧❡❝t ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ✉s❡ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐♥st❡❛❞✱
s♦ t❤❡② ❛r❡ ✏♣✉r❡❧② ❞❡❞✉❝t✐✈❡✑✿ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ♦r ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①t✳
❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦ss s✐♥❝❡ ❵✿✬ ❝❛♥ r❡❛❞✐❧② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✉♣♣❧② t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡❀ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s✉❜♥❑ ❧❡♠♠❛ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♥✿

❡❧✐♠✿ ♥✳

❚❤✐s t❛❝t✐❝ r❡♠♦✈❡s ♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ t❤❡ ✬✿✬ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡ t❛❝t✐❝❛❧✳ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❤❡❧♣s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r✲
✇✐s❡ ❡✈❡r ❣r♦✇✐♥❣ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤✐s ❞❡❢❛✉❧t ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❜❡
t✉r♥❡❞ ♦✛ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛♥t✿

❡❧✐♠✿ ✭♥✮✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❛ ♣✉r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ❇❡tt❡r ②❡t✱ t❤✐s ❡❧✐♠
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦✈❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❂❃

t❛❝t✐❝❛❧ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❄❪✮✱ t♦ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ st❡♣ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞✿

❡❧✐♠✿ ♥ ♠ ❧❡♥♠ ❂❃ ❬♠ ⑤♥ ■❍♥ ♠ ❧t❴♥❴♠❪✳

✇❤✐❝❤ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜❣♦❛❧s✱

♠ ✲ ✵ ✰ ✵ ❂ ♠

❣✐✈❡♥ ♠ ✿ ♥❛t✱ ❛♥❞

♠ ✲ ❙ ♥ ✰ ❙ ♥ ❂ ♠

❣✐✈❡♥ ♠ ♥ ✿ ♥❛t✱ ❧t❴♥❴♠ ✿ ❙ ♥ ❁❂ ♠✱ ❛♥❞

■❍♥ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♠✱ ♥ ❁❂ ♠ ✲❃ ♠ ✲ ♥ ✰ ♥ ❂ ♠✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s str♦♥❣ r❡❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳

❚❤❡ ✬✿✬ ❛♥❞ ❵❂❃✬ t❛❝t✐❝❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✈❡r② s✐♠♣❧② ✐❢ ♦♥❡ ✈✐❡✇s t❤❡ ❣♦❛❧
❛s ❛ st❛❝❦ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣✐❧❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✿

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✶✵

❼ t❛❝t✐❝ ✿ a b c ♣✉s❤❡s t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❝♦♥st❛♥ts a✱ b✱ c ❛s ❣♦❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❢♦r❡
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❛❝t✐❝✳

❼ t❛❝t✐❝ ❂❃ a b c ♣♦♣s t❤❡ t♦♣ t❤r❡❡ ❣♦❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ❝♦♥t❡①t ❝♦♥st❛♥ts a✱
b✱ c✱ ❛❢t❡r t❛❝t✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❚❤❡s❡ ♣✉s❤❡s ❛♥❞ ♣♦♣s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦✉t ❛s ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛❜♦✈❡✱ s♦

♠♦✈❡✿ ♠ ❧❡♥♠ ❂❃ ♣✳

✇♦✉❧❞ r❡♥❛♠❡ ♠ ✐♥t♦ ♣✱ ❜✉t ❧❡❛✈❡ ❛♥ ❡①tr❛ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♥ ❁❂ ♣ ✐♥ t❤❡ ❣♦❛❧✳
❇❛s✐❝ t❛❝t✐❝s ❧✐❦❡ ❛♣♣❧② ❛♥❞ ❡❧✐♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✬✿✬ t❛❝t✐❝❛❧✿

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② st❛rt ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ s✉❜♥❑ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣
✈❛r✐❛❜❧❡ ♠ ✇✐t❤

❡❧✐♠❂❃ ❬⑤♠ ■❍♠❪ ♥ ❧❡❴♥❴♠✳

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✶✳✶ Pr♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✿

❙❡❝t✐♦♥ ❚❛✉t♦✳

❱❛r✐❛❜❧❡s ❆ ❇ ❈ ✿ Pr♦♣✳

▲❡♠♠❛ t❛✉t♦✶ ✿ ❆ ✲❃ ❆✳

Pr♦♦❢✳

✳✳✳

◗❡❞✳

▲❡♠♠❛ t❛✉t♦✷ ✿ ✭❆ ✲❃ ❇✮ ✲❃ ✭❇ ✲❃ ❈✮ ✲❃ ❆ ✲❃ ❈✳

Pr♦♦❢✳

✳✳✳

◗❡❞✳

▲❡♠♠❛ t❛✉t♦✹ ✿ ❆ ✴❭ ❇ ❁✲❃ ❇ ✴❭ ❆✳

Pr♦♦❢✳

✳✳✳

◗❡❞✳

❊♥❞ ❚❛✉t♦✳

❨♦✉r ♣r♦♦❢ s❝r✐♣t s❤♦✉❧❞ ❝♦♠❡ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦ts✱ ❜❡t✇❡❡♥ Pr♦♦❢✳ ❛♥❞ ◗❡❞✳

❨♦✉r ♣r♦♦❢ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ r❛✐s❡s ❛ ♠❡ss❛❣❡ s❛②✐♥❣ s♦✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ◗❡❞
❝♦♠♠❛♥❞ r❡❝❤❡❝❦s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ②♦✉r s❝r✐♣t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
✇❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ♠♦r❡ r❡♣❡❛t
Pr♦♦❢ ❛♥❞ ◗❡❞✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q s❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❧♦❜❛❧❧② ❢❛❝t♦r✐③❡ t❤❡ ❛❜✲
str❛❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❆ ❇ ❈ ❛r❡ ✜①❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❚❛✉t♦ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❊♥❞ ❚❛✉t♦✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✶✶

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✶✳✷ Pr♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts✿

❙❡❝t✐♦♥ ▼♦r❡❇❛s✐❝s✳

❱❛r✐❛❜❧❡s ❆ ❇ ❈ ✿ Pr♦♣✳

❱❛r✐❛❜❧❡ P ✿ ♥❛t ✲❃ Pr♦♣✳

▲❡♠♠❛ ❢♦♦✶ ✿ ⑦✭❡①✐sts ①✱ P ①✮ ✲❃ ❢♦r❛❧❧ ①✱ ⑦P ①✳

▲❡♠♠❛ ❢♦♦✷ ✿ ✭❡①✐sts ①✱ ❆ ✲❃ P ①✮ ✲❃ ✭❢♦r❛❧❧ ①✱ ⑦P ①✮ ✲❃ ⑦❆✳

❊♥❞ ▼♦r❡❇❛s✐❝s✳

❍✐♥t✿ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♥❡❣❛t✐♦♥ ⑦❆ ✐s ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r
❆ ✲❃ ❋❛❧s❡✳ ❆❧s♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛♥ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ st❛t❡♠❡♥t ✐s ♣❛✐r ♦❢
t❤❡ ✇✐t♥❡ss ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♦❢✱ s♦ ②♦✉ ❝❛♥ ❞❡str✉❝t t❤✐s ♣❛✐r ❜② t❤❡ ❝❛s❡ ❝♦♠♠❛♥❞✳

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✶✳✸ ❚❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ssr♥❛t ❧✐❜r❛r② ❝r✉❝✐❛❧❧② r❡❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❈♦q st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r②✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧❡q ♣r❡❞✐❝❛t❡✱
❞❡♥♦t❡❞ ❁❂❄ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❁❄ ❯s❡ t❤❡ ❙❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❈❤❡❝❦ ❝♦♠♠❛♥❞s
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✮✳

Pr♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s✉❜♥♥ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♥ ✿ ♥❛t✱ ♥ ✲ ♥ ❂ ✵✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s✉❜♥❴❣t✵ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♠ ♥✱ ✭✵ ❁ ♥ ✲ ♠✮ ❂ ✭♠ ❁ ♥✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s✉❜♥❑❈ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♠ ♥ ✿ ♥❛t✱

♠ ❁❂ ♥ ✲❃ ♠ ✰ ✭♥ ✲ ♠✮ ❂ ♥✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s✉❜♥❴s✉❜❆ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♠ ♥ ♣✱

♣ ❁❂ ♥ ✲❃ ♠ ✲ ✭♥ ✲ ♣✮ ❂ ♠ ✰ ♣ ✲ ♥✳

✸✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ✢♦✇

✸✳✷✳✶ ■♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✉❧❧❡ts

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❈♦q s❝r✐♣ts ❣✐✈❡s ❧✐tt❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❡❧s❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✭t❛❜✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠✲
♠❡♥ts✳✳✳✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡♣❧❛②✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ❛❢t❡r s♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t♦
❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✇✐❧❧ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ❞✐s♣❧❛② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐✲
♦✉s ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤✐s ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ s❝r✐♣t ❛t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t✐♠❡✱ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ❜✉❧❧❡ts t♦
❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜✉❧❧❡ts ❛r❡ ✲✱ ✰ ❛♥❞
✯✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❛❜✉❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ❢♦✉r ♥❡st❡❞ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❜r❛♥❝❤✐♥❣✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡❡♣❡st ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✈❡r ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐s t❤r❡❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
✏s✐♠♣❧ ❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣✑ s✇✐t❝❤❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✱ ♦❢ t❡r♠✐♥❛t♦rs ✭s❡❡ ❛❜♦✈❡ s❡❝t✐♦♥
✸✳✷✳✷✮ ❛♥❞ s❡❧❡❝t♦rs ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮ ✐s ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡
t✐♠❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞
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❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✶✷

❜✉❧❧❡ts ❤❛✈❡ ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✿ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ✐♥❞❡♥t❡❞ s❝r✐♣t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✇❡❧❧
✐♥❞❡♥t❡❞ ✐s ♦♥❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ ❝❧♦s✐♥❣ t❛❝t✐❝ ❧✐❦❡ t❤❡
t❡r♠✐♥❛t♦rs ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳

❍❡r❡ ✐s ✇❤❛t ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤ ❛ str✉❝t✉r❡❞ s❝r✐♣t ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡✿

❝❛s❡ ❊✶✿ ✭❛❜❡③♦✉t♥ ❴ ❴✮ ❂❃ ❬❬⑤ ❦✶❪ ❬⑤ ❦✷❪❪✳

✲ r❡✇r✐t❡ ✦♠✉❧♥✵ ✦❣❡①♣♥✵ ♠✉❧❣✶ ❂❃ ❍✶✳

♠♦✈❡✴❡qP✿ ✭s②♠❴❡q✉❛❧ ❋✵✮❀ r❡✇r✐t❡ ✲❍✶ ♦r❞❡r❣✶ ❡q♥❴♠✉❧✶✳

❜② ❝❛s❡✴❛♥❞P❀ ♠♦✈❡✴❡qP✳

✲ r❡✇r✐t❡ ♠✉❧♥✵ ❣❡①♣♥✵ ♠✉❧❣✶ ❂❃ ❍✶✳

❤❛✈❡ ❋✶✿ t ✪⑤ t ✯ ❙ ❦✷✳✰✶ ✲ ✶✳

❛♣♣❧②✿ ✭❅❞✈❞♥❴tr❛♥s ✭♦r❞❡r❣ ①✮✮❀ ❢✐rst ❜② r❡✇r✐t❡ ❋✵❀ ❡①❛❝t✿

❞✈❞♥❴♠✉❧❧✳

r❡✇r✐t❡ ♦r❞❡r❣❴❞✈❞❀ ❛♣♣❧②✴❡qP❀ ❛♣♣❧②✿ ✭♠✉❧❣■ ①✮✳

r❡✇r✐t❡ ✲④✶⑥✭❣❡①♣♥✶ ①✮ ♠✉❧❣✶ ❣❡①♣♥❴❛❞❞ ❧❡q❴❛❞❞❴s✉❜ ✴✴✳

❜② ♠♦✈❡✿ P✶❀ ❝❛s❡ t✳

r❡✇r✐t❡ ❞✈❞♥❴s✉❜r ✐♥ ❋✶❀ ❧❛st ❜② ❡①❛❝t✿ ❞✈❞♥❴♠✉❧r✳

✰ r❡✇r✐t❡ ❍✶ ❋✵ ✲④✷⑥✭♠✉❧♥✶ ✭♣ ❫ ❧✮✮❀ ❝♦♥❣r ✭❴ ✯ ❴✮✳

❜② ❛♣♣❧②✴❡qP❀ r❡✇r✐t❡ ✲❞✈❞♥✶✳

✰ ❜② ♠♦✈❡✿ P✶❀ ❝❛s❡✿ ✭t✮ ❂❃ ❬⑤ ❬⑤ s✶❪❪✳

✲ r❡✇r✐t❡ ♠✉❧♥✵ ❣❡①♣♥✵ ♠✉❧✶❣ ❂❃ ❍✶✳

✳✳✳

❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t t❤✐s ❝♦❞❡ ♣r♦✈❡s ♦r ❞♦❡s✳ ❇✉t t❤✐s
❣✐✈❡s ❛ ✢❛✈♦r ♦❢ ✇❤❛t ❛ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥❞❡♥t❡❞ s❝r✐♣t s❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡s
❛ ❣♦♦❞ ✉s❡ ♦❢ ♣r❡✜① t❡r♠✐♥❛t♦rs ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳

✸✳✷✳✷ ❚❡r♠✐♥❛t♦rs

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✉♠♠② ❡①❛♠♣❧❡✿

✶ ❋✐①♣♦✐♥t ❢ ♥ ✿❂ ✐❢ ♥ ✐s ♥✬✳✰✶ t❤❡♥ ✭❢ ♥✬✮✳✰✷ ❡❧s❡ ✵✳

✷

✸ ▲❡♠♠❛ ❢♦♦ ❢♦r❛❧❧ ♥✱ ❢ ✭✷ ✯ ♥✮ ❂ ❢ ♥ ✰ ❢ ♥✳

✹ Pr♦♦❢✳

✺ ❡❧✐♠ ❂❃ ❬⑤♥ ✐❤♥❪✳

✻ r❡✇r✐t❡ ♠✉❧♥✵ ✴✴✳

✼ r❡✇r✐t❡ ✦❛❞❞♥❙ ✦❛❞❞❙♥ ✲✴❢✳

✽ r❡✇r✐t❡ ♠✉❧♥❙✳

✾ r❡✇r✐t❡ ✲✐❤♥ ✴✴✳

✶✵ ◗❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❢♦♦ ❣♦❡s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s❝r✐♣t ❧✐♥❡ 5✱ ❧✐♥❡ 6 s♦❧✈❡s
t❤❡ ✜rst ❣♦❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s❝r✐♣t s♦❧✈❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❧❛st ❣♦❛❧✳
◆♦✇ ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛② t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛❢t❡r ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵ ✐♥t♦ ✶ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❢✱ ❧✐♥❡ 5 ♥♦ ♠♦r❡ s♦❧✈❡s t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✳ ❇✉t ❜② ❛❝❝✐❞❡♥t✱ ❧✐♥❡ 6 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❡❛♥t t♦
❛♣♣❧② ♦♥❧② t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣♦❛❧✱ ✐s ♥♦✇ ❛ ❧❡❣❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❣♦❛❧✳ ❍❡♥❝❡
t❤❡ s❝r✐♣t ♦♥❧② ❜r❡❛❦s ♦♥ ❧✐♥❡ 7✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥
❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✱ ❛♥❞ t✉r♥s t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦♦❢ s❝r✐♣ts
✐♥t♦ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② t❡❞✐♦✉s t❛s❦✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r str✉❝t✉r❡ s❝r✐♣ts✱ ❙❙❘❡❢❧❡❝t s✉♣♣❧✐❡s t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ t❛❝t✐❝❛❧s t♦
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❧♦s❡ ♦✛ t❛❝t✐❝s✳ ❲❤❡♥ r❡♣❧❛②✐♥❣ s❝r✐♣ts✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ♥✐❝❡ ♣r♦♣✲

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✶✸

❡rt② t❤❛t ❛♥ ❡rr♦r ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ t❛❝t✐❝ ❢❛✐❧s t♦ ♣r♦✈❡ ✐ts
s✉❜❣♦❛❧✳

■t ✐s ❤❡♥❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣r❛❝t✐s❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛♥② s✉❜❣♦❛❧ s❤♦✉❧❞ ❡♥❞
✇✐t❤ ❛ t❛❝t✐❝ ✇❤✐❝❤ ❢❛✐❧s ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s♦❧✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣♦❛❧✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❈♦q

❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ t❛❝t✐❝s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞✱ ❧✐❦❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❛❝t✐❝❛❧ ✇❤✐❝❤ t✉r♥s ❛♥② t❛❝t✐❝ ✐♥t♦ ❛ ❝❧♦s✐♥❣
♦♥❡✳ ■ts ❣❡♥❡r❛❧ s②♥t❛① ✐s✿

❜② 〈t❛❝t✐❝〉✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

❜② ❬〈t❛❝t✐❝〉1 ⑤ ❬〈t❛❝t✐❝〉2 ⑤ ✳✳✳❪✳

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

❬❜② 〈t❛❝t✐❝〉1 ⑤ ❜② 〈t❛❝t✐❝〉2 ⑤ ✳✳✳❪✳

❚❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦r♠ ♠❛❦❡s ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ❡❛s✐❡r✳
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦♦ ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ r❡♣❧❛❝❡ ❧✐♥❡ 6 ❜②✿

❜② r❡✇r✐t❡ ♠✉❧♥✵✳

❍❡♥❝❡ t❤❡ s❝r✐♣t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐❢ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❜② t❛❝t✐❝❛❧ ❞♦❡s
♥♦t ❝❧♦s❡ t❤✐s s✉❜✲❝❛s❡✳

❚❤❡ ❜② t❛❝t✐❝❛❧ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❞♦♥❡

t❛❝t✐❝✳ ❚❤✐s ❞♦♥❡ t❛❝t✐❝ tr✐❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣♦❛❧ ❜② s♦♠❡ tr✐✈✐❛❧ ♠❡❛♥s
❛♥❞ ❢❛✐❧s ✐❢ ✐t ❞♦❡s♥✬t s✉❝❝❡❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❛❝t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

❜② 〈t❛❝t✐❝〉✳

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

〈t❛❝t✐❝〉❀ ❞♦♥❡✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ t❛❝t✐❝

❜② ❬ ❪✳

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

❞♦♥❡✳

❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥❡ t❛❝t✐❝✱ ❛s ❛♥ ▲t❛❝ t❛❝t✐❝✱ ✐s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ ssr❡❢❧❡❝t✳✈ ✜❧❡✳ ■t ❧♦♦❦s ❧✐❦❡✸✿

▲t❛❝ ❞♦♥❡ ✿❂

tr✐✈✐❛❧❀ ❤♥❢❀ ✐♥tr♦s❀ s♦❧✈❡

❬ ❞♦ ✦❬s♦❧✈❡ ❬tr✐✈✐❛❧ ⑤ ❛♣♣❧②✿ s②♠❴❡q✉❛❧❀ tr✐✈✐❛❧❪

⑤ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ⑤ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ⑤ s♣❧✐t❪

⑤ ❝❛s❡ ♥♦t❴❧♦❝❦❡❞❴❢❛❧s❡❴❡q❴tr✉❡❀ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

⑤ ♠❛t❝❤ ❣♦❛❧ ✇✐t❤ ❍ ✿ ⑦ ❴ ⑤✲ ❴ ❂❃ s♦❧✈❡ ❬❝❛s❡ ❍❀ tr✐✈✐❛❧❪ ❡♥❞

❪✳

✸❚❤❡ ❧❡♠♠❛ ♥♦t❴❧♦❝❦❡❞❴❢❛❧s❡❴❡q❴tr✉❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❧♦❝❦❡❞ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐✲
❝❛t❡s✳❚❤❡ ❞♦ t❛❝t✐❝❛❧ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t♦r✳ ❙❡❡ ❬❄❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✶✹

❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❈♦q✬s t♦♣❧❡✈❡❧ t❛❝t✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ▲t❛❝✱ t❤❡ ❞♦♥❡ t❛❝t✐❝
❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ❛✉t♦ t❛❝t✐❝✳
❚♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✉s❡r✬s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❛ ❜❡tt❡r
♣r❛❝t✐❝❡ t♦ r❡❞❡✜♥❡ ❛ ♠②❴❞♦♥❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ♦♥❡ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✳

❆♥ ♦t❤❡r ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② ♦❢ ❝❧♦s✐♥❣ ❛ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❧❡♠♠❛
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡①❛❝t ♦♥❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣♦❛❧ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✿

❡①❛❝t✿ ▼②▲❡♠♠❛✳

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

❜② ❛♣♣❧②✿ ▼②▲❡♠♠❛✳

❲❛r♥✐♥❣ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ t❛❝t✐❝s✱ ♣♦ss✐❜❧② ❝❤❛✐♥❡❞ ❜② s❡♠✐✲❝♦❧✉♠♥s✱ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s
❛ ❜② ❦❡②✇♦r❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❡♥t❤❡s✐③❡❞ ❜❧♦❝❦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣♦❛❧✳
❍❡♥❝❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

❜② r❡✇r✐t❡ ♠②❴❧❡♠♠❛✶✳

s✉❝❝❡❡❞s✱ t❤❡♥ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

❜② r❡✇r✐t❡ ♠②❴❧❡♠♠❛✶❀ ❛♣♣❧②✿ ♠②❴❧❡♠♠❛✷✳

✉s✉❛❧❧② ❢❛✐❧s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

❜② ✭r❡✇r✐t❡ ♠②❴❧❡♠♠❛✶❀ ❛♣♣❧②✿ ♠②❴❧❡♠♠❛✷✮✳

✸✳✸ ●♦❛❧ s❡❧❡❝t♦rs

❲❤❡♥ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❛❝t✐❝s✱ t❤❡ t✇♦ t❛❝t✐❝❛❧s ❢✐rst ❛♥❞ ❧❛st ❧❡t t❤❡ ✉s❡r r❡str✐❝t
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛❝t✐❝ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣♦❛❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
t❛❝t✐❝✳ ❚❤✐s ❝♦✈❡rs t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❛ t❛❝t✐❝ ❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦ s✉❜❣♦❛❧s ♦♥❡
♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞✐s♣♦s❡❞ ♦❢✳

❚❤✐s ✐s ❛♥ ♦t❤❡r ♣♦✇❡r❢✉❧ ✇❛② ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s❝r✐♣ts✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛♣♣❡♥s
✈❡r② ♦❢t❡♥ t❤❛t ❛ tr✐✈✐❛❧ s✉❜❣♦❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ❧✐♥❡ t❛❝t✐❝✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

〈t❛❝t✐❝〉1❀ ❧❛st ❜② 〈t❛❝t✐❝〉2✳

tr✐❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧❛st s✉❜❣♦❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② 〈t❛❝t✐❝〉1 ✉s✐♥❣ t❤❡ 〈t❛❝t✐❝〉2✱ ❛♥❞ ❢❛✐❧s
✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s✉❝❝❡❡❞s✳ ■ts ❛♥❛❧♦❣♦✉s

〈t❛❝t✐❝〉1❀ ❢✐rst ❜② 〈t❛❝t✐❝〉2✳

tr✐❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✜rst s✉❜❣♦❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② 〈t❛❝t✐❝〉1 ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛❝t✐❝ 〈t❛❝t✐❝〉2✱
❛♥❞ ❢❛✐❧s ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s✉❝❝❡❡❞s✳

❙❙❘❡❢❧❡❝t ❛❧s♦ ♦✛❡rs ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝✐❧✐t②✱ ❜② s✉♣♣❧②✐♥❣ t❛❝t✐❝s t♦
♣❡r♠✉t❡ t❤❡ s✉❜❣♦❛❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ t❛❝t✐❝✳ ❚❤❡ t❛❝t✐❝✿

〈t❛❝t✐❝〉❀ ❧❛st ❢✐rst✳

✐♥✈❡rts t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s✉❜❣♦❛❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② 〈t❛❝t✐❝〉✳ ■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

〈t❛❝t✐❝〉❀ ❢✐rst ❧❛st✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

〈t❛❝t✐❝〉❀ ❧❛st 〈str✐❝t ♥✉♠〉 ❢✐rst✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✶✺

✇❤❡r❡ 〈str✐❝t ♥✉♠〉 ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ k✱ r♦t❛t❡s t❤❡
n s✉❜❣♦❛❧s G1, . . . , Gn ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② 〈t❛❝t✐❝〉✳ ❚❤❡ ✜rst s✉❜❣♦❛❧ ❜❡❝♦♠❡s Gn+1−k

❛♥❞ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r❞❡r ♦❢ s✉❜❣♦❛❧s r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

〈t❛❝t✐❝〉❀ ❢✐rst 〈str✐❝t ♥✉♠〉 ❧❛st✳

r♦t❛t❡s t❤❡ n s✉❜❣♦❛❧s G1, . . . , Gn ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❛❝t✐❝ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ ✜rst
s✉❜❣♦❛❧ ❜❡❝♦♠❡s Gk✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❛❝t✐❝s ❧❛st ❛♥❞ ❢✐rst ❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s②♥t❛① ♦❢
❧t❛❝✿ ✐❢ t❤❡ t❛❝t✐❝ 〈t❛❝t✐❝〉0 ❣❡♥❡r❛t❡s n s✉❜❣♦❛❧s ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣♦❛❧✱ t❤❡♥ t❤❡ t❛❝t✐❝

tactic0❀ ❧❛st ❦ ❬tactic1⑤✳✳✳⑤tacticm❪ ⑤⑤ tacticm+1✳

✇❤❡r❡ ❦ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ❛♣♣❧✐❡s tactic1 t♦ t❤❡ n− k+1✲t❤ ❣♦❛❧✱ ✳✳✳✱ tacticm
t♦ t❤❡ n− k + 2−m✲t❤ ❣♦❛❧ ❛♥❞ tacticm+1 t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s❝r✐♣t✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ t❡st ✿ ♥❛t ✲❃ Pr♦♣ ✿❂

❈✶ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♥✱ t❡st ♥ ⑤ ❈✷ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♥✱ t❡st ♥ ⑤

❈✸ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♥✱ t❡st ♥ ⑤ ❈✹ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♥✱ t❡st ♥✳

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ♥✱ t❡st ♥ ✲❃ ❚r✉❡✳

♠♦✈❡❂❃ ♥❀ ❝❛s❡❀ ❧❛st ✷ ❬♠♦✈❡❂❃ ❦⑤ ♠♦✈❡❂❃ ❧❪❀ ✐❞t❛❝✳

❝r❡❛t❡s ❛ ❣♦❛❧ ✇✐t❤ ❢♦✉r s✉❜❣♦❛❧s✱ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❜❡✐♥❣ ♥❛t ✲❃ ❚r✉❡✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ❜❡✐♥❣ ❚r✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❦ ✿ ♥❛t ❛♥❞ ❧ ✿ ♥❛t ✐♥ t❤❡✐r
❝♦♥t❡①t✳

✸✳✹ ❋♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣✱ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣

❋♦r✇❛r❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ str✉❝t✉r❡s t❤❡ s❝r✐♣t ❜② ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①t✳ ■t ✐s ❝❧♦s❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛✲
t✐✈❡ st②❧❡ ♦❢ ♣r♦♦❢✱ s✐♥❝❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ st❛t❡♠❡♥ts ♠❛❦❡
t❤❡ s❝r✐♣t ❝❧♦s❡r t♦ ❛ ✭✈❡r② ❞❡t❛✐❧❡❞✮ t❡①t ❜♦♦❦ ♣r♦♦❢✳

❋♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ t❛❝t✐❝s ❛❧❧♦✇ t♦ st❛t❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ st❛rt ❛
♣✐❡❝❡ ♦❢ s❝r✐♣t ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝❧♦s✐♥❣ t❛❝t✐❝s
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮ ❛♥❞ ♦❢ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s s②♥t❛❝t✐❝❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❝r✐♣t ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ❤❛✈❡ t❛❝t✐❝✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❢♦r✇❛r❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❛❝t✐❝ ✐s t❤❡ ❤❛✈❡ t❛❝t✐❝✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠♦❞❡s✿ ♦♥❡ st❛rts ❛ ♥❡✇ ✭s✉❜✮♣r♦♦❢ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡
♠❛✐♥ ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❢♦r t❤✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
st❡♣✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡✱ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ❤❛✈❡ ✐♥ ✐ts ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❢♦r♠ ✐s✿

❤❛✈❡✿ 〈t❡r♠〉✳

❚❤✐s t❛❝t✐❝ s✉♣♣♦rts ♦♣❡♥ s②♥t❛① ❢♦r 〈t❡r♠〉✿ ♥♦ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s ❛r❡
♥❡❡❞❡❞✳

❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❣♦❛❧ ●✱ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✜rst s✉❜❣♦❛❧ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ 〈t❡r♠〉 ✐s
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ●✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q t❛❝t✐❝ ✐s t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✶✻

s✉❜❣♦❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 〈t❡r♠〉 ✲❃ ●✱ ✇❤❡r❡ 〈t❡r♠〉 ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♥❡✇
t♦♣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡s❤ ♥❛♠❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣♦❛❧✿

▲❡♠♠❛ ❢✐♥❞❴❡①❴♠✐♥♥ ✿ ❢♦r❛❧❧ P ✿ ♥❛t ✲❃ ❜♦♦❧✱

❡①✐sts ♥✱ P ♥ ✲❃ ④♠ ⑤ P ♠ ✫ ❢♦r❛❧❧ ♥✱ P ♥ ✲❃ ♥ ❃❂ ♠⑥✳

❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✿

❤❛✈❡✿ ❢♦r❛❧❧ ♥✱ P ♥ ✲❃ ♥ ❃❂ ✵✳

❧❡❛❞s t♦ t✇♦ s✉❜❣♦❛❧s✱ t❤❡ ✜rst t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜❡✐♥❣✿

❢♦r❛❧❧ ♥✱ P ♥ ✲❃ ♥ ❃❂ ✵

❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✿

✭❢♦r❛❧❧ ♥✱ P ♥ ✲❃ ♥ ❃❂ ✵✮ ✲❃

❡①✐sts ♥✱ P♥ ✲❃ ④♠ ⑤ P ♠ ✫ ❢♦r❛❧❧ ♥✱ P ♥ ✲❃ ♥ ❃❂ ♠⑥✳

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐s tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❈♦q✱ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞
❝♦♠♠❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡✿

❤❛✈❡✿ ❢♦r❛❧❧ ♥✱ P ♥ ✲❃ ♥ ❃❂ ✵ ❜② ❞♦♥❡✳

✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡❛s② ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ s❤♦rt ♣r♦♦❢ ❝❧♦s✐♥❣
✐t✱ ❧✐❦❡ ✐♥✿

❤❛✈❡ ✿ ❢♦r❛❧❧ ① ②✱ ① ✰ ② ❂ ② ✰ ① ❜② ♠♦✈❡❂❃ ① ②❀ r❡✇r✐t❡ ❛❞❞♥❈✳

❚❤❡ ❤❛✈❡ t❛❝t✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙❙❘❡❢❧❡❝t✬s ✇✐❧❞❝❛r❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✿ ❛
♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ✬❴✬ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ t❡r♠ ✇❤♦s❡ t②♣❡ ✐s ❛❜str❛❝t❡❞✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

❤❛✈❡✿ ❴ ✯ ✵ ❂ ✵✳

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

❤❛✈❡✿ ❢♦r❛❧❧ ♥ ✿ ♥❛t✱ ♥ ✯ ✵ ❂ ✵✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ ♥♦♥✲✐♥❢❡rr❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❛❜str❛❝t❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
t❤❡ t❛❝t✐❝✿

❤❛✈❡✿ ❢♦r❛❧❧ ① ②✱ ✭①✱ ②✮ ❂ ✭①✱ ② ✰ ✵✮✳

♦♣❡♥s ❛ ♥❡✇ s✉❜❣♦❛❧ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✿
❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❚②♣❡✮✭① ✿ ❚✮✭② ✿ ♥❛t✮✱ ✭①✱ ②✮❂ ✭①✱ ② ✰ ✵✮

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛✈❡ t❛❝t✐❝ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r♦♦❢ t❡r♠
❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡♠♠❛✱ ✉s✐♥❣ t❛❝t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

❤❛✈❡ [〈✐❞❡♥t〉] ✿❂ 〈t❡r♠〉✳

❚❤✐s t❛❝t✐❝ ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ 〈t❡r♠〉✳ ■❢ t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧
〈✐❞❡♥t〉 ✐s ♣r❡s❡♥t✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ 〈✐❞❡♥t〉✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❧♦st ❢♦r t❤❡ ✉s❡r✳

❆❣❛✐♥✱ ♥♦♥ ✐♥❢❡rr❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❤♦❧❡s ❛r❡ ❛❜str❛❝t❡❞✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

❤❛✈❡ ❍ ✿❂ ❢♦r❛❧❧ ①✱ ✭①✱ ①✮ ❂ ✭①✱ ①✮✳

❛❞❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❍ ✿ ❚②♣❡ ✲❃ Pr♦♣✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ❜✉t t❤❡
❢❡❛t✉r❡ ✐s s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ❧❡♠♠❛
✇✐t❤ s♦♠❡ ❤✐❞❞❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛r❣✉♠❡♥ts✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✶✼

❱❛r✐❛♥ts✿ t❤❡ s✉❢❢ ❛♥❞ ✇❧♦❣ t❛❝t✐❝s✳

❆s ✐t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡①t❜♦♦❦s✱ ❢♦r✇❛r❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♠❛② ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥ts✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛♥ts ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣ L ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧✐❡s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣♦❛❧ G✳ ❇② ❡❛s✐❧② ✇❡ ♠❡❛♥ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ L ⇒ G ✐s s❤♦rt❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ L ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ st❡♣ ✉s✉❛❧❧② st❛rts ✇✐t❤✿ ✏■t
s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✳✳✳✑✳

❚❤✐s ✐s s✉❝❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥t ✇❛② ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❤❛t ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❤❛s ❛ ✈❛r✐❛♥t
♦❢ t❤❡ ❤❛✈❡ t❛❝t✐❝ ❝❛❧❧❡❞ s✉❢❢✐❝❡s ✭✇❤♦s❡ ❛❜r✐❞❣❡❞ ♥❛♠❡ ✐s s✉❢❢✮✳ ❚❤❡ ❤❛✈❡

❛♥❞ s✉❢❢ t❛❝t✐❝s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s②♥t❛① ❜✉t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ s✉❜❣♦❛❧s ✐s s✇❛♣♣❡❞✳

❆♥♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥str✉❝t ✐s r❡❞✉❝t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t
❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ st❡♣ ✉s✉❛❧❧②
st❛rts ✇✐t❤✿ ✏❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✳✳✳✑✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ❣♦❛❧ ● ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝✉t ✇❧♦❣❴st❛t❡♠❡♥t✲❃ ●✳
❍❡♥❝❡ t❤❡ ✉s❡r s❤❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❜♦t❤ ✭✇❧♦❣❴st❛t❡♠❡♥t✲❃ ●✮✲❃ ● ❛♥❞
✇❧♦❣❴st❛t❡♠❡♥t✲❃ ●✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢ ♣❛tt❡r♥ ✐s s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❛ s②♠♠❡tr②
❛r❣✉♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜❡s ❛ ♣r♦♦❢✳

❙❙❘❡❢❧❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ st❡♣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss

t❛❝t✐❝✱ ✇❤♦s❡ s❤♦rt ♥❛♠❡ ✐s ✇❧♦❣✳
■♥ ✐ts ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❢♦r♠✿

✇❧♦❣✿ ✴ 〈t❡r♠〉✳

♦♥ ❛ ❣♦❛❧ ●✱ ✐t ❝r❡❛t❡s t✇♦ s✉❜❣♦❛❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 〈t❡r♠〉✲❃ ● ❛♥❞ ✭〈t❡r♠〉✲❃ ●✮✲❃ ●✳
❇✉t t❤❡ ✇❧♦❣ t❛❝t✐❝ ❛❧s♦ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❛ ❧✐st ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ♦♥
t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜rst 〈t❡r♠〉✲❃ ● s✉❜❣♦❛❧✳ ❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t q✉♦t✐❡♥t ❛♥❞ r❡♠✐♥❞❡r ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐✈✐s✐♦♥
❛r❡ ✉♥✐q✉❡✳

▲❡♠♠❛ q✉♦❴r❡♠❴✉♥✐❝✐t②✿ ❢♦r❛❧❧ ❞ q✶ q✷ r✶ r✷ ✿ ♥❛t✱

q✶ ✯ ❞ ✰ r✶ ❂ q✷ ✯ ❞ ✰ r✷ ✲❃ r✶ ❁ ❞ ✲❃ r✷ ❁ ❞ ✲❃ ✭q✶✱ r✶✮ ❂ ✭

q✷✱ r✷✮✳

♠♦✈❡❂❃ ❞ q✶ q✷ r✶ r✷✳

✇❧♦❣✿ q✶ q✷ r✶ r✷ ✴ q✶ ❁❂ q✷✳

❜② ❝❛s❡ ✭❧❡❴❣t❴❞❡❝ q✶ q✷✮❂❃ ❍❀ ❧❛st s②♠♠❡tr②❀ ❡❛✉t♦ ✇✐t❤ ❛r✐t❤

✳

❍❡r❡ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t q✶ ❁❂ q✷✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡
❝♦♥st❛♥ts ✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❢❛❝ts✮ q✶ q✷ r✶ r✷✳ ❚❤❡ ✜rst ❣♦❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡
✇❧♦❣ t❛❝t✐❝ ✐s ❤❡♥❝❡✿

✭❢♦r❛❧❧ q✸ q✹ r✸ r✹ ✿ ♥❛t✱

q✸ ❁❂ q✹ ✲❃

q✸ ✯ ❞ ✰ r✸ ❂ q✹ ✯ ❞ ✰ r✹ ✲❃ r✸ ❁ ❞ ✲❃

r✹ ❁ ❞ ✲❃ ✭q✸✱ r✸✮ ❂ ✭q✹✱ r✹✮✮ ✲❃

q✶ ✯ ❞ ✰ r✶ ❂ q✷ ✯ ❞ ✰ r✷ ✲❃ r✶ ❁ ❞ ✲❃ r✷ ❁ ❞ ✲❃

✭q✶✱ r✶✮ ❂ ✭q✷✱ r✷✮

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣✿

q✶ ❁❂ q✷ ✲❃

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✶✽

q✶ ✯ ❞ ✰ r✶ ❂ q✷ ✯ ❞ ✰ r✷ ✲❃ r✶ ❁ ❞ ✲❃ r✷ ❁ ❞ ✲❃

✭q✶✱ r✶✮ ❂ ✭q✷✱ r✷✮

✸✳✺ ▼♦r❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❢❡❛t✉r❡s✱ ♦♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡

❙♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛r❡ ♥♦t ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❢✉r✲
t❤❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t✉t♦r✐❛❧ ❜✉t ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❄❪✳ ❲❡
❤❛✈❡ ♠❛✐♥❧② ♦♠✐tt❡❞✿

❼ t❤❡ s✉❜t❡r♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤r♦✉❣❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥s

❼ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ r❡✇r✐t❡ t❛❝t✐❝

❼ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♣❛tt❡r♥s

❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ ❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s t❤❡② ❣✐✈❡ ♦♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡
❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ ❬❄❪✳

❚❤❡ ❞✐✈ ❧✐❜r❛r② ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡❞✐✈♥ ❛♥❞ ❛ ♣r❡❞✐✲
❝❛t❡ ❡❞✐✈♥❴s♣❡❝ ❞❡✜♥✐♥❣ ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✺✳✶ ❍♦✇ ✐s ❡❞✐✈♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞❄ ❲❤❛t ✐s ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❄

❚❤✐s ✇❛② ♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❙❙❘❡✲

❢❧❡❝t✳ ■t ♦✛❡rs ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♣r♦♦❢s t❤❛♥❦s t♦ ❈♦q s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ✭s❡❡ ❡①❡r❝✐s❡s ✸✳✺✳✹ ❛♥❞ ✹✳✸✳✶✮✳ ❇❡❧♦✇✱ ❧❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t
❡❞✐✈♥ ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ ❡❞✐✈♥❴s♣❡❝✳

▲❡♠♠❛ ❡❞✐✈♥P ✿ ❢♦r❛❧❧ ♠ ❞✱ ❡❞✐✈♥❴s♣❡❝ ♠ ❞ ✭❡❞✐✈♥ ♠ ❞✮✳

Pr♦♦❢✳

r❡✇r✐t❡ ✴❡❞✐✈♥ ❂❃ ♠ ❬⑤❞❪ ✴✴❂❀ r❡✇r✐t❡ ✲④✶⑥❬♠❪✴✭✵ ✯ ❞✳✰✶ ✰ ♠✮✳

❡❧✐♠✿ ♠ ④✲✷⑥♠ ✵ ✭❧❡q♥♥ ♠✮ ❂❃ ❬⑤♥ ■❍♥❪ ❬⑤♠❪ q ✴✴❂❀ r❡✇r✐t❡ ❧t♥❙

❂❃ ❧❡❴♠♥✳

r❡✇r✐t❡ s✉❜♥❴✐❢❴❣t❀ ❝❛s❡✿ ✭❧t♥P ♠ ❞✮ ❂❃ ❬✴✴ ⑤ ❧❡❴❞♠❪✳

r❡✇r✐t❡ ✲④✶⑥✭s✉❜♥❑ ❧❡❴❞♠✮ ✲❛❞❞❙♥ ❛❞❞♥❆ ✲♠✉❧❙♥r❀ ❛♣♣❧②✿ ■❍♥✳

❛♣♣❧②✿ ❧❡q❴tr❛♥s ❧❡❴♠♥❀ ❡①❛❝t✿ ❧❡q❴s✉❜r✳

◗❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❡❞✐✈♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② t❤❡ r❡✇r✐t❡ ✴❡❞✐✈♥ t❛❝t✐❝✳ ❚❤✐s t❛❝t✐❝ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ st❡♣✿
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠ ❛♥❞ t❤❡♥

❬⑤❞❪

♣❡r❢♦r♠s ❛ ❝❛s❡✲s♣❧✐t ♦♥ ❞✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✐♠♣❧✲❛♥❞✲❝❧♦s✐♥❣ s✇✐t❝❤✿

✴✴❂

❚❤✐s s✇✐t❝❤ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❜♦t❤ ❜r❛♥❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛♥② ♣❧❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ ✐ts r♦❧❡ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❝❧♦s❡ t❤❡ ✜rst s✉❜❣♦❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❝❛s❡✲s♣❧✐t✳ ❚❤✐s ✴✴❂ s✇✐t❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✴✴✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧♦s❡ ❛❧❧
t❤❡ s✉❜❣♦❛❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞

✴❂

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✶✾

✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s ❛❧❧ s✉❜❣♦❛❧s ✭❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❬⑤❞❪ ❝❛s❡ s♣❧✐t ✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❡①✲
❛♠♣❧❡✮✱ ❧✐❦❡ s✐♠♣❧ t❛❝t✐❝ ✐♥ ❈♦q✳ ❙♦ ✴✴❂ s✐♠♣❧✐✜❡s ❛❧❧ s✉❜❣♦❛❧s ❛♥❞ s♦❧✈❡s t❤❡
tr✐✈✐❛❧ ♦♥❡s✳ ❚❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ♦♥❧② r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✉❜❣♦❛❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡
t❤❡ ✜rst ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♠ ✇✐t❤ ✵ ✯ ❞✳✰✶ ✰ ♠✱ ✉s✐♥❣

r❡✇r✐t❡ ✲④✶⑥❬♠❪✴✭✵ ✯ ❞✳✰✶ ✰ ♠✮

❚❤✐s t❛❝t✐❝ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❞ ❛s ✏r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✜rst ✭④✶⑥✮ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥
♠ ✭❬♠❪✮ ❜② t❤❡ t❡r♠ ✭✵ ✯ ❞✳✰✶ ✰ ♠✮✑✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❤❡r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❢✉❧❧ t❡r♠
♠ ❜✉t ✐t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ t❡r♠ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ❧✐❦❡ ❬❴ ✯ ✭① ✰ ❴✮❪✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛r❡ r❡✇r✐t❡ t❛❝t✐❝✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t❛❝t✐❝ s✉❝❝❡❡❞s ❜❡❝❛✉s❡ ✵ ✯ ❞✳✰✶ ✰ ♠ ✐s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ t♦ ♠✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✵✯ ❞✳✰✶ ✰ ♠ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡
❝❧❡❛r ❜❡❧♦✇✳

❇❡❢♦r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s

❡❞✐✈♥❴s♣❡❝ ✭✵ ✯ ❞✳✰✶ ✰ ♠✮ ❞✳✰✶ ✭❡❞✐✈♥❴r❡❝ ❞ ♠ ✵✮

❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ ❛ ♣r♦♦❢ ❜② str♦♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ s✐♠♣❧❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✿ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ✉s✐♥❣

♥❛t❴✐♥❞ ✿ ❢♦r❛❧❧ P ✿ ♥❛t ✲❃ Pr♦♣✱ P ✵ ✲❃

✭❢♦r❛❧❧ ♥ ✿ ♥❛t✱ P ♥ ✲❃ P ♥✳✰✶✮ ✲❃ ❢♦r❛❧❧ ♥ ✿ ♥❛t✱ P ♥

✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥✈♦❦❡ ❛ ♣r♦♣❡rt② r❡s❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ str♦♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡✿

❢♦r❛❧❧ P ✿ ♥❛t ✲❃ Pr♦♣✱ P ✵ ✲❃

✭❢♦r❛❧❧ ♥✱ ✭❢♦r❛❧❧ ♠✱ ♠ ❁❂ ♥ ✲❃ P ♠✮ ✲❃ P ♥✳✰✶✮ ✲❃ ❢♦r❛❧❧ ♥✱ P

♥

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ♠❛②
✈❛r② s❧✐❣❤t❧②✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ str♦♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t s✉✐ts ❡✈❡r② s✐t✉❛t✐♦♥
✭❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧s✮✳ ■♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜②
t❤❡ ❡❛s❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ♦♥ t❤❡ ✢② ♥♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ❛❞✲❤♦❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤✐s ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧✐♠ t❛❝t✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞
t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱

✭❧❡q♥♥ ♠✮

♣✉s❤❡s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭♠ ❁❂ ♠✮ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ st❛❝❦✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t♦ t❤❡
❧❡❢t ♦❢ ✭❧❡q♥♥ ♠✮

✵

❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ✵ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥❛t✉r❛❧ ♥✳ ❙♦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t✱
✇❡ ✜rst ♣r♦✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠②st❡r✐♦✉s
r❡✇r✐t❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡♥

④✲✷⑥♠

❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♠ ✐♥ t❤❡ ❣♦❛❧ ❡①❝❡♣t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ str♦♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❜♦✈❡✳ ❋✐♥❛❧❧②

❡❧✐♠✿ ♠

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✷✵

st❛rts ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦ s✉❜❣♦❛❧s✳ ❚❤❛♥❦s t♦

❬⑤♥ ■❍♥❪

✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜❣♦❛❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❜r❛❝❦❡ts ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡
♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t②✿ ❜r❛❝❦❡ts ❛❢t❡r ❛
❝❛s❡ s♣❧✐t ♦r ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❜r❛❝❦❡ts ❛❢t❡r
♦t❤❡r t❛❝t✐❝s✱ ❧✐❦❡ ♠♦✈❡ ♦r r❡✇r✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇ s✉❜❣♦❛❧s ❛r❡
❝❛s✐♥❣ ❜r❛❝❦❡ts✳

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✺✳✷ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❬⑤♠❪ q ✴✴❂ ❄

❋✐♥❛❧❧②✱

r❡✇r✐t❡ ❧t♥❙

r❡✇r✐t❡s ❛ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❁ ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥✲str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❁❂ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧❡♠♠❛
❧t♥❙✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s

❡❞✐✈♥❴s♣❡❝ ✭q ✯ ❞✳✰✶ ✰ ♠✳✰✶✮ ❞✳✰✶

♠❛t❝❤ ♠✳✰✶ ✲ ❞ ✇✐t❤

⑤ ✵ ❂❃ ✭q✱ ♠✳✰✶✮

⑤ ♠✬✳✰✶ ❂❃ ❡❞✐✈♥❴r❡❝ ❞ ♠✬ q✳✰✶ ❡♥❞

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧❡♠♠❛ s✉❜♥❴✐❢❴❣t ✭❛♥❞ t❤❛♥❦s t♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞
t❤r♦✉❣❤ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t✱ s❡❡ ❡①❡r❝✐s❡ ✸✳✶✳✸✮ ✇❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♠❛t❝❤

✲✇✐t❤ s②♥t❛① ✐♥t♦ t❤❡ ❈♦q ✐❢✲t❤❡♥✲❡❧s❡ s②♥t❛①✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♦❢ st❡♣ ✐s

❝❛s❡✿ ✭❧t♥P ♠ ❞✮

✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❝❛s❡ s♣❧✐t ❜❡t✇❡❡♥ ✭♠ ❁ ❞✮ ❛♥❞ ✭❞ ❁❂ ♠✮✳

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✺✳✸ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❬✴✴ ⑤ ❧❡❴❞♠❪❄ ❈❛♥ ②♦✉ ✜♥❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡✱ ✢❛tt❡r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t❄

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✺✳✹ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❝r✐♣t✱ r❡♣❧❛❝❡ ❝❛s❡✿ ✭❧t♥P ♠ ❞✮ ❜②
❝❛s❡✿ ❧t♥P✳ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s❄ ❲❤❛t ✐s t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❧t♥P❄ ❲❤❛t ✐s t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧t♥❴①♦r❴❣❡q❄ ❖♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧t♥❴①♦r❴❣❡q✱ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t✉t♦❴❝♦♠♣❛r❡❴♥❛t ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❛ t❤r❡❡ ❝❛s❡s s♣❧✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t✇♦ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ Pr♦✈❡ t❤❛t✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❧t♥❣tP ✿ ❢♦r❛❧❧ ♠ ♥✱

❝♦♠♣❛r❡❴♥❛t ♠ ♥ ✭♠ ❁ ♥✮ ✭♥ ❁ ♠✮ ✭♠ ❂❂ ♥✮✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s

❡❞✐✈♥❴s♣❡❝ ✭q ✯ ❞✳✰✶ ✰ ♠✳✰✶✮ ❞✳✰✶ ✭❡❞✐✈♥❴r❡❝ ❞ ✭♠ ✲ ❞✮ q✳✰✶✮

❚❤❡ t❛❝t✐❝

r❡✇r✐t❡ ✲④✶⑥✭s✉❜♥❑ ❧❡❴❞♠✮

r❡✇r✐t❡s✱ ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ④✶⑥ s♣❡❝✐✲
✜❝❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❧❡♠♠❛ s✉❜♥❑ ❧❡❴❞♠✳

❚❤❡♥

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✷✶

r❡✇r✐t❡ ✲❛❞❞❙♥

✜♥❞s ✐♥ t❤❡ ❣♦❛❧ t❤❡ ✜rst ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❧❡♠♠❛ ❛❞❞❙♥ ❛♥❞
r❡✇r✐t❡s ✐♥ t❤❡ ❣♦❛❧ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❢r♦♠ r✐❣❤t
t♦ ❧❡❢t ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ♠✐♥✉s s②♠❜♦❧✮✳

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✺✳✺ ❲❤❛t ❞♦❡s t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s❝r✐♣t ❞♦❄

✹ ❙♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡s

✹✳✶ ❚❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ s♦rt Pr♦♣ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✳
▲♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✐♥ Pr♦♣ ❛r❡ t②♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♦❢s❀ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❈♦q

t❛❝t✐❝s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❈♦q ❦♥♦✇s t❤❛t ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆ ❭✴ ❇ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆
♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❇✳ ❚❤❡ t❛❝t✐❝s ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ❆ ❭✴ ❇ t♦ ❆ ❛♥❞
❇✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❞✉❛❧❧②✱ t❤❡ t❛❝t✐❝ ❝❛s❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❣♦❛❧ ❆ ❭✴ ❇ ❂❃ ● t♦ t✇♦
s✉❜❣♦❛❧s ❆ ❂❃ ● ❛♥❞ ❇ ❂❃ ●✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜♦♦❧ ✐s ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❛t❛t②♣❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♥str✉❝t♦rs tr✉❡
❛♥❞ ❢❛❧s❡✳ ▲♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ♦♥ ❜♦♦❧ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡✐r tr✉t❤ t❛❜❧❡s✱ ✉s✐♥❣ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✭❜✶ || ❜✷✮ ✿❂ ✐❢ ❜✶ t❤❡♥ tr✉❡ ❡❧s❡ ❜✷✳

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✉❝❤ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s✿ t❤❡
t❛❝t✐❝ ❜② ❝❛s❡✿ ❜ s♦❧✈❡s t❤❡ ❣♦❛❧

❜ ⑤⑤ ⑦⑦ ❜ ❂ tr✉❡

✇❤❡r❡ ⑦⑦ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ♥❡❣❛t✐♦♥✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❜ ✜rst ❜② tr✉❡ ❛♥❞ t❤❡♥
❜② ❢❛❧s❡❀ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉❜❣♦❛❧ r❡❞✉❝❡s ❜② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
tr✐✈✐❛❧ tr✉❡ ❂ tr✉❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❇♦♦❧❡❛♥s ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠✿

❈♦❡r❝✐♦♥ ✐s❴tr✉❡ ✭❜ ✿ ❜♦♦❧✮ ✿❂ ❜ ❂ tr✉❡✳

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❛♥② ❇♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❜ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ❈♦q ✇♦✉❧❞
❡①♣❡❝t ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✭✐s❴tr✉❡ ❜✮✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❜ ❂ tr✉❡✳ ❈♦❡r❝✐♦♥s ❛r❡ ❡❧✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡tt②✲♣r✐♥t❡r✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
tr❛♥s♣❛r❡♥t t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡s❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧❛st ❧❡♠♠❛s ♦❢ ❡①❡r❝✐s❡ ✸✳✶✳✸✳

❚❤✉s✱ Pr♦♣ ❛♥❞ ❜♦♦❧ ❛r❡ tr✉❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✿ t❤❡ ❢♦r♠❡r s✉♣♣♦rts r♦❜✉st
♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧❧♦✇s ❜r✉t❡✲❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❙❙❘❡❢❧❡❝t s✉♣♣❧✐❡s
❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡st ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇♦r❧❞s ❛♥❞ ♠♦✈❡ ❢r❡❡❧② ❢r♦♠
❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t♦ ✐ts ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❡rs✐♦♥✳ ❆s
❛ r❡s✉❧t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s✿ ✏✐❢ ❛
♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ♣♦ss✐❜❧②
❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✑✳

❚❤❡ ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❛r❡ ❝r❛❢t❡❞ t♦ ❡❛s❡ s✐♠✉❧✲
t❛♥❡♦✉s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✴❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝ts ❛♥❞ ❝❛s✐♥❣✱ ♥❛♠✐♥❣ ✳✳✳ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✷✷

❚❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦ ❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
st❛❝❦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t ❜❡✐♥❣
♣✉s❤❡❞✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❧❡♠♠❛ t♦ t❤✐s ❢❛❝t ❜❡❢♦r❡ ♣❛ss✐♥❣ ✐t t♦ ❛ t❛❝t✐❝
❢♦r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥
✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥t♦ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡s✳

✹✳✶✳✶ ■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❧❡♠♠❛ t♦ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣✱ ❛♥❞✴♦r ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣
✐t✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❧❡♠♠❛ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✈✐❡✇ ❧❡♠♠❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡
❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ❢r❡q✉❡♥t t♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡
❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢✮ ❛ ❢❛❝t✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢❛❝t
✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✈❡ ✿ ❴ ❂❃ ❴ s✇✐t❝❤❡s✱ ❧✐❦❡
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝r✐♣t✱ ✇❤❡r❡ ⑤⑤ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥
❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✿

❱❛r✐❛❜❧❡s P ◗ ✿ ❜♦♦❧ ✲❃ Pr♦♣✳

❍②♣♦t❤❡s✐s P✷◗ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❛ ❜✱ P ✭❛ ⑤⑤ ❜✮ ✲❃ ◗ ❛✳

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ❛✱ P ✭❛ ⑤⑤ ❛✮ ✲❃ ❚r✉❡✳

♠♦✈❡❂❃ ❛ ❍P❛❀ ♠♦✈❡✿ ④❍P❛⑥✭P✷◗ ❴ ❴ ❍P❛✮ ❂❃ ❍◗❛✳

✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❍P❛ ✿ P ❛ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❍◗❛ ✿ ◗ ❛✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✈✐❡✇ ❧❡♠♠❛ ✐s P✷◗✳
❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s s♦ ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t t❤❡ t❛❝t✐❝ s❤❡❧❧ ❤❛s s♣❡❝✐✜❝ s②♥t❛① ❢♦r ✐t✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝r✐♣ts✿

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ❛✱ P ✭❛ ⑤⑤ ❛✮ ✲❃ ❚r✉❡✳

♠♦✈❡❂❃ ❛ ❍P❛❀ ♠♦✈❡✴P✷◗✿ ❍P❛ ❂❃ ❍◗❛✳

♦r ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❧②✿

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ❛✱ P ✭❛ ⑤⑤ ❛✮ ✲❃ ❚r✉❡✳

♠♦✈❡❂❃ ❛❀ ♠♦✈❡✴P✷◗❂❃ ❍◗❛✳

❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r s❝r✐♣t s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❛ ❢❛❝t
✭❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✮✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ t❛❝t✐❝❛❧ ✬✿✬ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❤♦✇
t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ t♦♣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦❛❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇✐❧❞❝❛r❞s t♦
❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ ❧❡♠♠❛ t♦ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
❤❛s t❤✐s t✐♠❡ ❜❡❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞✳

❚❤❡ ✈✐❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ t❛❝t✐❝✿

❱❛r✐❛❜❧❡s P ◗✿ ❜♦♦❧ ✲❃ Pr♦♣✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ◗✷P ✿ ❢♦r❛❧❧ ❛ ❜✱ ◗ ✭❛ ⑤⑤ ❜✮ ✲❃ P ❛ ❭✴ P ❜✳

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ❛ ❜✱ ◗ ✭❛ ⑤⑤ ❜✮ ✲❃ ❚r✉❡✳

♠♦✈❡❂❃ ❛ ❜❀ ❝❛s❡✴◗✷P❂❃ ❬❍P❛ ⑤ ❍P❜❪✳

❝r❡❛t❡s t✇♦ ♥❡✇ s✉❜❣♦❛❧s ✇❤♦s❡ ❝♦♥t❡①ts ♥♦ ♠♦r❡ ❝♦♥t❛✐♥ ❍◗ ✿ ◗ ✭❛ ⑤⑤ ❜✮✱
❜✉t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❍P❛ ✿ P ❛ ❛♥❞ ❍P❜ ✿ P ❜✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇ t❛❝t✐❝ ♣❡r❢♦r♠s✿

♠♦✈❡❂❃ ❛ ❜ ❍◗❀ ❝❛s❡✿ ④❍◗⑥✭◗✷P ❴ ❴ ❍◗✮ ❂❃ ❬❍P❛ ⑤ ❍P❜❪✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✷✸

❚❤❡ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✴ ✈✐❡✇ s✇✐t❝❤ ✐s t❤❡ ✈✐❡✇ ❧❡♠♠❛✳ ❆♥② t❡r♠
❝♦❡r❝✐♥❣ t♦ ❛ ♣r♦❞✉❝t t②♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✈✐❡✇ ❧❡♠♠❛✳

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❡ ❤❛✈❡ s♦ ❢❛r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛✲
t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✈✐❡✇ ❧❡♠♠❛s ♥❡❡❞ ♥♦t t♦ ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ✈✐❡✇
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣♦❛❧✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s❝r✐♣t✿

❱❛r✐❛❜❧❡s P ◗✿ ❜♦♦❧ ✲❃ Pr♦♣✳

❍②♣♦t❤❡s✐s P◗❡q✉✐✈ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❛ ❜✱ P ✭❛ ⑤⑤ ❜✮ ❁✲❃ ◗ ❛✳

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ❛ ❜✱ P ✭❛ ⑤⑤ ❜✮ ✲❃ ❚r✉❡✳

♠♦✈❡❂❃ ❛ ❜❀ ♠♦✈❡✴P◗❡q✉✐✈❂❃ ❍◗❛❜✳

❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✳
❚❤❡ ✈✐❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ✐♥s❡rt ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛ ✈✐❡✇ ❤✐♥t t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡

❞♦✉❜❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛st s❝r✐♣t ✐s ✐♥
❢❛❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ❛ ❜✱ P ✭❛ ⑤⑤ ❜✮ ✲❃ ❚r✉❡✳

♠♦✈❡❂❃ ❛ ❜❀ ♠♦✈❡✴✭✐❢❢▲❘ ✭P◗❡q✉✐✈ ❴ ❴✮✮✳

✇❤❡r❡✿

▲❡♠♠❛ ✐❢❢▲❘ ✿ ❢♦r❛❧❧ P ◗✱ ✭P ❁✲❃ ◗✮ ✲❃ P ✲❃ ◗✳

✹✳✶✳✷ ❙♣❡❝✐❛❧✐③✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ ❧❡♠♠❛ ✐s ❛ ✇✐❧❞❝❛r❞ ✐s ✉s❡❞
t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜② s♣❡❝✐❛❧✐③✐♥❣ ✐t✳ ❚❤❡ ✈✐❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❡♥❝❡ ♦✛❡rs
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❝r✐♣t✿

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ③✱ ✭❢♦r❛❧❧ ① ②✱ ① ✰ ② ❂ ③ ✲❃ ③ ❂ ①✮ ✲❃ ③ ❂ ✵✳

♠♦✈❡❂❃ ③❀ ♠♦✈❡✴✭❴ ✵ ③✮✳

❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❣♦❛❧ ✐♥t♦✿

✭✵ ✰ ③ ❂ ③ ✲❃ ③ ❂ ✵✮ ✲❃ ③ ❂ ✵

✹✳✶✳✸ ■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❣♦❛❧s

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♦❢t❡♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❛ ❣♦❛❧ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐t ✐♥t♦
❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈✐❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❤❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧
s②♥t❛① ❛♣♣❧②✴ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❣♦❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞
❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ st❡♣s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛❝t✐❝✳

❲✐t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝r✐♣t✱ ✇❤❡r❡ ⑦⑦ ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♥❡❣❛t✐♦♥✿

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ❛✱ P ✭✭⑦⑦ ❛✮ ⑤⑤ ❛✮✳

♠♦✈❡❂❃ ❛❀ ❛♣♣❧②✴P◗❡q✉✐✈✳

tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❣♦❛❧ ✐♥t♦ ◗ ✭⑦⑦ ❛✮✱ ❛♥❞ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ❛✱ P ✭✭⑦⑦ ❛✮ ⑤⑤ ❛✮✳

♠♦✈❡❂❃ ❛❀ ❛♣♣❧②✿ ✭✐❢❢❘▲ ✭P◗❡q✉✐✈ ❴ ❴✮✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✷✹

✇❤❡r❡ ✐❢❢▲❘ ✐s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♦❢ ✐❢❢❘▲ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❆♥② ❙❙❘❡❢❧❡❝t t❡r♠ ✇❤♦s❡ t②♣❡ ❝♦❡r❝❡s t♦ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ ❛s ❛ ✈✐❡✇ ❢♦r ❣♦❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✈✐❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✉♣♣♦rts ❜♦t❤ ❛♣♣❧② ❛♥❞

❡①❛❝t t❛❝t✐❝s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛ ❣♦❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✈✐❡✇ ❝♦♠♠❛♥❞ ❡①❛❝t✴term

s❤♦✉❧❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣♦❛❧ ♦r ✐t ❢❛✐❧s✳

✹✳✶✳✹ ❚❤❡ r❡❢❧❡❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡

❚♦ ❣❡t ❛❧❧ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ r❡❢❧❡❝t t♦ r❡❧❛t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
❇♦♦❧❡❛♥s✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ r❡❢❧❡❝t ✭P✿ Pr♦♣✮✿ ❜♦♦❧ ✲❃ ❚②♣❡ ✿❂

⑤ ❘❡❢❧❡❝t❴tr✉❡✿ P ❂❃ r❡❢❧❡❝t P tr✉❡

⑤ ❘❡❢❧❡❝t❴❢❛❧s❡✿ ⑦P ❂❃ r❡❢❧❡❝t P ❢❛❧s❡✳

❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✭r❡❢❧❡❝t P ❜✮ ❛ss❡rts t❤❛t ✭✐s❴tr✉❡ ❜✮ ❛♥❞ P ❛r❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ❛♥❞P✿ ❢♦r❛❧❧ ❜✶ ❜✷ ✿ ❜♦♦❧✱ r❡❢❧❡❝t ✭❜✶ ✴❭ ❜✷✮ ✭❜✶ ✫✫ ❜✷✮✳

r❡❧❛t❡s t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✫✫ t♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡ ✴❭✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛♥❞P✱
❜✶ ❛♥❞ ❜✷ ❛r❡ t✇♦ ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜✶ ✴❭ ❜✷ ❤✐❞❡s t✇♦
❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✶ ❛♥❞ ❜✷ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❜✶ ✴❭ ❜✷ ♦r ❛s
❜✶ ✫✫ ❜✷✳

❊①♣r❡ss✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s ♠❛❦❡s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ r❡✇r✐t❛❜❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❈♦q✬s ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈♦q ❛s✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✐❢❢ ✭❆ ❇ ✿ Pr♦♣✮ ✿❂ ✭❆ ✲❃ ❇✮ ✴❭ ✭❇ ✲❃ ❆✮✳

✇❤❡r❡ ✴❭ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✭❆ ❇ ✿ Pr♦♣✮ ✿ Pr♦♣ ✿❂

❝♦♥❥ ✿ ❆ ✲❃ ❇ ✲❃ ❛♥❞ ❆ ❇

❚❤✐s ♠❛❦❡s ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❛② ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♣r♦♣❡rt② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ❛♥❞❊✿ ❢♦r❛❧❧ ❜✶ ❜✷✱ ✭❜✶ ✴❭ ❜✷✮ ❁✲❃ ✭❜✶ ✫✫ ❜✷✮✳

❧❡t ✉s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❛♥❞❊ ❛♥❞ ❛♥❞P ♦♥ ❛ ❣♦❛❧✿

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ❜✶ ❜✷✱ ✐❢ ✭❜✶ ✫✫ ❜✷✮ t❤❡♥ ❜✶ ❡❧s❡ ⑦⑦✭❜✶⑤⑤❜✷✮✳

❊①♣r❡ss✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❢❧❡❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❤❡♥❝❡ ❛ ✈❡r②
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❜② ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
r❡❢❧❡❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛❧❧♦✇s ♠♦r❡♦✈❡r t♦ ♣r♦❣r❛♠ r✐❝❤ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ ✐ts t✇♦
❝♦♥str✉❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✉r✐♥❣ ❞❡str✉❝t✐♦♥
✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❡①❡r❝✐s❡s ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮ ✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ st②❧❡ ❣✐✈❡s ❢❛r
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛♥ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✭❞♦✉❜❧❡✮ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆ ♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ✐s t♦ ♣♦st✜① t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✈✐❡✇ ❧❡♠♠❛s
✇✐t❤ P✿ ♦rP r❡❧❛t❡s ⑤⑤ ❛♥❞ ❭✴✱ ♥❡❣P r❡❧❛t❡s ⑦⑦ ❛♥❞ ⑦✱ ❡t❝✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✷✺

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✶✳✶ ❙t❛t❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ t✉t♦❴♦rP✳ Pr♦✈❡ ❧❡♠♠❛s t✉t♦❴❛♥❞P ❛♥❞
t✉t♦❴♦rP✳

❚❤❡ ✈✐❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❢❧❡❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ s❝r✐♣t

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ❛ ❜ ✿ ❜♦♦❧✱ ❛ ✲❃ ❜ ✲❃ ❛ ✴❭ ❜✳

♠♦✈❡❂❃ ❛ ❜ ❍❛ ❍❜❀ ❛♣♣❧②✴❛♥❞P✳

❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❣♦❛❧ ❛ ✴❭ ❜ t♦ ❛ ✫✫ ❜ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ s❝r✐♣t

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ❛ ❜ ✿ ❜♦♦❧✱ ❛ ✴❭ ❜ ✲❃ ❛✳

♠♦✈❡❂❃ ❛ ❜❀ ♠♦✈❡✴❛♥❞P✳

❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❣♦❛❧ ❛ ✴❭ ❜ ✲❃ ❛ ✐♥t♦ ❛ ✫✫ ❜ ✲❃ ❛ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✮✳
❚❤❡ s❛♠❡ t❛❝t✐❝s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❝❤❛♥❣✲

✐♥❣ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✈✐❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❣✉❡ss❡s t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ♦❢ t❤❡ r❡❢❧❡❝t

♣r❡❞✐❝❛t❡ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳

✹✳✶✳✺ ■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s

❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧② ❡q✉❛❧ ❇♦♦❧❡❛♥ t❡r♠s✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤❡❧♣s t❤❡ ✉s❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡♠ ❛s
❧♦❣✐❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❝♦❡r❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥s✮✱ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s✳

❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ✈✐❡✇s ✐s✿

❛♣♣❧②✴〈t❡r♠〉l✴〈t❡r♠〉r✳

❚❤❡ t❡r♠ 〈t❡r♠〉l ✐s t❤❡ ✈✐❡✇ ❧❡♠♠❛ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
❡q✉❛❧✐t②✱ 〈t❡r♠〉r ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✈✐❡✇✿

▲❡♠♠❛ ✐❞P ✿ r❡❢❧❡❝t ❜✶ ❜✶✳

✐s ✉s❡❢✉❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

❛♣♣❧②✴✐❞P✴✐❞P✳

tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❣♦❛❧ ⑦⑦ ✭❜✶ ⑤⑤ ❜✷✮❂ ❜✸ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜❣♦❛❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ⑦⑦ ✭❜✶

⑤⑤ ❜✷✮✲❃ ❜✸ ❛♥❞ ❜✸ ✲❃ ⑦⑦ ✭❜✶ ⑤⑤ ❜✷✮✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❣♦❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r ♠❛② ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

❛♣♣❧②✴♥♦rP✴✐❞P✳

❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣♦❛❧ ⑦⑦ ✭❜✶ ⑤⑤ ❜✷✮❂ ❜✸ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s✉❜❣♦❛❧s ⑦⑦ ❜✶ ✴❭

⑦⑦ ❜✷ ✲❃ ❜✸ ❛♥❞ ❜✸ ✲❃ ⑦⑦ ❜✶ ✴❭ ⑦⑦ ❜✷✳

✹✳✶✳✻ Pr♦✈✐♥❣ r❡❢❧❡❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹ ❛❞✈♦❝❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♣r♦✈❡
s✉❝❤ r❡❢❧❡❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❤❛❞ s♦ ❢❛r ♥♦ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡ t❤❛♥ ❛ ♥❛✐✈❡ ❝❛s❡

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✷✻

❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣
❡❧❡♠❡♥t❛r② r❡❢❧❡❝t st❛t❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❛♥❞P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ♣r♦✈✐♥❣
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ st❛t❡♠❡♥ts✱ t❤✐s r❡♠❛✐♥s ❛ ✈❛❧✐❞ str❛t❡❣②✱ ❜✉t ❛ ✈❡r②
✐♥❡✣❝✐❡♥t ♦♥❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♥❡✈❡r ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s✳
❚❤❡ ✉s❡r ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❡①♣❡❝ts t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜② t❤❡ ✉s✉❛❧
❞♦✉❜❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✇✐ss ❦♥✐❢❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ r❡❢❧❡❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ✐s ✐♥ ❢❛❝t
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s✐t✐✈✐t② r❡s✉❧t✿

▲❡♠♠❛ ✐❢❢P ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭P ◗ ✿ Pr♦♣✮ ✭❜ ✿ ❜♦♦❧✮✱

r❡❢❧❡❝t P ❜ ✲❃ ✭P ✲❃ ◗✮ ✲❃ ✭◗ ✲❃ P✮ ✲❃ r❡❢❧❡❝t ◗ ❜✳

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✶✳✷ Pr♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ t✉t♦❴✐❢❢P ❜② ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥
✈❛❧✉❡ ❜✳ ❘❡tr② t❤❡ ♣r♦♦❢✱ t❤✐s t✐♠❡ ❜② ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
✭r❡❢❧❡❝t P ❜✮✳

❚❤✐s ❧❡♠♠❛ ❝❤❛♥❣❡s ❛ r❡❢❧❡❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❣♦❛❧ ✭r❡❢❧❡❝t ◗ ❜✮ ❢♦r ❛ ♥❡✇
♦♥❡ ✭r❡❢❧❡❝t P ❜✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ Pr♦♣ st❛t❡♠❡♥ts P ❛♥❞ ◗ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s tr✐✈✐❛❧✿ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❣♦❛❧ ✭r❡❢❧❡❝t ◗ ❜✮

✐♥t♦ ✭r❡❢❧❡❝t ◗ ❜✬✮ ✇✐t❤ ❜ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❜✬ ✐s s✐♠♣❧② r❡✇r✐t✐♥❣ ❜ ✐♥t♦ ❜✬✳ ◆♦✇
r❡❝❛❧❧ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ✐❞P ❧❡♠♠❛ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✺✳ ❋♦r❛❧❧ ✭P ◗ ✿ Pr♦♣✮ ❛♥❞
✭❜ ✿ ❜♦♦❧✮✱ t❤❡ t❡r♠ ✭✐❢❢P P ◗ ❜ ✭✐❞P ❜✮✮ ❤❛s t②♣❡
✭✭❜ ✲❃ ◗✮✲❃ ✭◗ ✲❃ ❜✮✲❃ r❡❢❧❡❝t ◗ ❜✮✳ ❍❡♥❝❡ ♦♥ ❛ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

●♦❛❧ r❡❢❧❡❝t P ❜✳

t❤❡ t❛❝t✐❝✿

❛♣♣❧②✿ ✭✐❢❢P ✐❞P✮✳

❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ t✇♦ s✉❜❣♦❛❧s ✭❜ ✲❃ P✮ ❛♥❞ ✭P ✲❃ ❜✮✱ r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞♦✉✲
❜❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡s s♣❧✐t✳

❚❤❡ ✐❢❢P ❧❡♠♠❛ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛❝❝❡♣ts ❛♥② r❡❢❧❡❝t st❛t❡♠❡♥t ❛s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳
❖♥ ❛ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

●♦❛❧ r❡❢❧❡❝t ✭P✶ ✴❭ P✷✮ ✭❜✶ ✫✫ ❜✷✮✳

t❤❡ t❛❝t✐❝✿

❛♣♣❧②✿ ✭✐❢❢P ❛♥❞P✮✳

❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ t✇♦ s✉❜❣♦❛❧s ✭❜✶ ✴❭ ❜✷ ✲❃ P✶ ✴❭ P✷✮ ❛♥❞ ✭P✶ ✴❭ P✷ ✲❃ ❜✶ ✫✫ ❜✷✮✳

✹✳✷ ❊①❡r❝✐s❡s✿ s❡q✉❡♥❝❡s

❋♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r② ❞❡✜♥❡s ❛ ❝❧♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❈♦q ❧✐st t②♣❡✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ s❡q ✭❚ ✿ ❚②♣❡✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂ ◆✐❧ ⑤ ❈♦♥s ♦❢ ❚ ✫ s❡q ❚✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭s❡❡ ❬❄❪✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

❱❛r✐❛❜❧❡ ✭❚ ✿ ❚②♣❡✮✳

❋✐①♣♦✐♥t s✐③❡ ✭s ✿ s❡q ❚✮ ✿❂

✐❢ s ✐s ❴ ✿✿ s✬ t❤❡♥ ✭s✐③❡ s✬✮✳✰✶ ❡❧s❡ ✵✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✷✼

t❛❦✐♥❣ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡
✭s❡❡ ❬❄❪✮✳

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✶ Pr♦❣r❛♠ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t✉t♦❴❝❛t ❝❛t❡♥❛t✐♥❣ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s✳
❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝❛t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q ❧✐❜r❛r② ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✰✰ ✐♥✜①

♥♦t❛t✐♦♥✳ Pr♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s✐③❡❴❝❛t ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❆ ✿ ❚②♣❡✮ ✭s✶ s✷ ✿ s❡q ❆✮✱

s✐③❡ ✭s✶ ✰✰ s✷✮ ❂ s✐③❡ s✶ ✰ s✐③❡ s✷✳

Pr♦❣r❛♠ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t✉t♦❴❧❛st✱ s✉❝❤ t❤❛t
✭t✉t♦❴❧❛st ❆ ✭① ✿ ❆✮✭s ✿ s❡q ❆✮✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ❧❛st ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ s ✐❢ s ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ r❡t✉r♥s ①✳ Pr♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❧❛st❴❝❛t ✿ ❢♦r❛❧❧ ① s✶ s✷✱

❧❛st ① ✭s✶ ✰✰ s✷✮ ❂ ❧❛st ✭❧❛st ① s✶✮ s✷✳

Pr♦❣r❛♠ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t✉t♦❴t❛❦❡ ✭r❡s♣✳ t✉t♦❴❞r♦♣✮✱ ♦❢ t②♣❡✿

❢♦r❛❧❧ ❆ ✿ ❚②♣❡✱ ♥❛t ✲❃ s❡q ❆ ✲❃ s❡q ❆⑥✱

s✉❝❤ t❤❛t ✭t✉t♦❴t❛❦❡ ♥ s✮ ✭r❡s♣✳ ✭t✉t♦❴❞r♦♣ ♥ s✮✮ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ s
♦❢ s✐③❡ ♥ ✭r❡s♣✳ t❤❡ ♣♦st✜① ♦❢ s s❦✐♣♣✐♥❣ t❤❡ ♥ ✜rst ❡❧❡♠❡♥ts✮✱ ✇✐t❤ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡
s ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❡♠♣t② s❡q✉❡♥❝❡ ❬✿✿❪✮✳ Pr♦✈❡✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❝❛t❴t❛❦❡❴❞r♦♣ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ✭s ✿ s❡q ❆✮✱

t❛❦❡ ♥✵ s ✰✰ ❞r♦♣ ♥✵ s ❂ s✳

Pr♦❣r❛♠ t❤❡ t✉t♦❴r♦t ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ✭t✉t♦❴r♦t ♥ s✮ ✐s t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❡r✲
♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s ♦❢ ♦r❞❡r ♥✳ Pr♦✈❡ t❤❛t✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴r♦t❴❛❞❞♥ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ♠ ♥ ✭s ✿ s❡q ❆✮✱

♠ ✰ ♥ ❁❂ s✐③❡ s ✲❃ r♦t ✭♠ ✰ ♥✮ s ❂ r♦t ♠ ✭r♦t ♥ s✮✳

❋♦r t❤✐s ❧❛st ♣r♦♦❢✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ ❧❡♠♠❛s ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞
✐♥ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡✳ ❯s❡ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❙❡❛r❝❤ ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts
②♦✉ ♥❡❡❞✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❛❧s♦ tr② t♦ ❣✉❡ss t❤❡✐r ♥❛♠❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t
♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❈❤❡❝❦ ②♦✉r ❣✉❡ss❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✮✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st❛rt ♣r♦✈✐♥❣
s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝ r❡s✉❧ts✳

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✷ Pr♦❣r❛♠ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t✉t♦❴❝♦✉♥t ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳

Pr♦✈❡ t❤❛t✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❝♦✉♥t❴♣r❡❞❯■ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❛✶ ❛✷ s✱

❝♦✉♥t ✭♣r❡❞❯ ❛✶ ❛✷✮ s ✰ ❝♦✉♥t ✭♣r❡❞■ ❛✶ ❛✷✮ s

❂ ❝♦✉♥t ❛✶ s ✰ ❝♦✉♥t ❛✷ s✳

✇❤❡r❡ ♣r❡❞❯ ✐s t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ✐ts t✇♦ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ♣r❡❞■ ✐s
t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts t✇♦ ❛r❣✉♠❡♥ts✳

▲♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✐❧t❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ Pr♦✈❡ t❤❛t✿

▲❡♠♠❛ ❝♦✉♥t❴❢✐❧t❡r ✿ ❢♦r❛❧❧ ❛ s✱ ❝♦✉♥t ❛ s ❂ s✐③❡ ✭❢✐❧t❡r ❛ s✮✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❞❡✲
❝✐❞❛❜❧❡ ♣❛t❤s✿

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✷✽

❋✐①♣♦✐♥t ♣❛t❤ ✭❚ ✿ ❚②♣❡✮✭❡ ✿ r❡❧ ❚✮ ① ✭♣ ✿ s❡q ❚✮ ④str✉❝t ♣⑥ ✿❂

✐❢ ♣ ✐s ② ✿✿ ♣✬ t❤❡♥ ❡ ① ② ✫✫ ♣❛t❤ ② ♣✬ ❡❧s❡ tr✉❡✳

✇❤❡r❡ r❡❧ ❚ ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ❇♦♦❧❡❛♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❚✳ ◆♦✇ ❧❡t ✉s st❛t❡ ♦✉r ✜rst ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ♣❛t❤P ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❚②♣❡✮✭❡ ✿ r❡❧ ❚✮✭① ✿ ❚✮✭♣ ✿ ♣❛t❤ ❚✮ ①✵✱

r❡❢❧❡❝t

✭❢♦r❛❧❧ ✐✱ ✐ ❁ s✐③❡ ♣ ✲❃ ❡ ✭♥t❤ ①✵ ✭① ✿✿ ♣✮ ✐✮ ✭♥t❤ ①✵ ♣ ✐✮✮

✭♣❛t❤ ① ♣✮✳

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✸ Pr♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ t✉t♦❴♣❛t❤P ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤✳

✹✳✸ ❊①❡r❝✐s❡s✿ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧✐t✐❡s

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t②♣❡ ✇✐t❤ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ str✉❝✲
t✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q ❉❡❝✐❞❛❜❧❡❚②♣❡

❧✐❜r❛r②✱ ❛ t②♣❡ ✇❤♦s❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❡q✉❛❧✐t② ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐s ❤❡♥❝❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜②✿

P❛r❛♠❡t❡r ❡q❴❞❡❝ ✭❚ ✿ ❚②♣❡✮ ✿ ❢♦r❛❧❧ ① ② ✿ ❚✱

④① ❂ ②⑥ ✰ ④⑦ ✭① ❂ ②✮⑥✳

❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭❡q❴❞❡❝ ① ②✮ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭① ❂ ②✮✱ ❤❡♥❝❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡❢t
❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s✉♠✱ ♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ⑦✭① ❂ ②✮✱ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❆ s✉♠
t②♣❡ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♥str✉❝t♦r ✭♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐❞❡✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥
♣❡r❢♦r♠ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭❡q❴❞❡❝ ① ②✮✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡
❡q✉❛❧✐t② ♦r ❞✐s✲❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ① ❛♥❞ ②✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤✱ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢
t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤✐s ❜r❛♥❝❤ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t♦r✳

❙♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢❛✈♦rs t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✉❝❤
s✉♠❴❜♦♦❧ t②♣❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉♥❧✐❦❡ s✉♠ t②♣❡s✱ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❧❡t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ st❡♣s t❤❛t ♦♥❧② r❡❧②
♦♥ tr✉t❤ t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❉❡❝✐❞❛❜❧❡❚②♣❡ ✐s ♥❛♠❡❞
❡q❚②♣❡✱ ❛♥❞ ✐ts t❤❡♦r② ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡qt②♣❡ ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤❡ ❡q❚②♣❡ str✉❝t✉r❡
❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢✹ ❛s✿

▼♦❞✉❧❡ ❊q✉❛❧✐t②✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❛①✐♦♠ ❚ ❡ ✿❂ ❢♦r❛❧❧ ① ② ✿ ❚✱ r❡❢❧❡❝t ✭① ❂ ②✮ ✭❡ ① ②✮✳

❘❡❝♦r❞ ♠✐①✐♥ ✭❚ ✿ ❚②♣❡✮ ✿❂ ▼✐①✐♥ ④

♦♣ ✿ r❡❧ ❚❀

❴ ✿ ❛①✐♦♠ ♦♣

⑥✳

❘❡❝♦r❞ t②♣❡ ✿❂ P❛❝❦ ④

s♦rt ✿❃ ❚②♣❡❀

♠✐①✐♥❴♦❢ ✿ ♠✐①✐♥ s♦rt

❊♥❞ ❊q✉❛❧✐t②✳

✹❋♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ▼♦r❡ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❄❪

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✷✾

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ s✐❣♠❛ t②♣❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❛ t②♣❡ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ + s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛rt ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠✐①✐♥✳ ❚❤❡
❛❝t✉❛❧ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q❚②♣❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❞❡✜♥❡❞ ❡q❴♦♣ ♦♣❡r❛t♦r✿

❡q❴♦♣ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❚ ✿ ❡q❚②♣❡✱ r❡❧ ❚

✇❤✐❝❤ ❡♥❥♦②s s♦♠❡ ✐♥✜① ♥♦t❛t✐♦♥s✿ ✭❡q❴♦♣ ① ②✮ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✭① ❂❂ ②✮✱ ❛♥❞
✭⑦⑦ ✭① ❂❂ ②✮✮ ❜② ✭① ✦❂ ②✮✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❞❡str✉❝t✐♥❣ ❚✱ ❛♥❞ ✐ts
♠✐①✐♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡qP ❝♦♥st❛♥t✿

❡qP ✿ ❢♦r❛❧❧ ❚ ✿ ❡q❚②♣❡✱ ❊q✉❛❧✐t②✳❛①✐♦♠ ❡q❴♦♣

✇❤✐❝❤ ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❧❡♠♠❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✸✳✶ Pr♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❡q①① ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❡q❚②♣❡✮ ✭① ✿ ❚✮✱ ① ❂❂ ①✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♣r❡❞❯✶❧ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❡q❚②♣❡✮ ✭① ② ✿ ❚✮ ✭❜ ✿ ❜♦♦❧✮✱

① ❂ ② ✲❃ ✭① ❂❂ ②✮ ⑤⑤ ❜✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♣r❡❞❉✶P ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❡q❚②♣❡✮ ✭① ② ✿ ❚✮ ✭❜ ✿ ❜♦♦❧✮✱

r❡❢❧❡❝t ✭① ❁❃ ② ✴❭ ❜✮ ✭✭① ✦❂ ②✮ ✫✫ ❜✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❡q❱♥❡q ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❡q❚②♣❡✮ ✭① ② ✿ ❚✮✱ ④① ❂ ②⑥ ✰ ④①

✦❂ ②⑥✳

❍✐♥t✿ ❈♦♥s✐❞❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❣♦❛❧ ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
❘❡♠❛r❦ ✿ tr② st❛rt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡q❱♥❡q ❜② t❤❡ t❛❝t✐❝✿

♠♦✈❡❂❃ ❚ ① ②❀ ❝❛s❡✿ ❡qP✳

❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s❄

❘❡♠❛r❦✿ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ✭❡q❴❞❡❝ ① ②✮ ✐s t❤❡♥ s✐♠♣❧②
❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✭① ❂❂ ②✮✳ ❇✉t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦
♣❡r❢♦r♠ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ✭❡qP ① ②✮✿ ♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ❘❡❢❧❡❝t❴tr✉❡ ❡q❴①②

✇❤❡r❡ ✭❡q❴①② ✿ ① ❂ ②✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤ ❘❡❢❧❡❝t❴❢❛❧s❡ ♥❡q❴①② ✇❤❡r❡
✭♥❡q❴①② ✿ ⑦✭① ❂ ②✮✮✳

❇❡s✐❞❡s ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡♥t t♦ ▲❡✐❜♥✐③ ❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥
r❡❧❛t✐♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡q❚②♣❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐ts ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②✳
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡✐r ❡q✉❛❧✐t②
♣r♦♦❢s✿

❚❤❡♦r❡♠ ❡q❴✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❡q❚②♣❡✮ ✭① ② ✿ ❚✮✱

❢♦r❛❧❧ ✭❡✶ ❡✷ ✿ ① ❂ ②✮✱ ❡✶ ❂ ❡✷✳

❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡ ♥❛t ❛♥❞ ❜♦♦❧ t②♣❡s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s
t❤❡♦r❡♠✳ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r♦♦❢ ✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
s✐❣♠❛ t②♣❡s ✇✐t❤ ❇♦♦❧❡❛♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✸✵

✺ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜② ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s

✺✳✶ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡s

❚❤❡ t②♣❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦r ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠✲
♣r✐s❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t②♣❡s ✭✉s✉❛❧❧② ♦♥❧② ♦♥❡✮✱ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
t②♣❡✭s✮✱ ❛♥❞ ❛①✐♦♠s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✲❛s✲
t②♣❡s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈♦q✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐✲
❢♦r♠❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✿ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t②♣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✭❛❧s♦ ❛ ✏t②♣❡✑✮ ♦❢ ❛①✲
✐♦♠s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❡①❡r❝✐s❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ s♦ ❢❛r✱ t②♣❡s✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞
❛①✐♦♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✉♥❜✉♥❞❧❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
❱❛r✐❛❜❧❡s✱ P❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♠♠❛♥❞s✳

❲❤✐❧❡ t❤✐s ✉♥❜✉♥❞❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠❛①✐♠❛❧ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ✐t ❛❧s♦ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣r♦❧✐❢✲
❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❛t ✐s r❛♣✐❞❧② ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡✱
s✉❝❤ ❛s ❛ r✐♥❣✱ ✐♥✈♦❧✈❡s ❤❛❧❢ ❛ ❞♦③❡♥ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛①✐♦♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r
s✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥❡st❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r t❤❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ t❤❡
❝❤❛r♣♦❧② ❧✐❜r❛r②✱ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧✮ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
r✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r t❤❡ r✐♥❣ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ♦✈❡r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r✐♥❣✳
❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❣r♦✇s ❛s Cn✱ ✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ n ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♥❡st✐♥❣ ❞❡♣t❤✳ ❋♦r
❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ C = 15 ❛♥❞ n = 3✱ ❛♥❞ t❤✉s t❡r♠s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ✉s❡r✲❧❡✈❡❧ t❛❝t✐❝s
❛r❡ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛♥ ♥♦t ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳

❚❤✉s✱ ❛t t❤❡ ✈❡r② ❧❡❛st✱ r❡❧❛t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛①✐♦♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛❝❦❡❞ ✉s✐♥❣
❈♦q✬s ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❝♦r❞s ✭Σ✲t②♣❡s✮✳ ❍❡r❡ ✐s ❛ t♦② ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
❣r♦✉♣✿

❘❡❝♦r❞ ③♠♦❞✉❧❡❴♠✐①✐♥ ✭❚ ✿ ❚②♣❡✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂ ❩♠♦❞✉❧❡▼✐①✐♥ ④

③❡r♦ ✿ ❚❀

♦♣♣ ✿ ❚ ✲❃ ❚❀

❛❞❞ ✿ ❚ ✲❃ ❚ ✲❃ ❚❀

❛❞❞❆ ✿ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛❞❞❀

❛❞❞❈✿ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛❞❞❀

❛❞❞♠✵ ✿ ❧❡❢t❴✐❞ ③❡r♦ ❛❞❞❀

❛❞❞✵♠ ✿ ❧❡❢t❴✐♥✈❡rs❡ ③❡r♦ ♦♣♣ ❛❞❞

⑥✳

❘❡❝♦r❞ ③♠♦❞✉❧❡ ✿ ❚②♣❡ ✿❂ ❩♠♦❞✉❧❡ ④

❝❛rr✐❡r ✿❃ ❚②♣❡❀

s♣❡❝ ✿ ③♠♦❞✉❧❡❴♠✐①✐♥ ❝❛rr✐❡r

⑥✳

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ③♠♦❞✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ s✐❣♠❛ t②♣❡ ♣❛❝❦✐♥❣
❝❛rr✐❡r t②♣❡ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ③♠♦❞✉❧❡❴♠✐①✐♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❇♦♦❧❡❛♥s ❝❛♥ ❜❡
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ str✉❝t✉r❡ ✭✇✐t❤ ❛ ①♦r ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐t② ❛s ♦♣♣♦s✐t❡✮✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡▼✐①✐♥ ✿❂ ❩♠♦❞✉❧❡▼✐①✐♥ ❛❞❞❜❆ ❛❞❞❜❈ ❛❞❞❋❜

❛❞❞❜❜✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡ ✿❂ ❩♠♦❞✉❧❡ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡▼✐①✐♥✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✸✶

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r ✜rst ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡❴♠✐①✐♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ❜♦♦❧✱ ❢❛❧s❡✱ ✭❅✐❞ ❜♦♦❧✮ ❛♥❞ ❛❞❞❜ ✭s❡❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❅ ✢❛❣ ✐♥ ❛♥✲
♥❡① ✼✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✿❃ s②♠❜♦❧ ❛❢t❡r t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✜❡❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡
❝❛rr✐❡r ✿ ③♠♦❞✉❧❡ ✲❃ ❚②♣❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❞❡❝❧❛r❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢② ❛s ❛ ❝♦✲

❡r❝✐♦♥✳ ❘❡♠❡♠❜❡r ❝♦❡r❝✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s✉❜t②♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ t❤❡
❈♦q s②st❡♠✳ ❚❤❡② ❛r❡ s✐❧❡♥t❧② ✐♥s❡rt❡❞ ❛t t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞✿

❱❛r✐❛❜❧❡ ❜ ✿ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡✳

✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡ ✐s ♥♦t ❛ t②♣❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞

❈❤❡❝❦ ❜✳

❛♥s✇❡rs ❜ ✿ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❨❡t ✐❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡r❝✐♦♥
❞✐s♣❧❛② ✐s s❡t ❜② t❤❡ ✈❡r♥❛❝✉❧❛r ❝♦♠♠❛♥❞✿

❙❡t Pr✐♥t✐♥❣ ❈♦❡r❝✐♦♥s✳

t❤❡ ❛♥s✇❡r ♦❢ ❈❤❡❝❦ ❜❡❝♦♠❡s ❜ ✿ ❝❛rr✐❡r ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡✳ ❖♥❝❡ t❤✐s str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❤❛♥❞② ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ t❤❡♦r② ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ③♠♦❞✉❧❡✳ ❲❡ ✜rst ♥❡❡❞ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡st❡❞ r❡❝♦r❞s✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ③♠❛❞❞ ✭❩ ✿ ③♠♦❞✉❧❡✮ ✿❂ ❛❞❞ ✭s♣❡❝ ❩✮✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥✜① ♥♦t❛t✐♦♥✿

◆♦t❛t✐♦♥ ✧① ❭✰ ②✧ ✿❂ ✭❅③♠❛❞❞ ❴ ① ②✮✭❛t ❧❡✈❡❧ ✺✵✱❧❡❢t

❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✮✳

✇❤❡r❡ ❴ ✐s ❛ ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r ❢♦r ❛♥ ✐♥❤❛❜✐t❛♥t ♦❢ ③♠♦❞✉❧❡ t♦ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② st❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡s✉❧t✿

▲❡♠♠❛ ③♠❛❞❞❆❈ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭♠ ✿ ③♠♦❞✉❧❡✮✭① ② ③ ✿ ♠✮✱

① ❭✰ ② ❭✰ ③ ❂ ① ❭✰ ③ ❭✰ ②✳

❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✶✳✶ Pr♦✈❛ t❤❛t ③♠❛❞❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ Pr♦✈❡
❧❡♠♠❛ ③♠❛❞❞❆❈✳ ❘❡❢❡r t♦ ❬❄❪ ❢♦r t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t r❡✇r✐t❡

t❛❝t✐❝ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥ s❡❧❡❝t✐♦♥✮✳

❆❜str❛❝t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡♦r❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ s❤❛r❡❞ ❜② ❡✈❡r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ♦✉r t♦② ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❤❡♥❝❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦✈❡r ❇♦♦❧❡❛♥s
t♦ ✐♥❤❡r✐t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✜① ✰ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ③♠❛❞❞❆❈✳ ❇✉t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞✿

❈❤❡❝❦ ❢❛❧s❡ ❭✰ tr✉❡✳

❢❛✐❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡✿

❊rr♦r✿ ❚❤❡ t❡r♠ ✧❢❛❧s❡✧ ❤❛s t②♣❡ ✧❜♦♦❧✧ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦

❤❛✈❡

t②♣❡ ✧❝❛rr✐❡r ❄✶✺✧✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✸✷

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢❛❧s❡ ✰ tr✉❡ ✐s ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❅③♠❛❞❞ ❴ tr✉❡ ❢❛❧s❡✱
✇❤❡r❡ ❴ ✐s ❛ ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r ❢♦r ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t②♣❡ ③♠♦❞✉❧❡✳ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞
❤❡♥❝❡ ✉♥✐❢② t❤❡ t②♣❡ ❜♦♦❧ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts tr✉❡ ❛♥❞ ❢❛❧s❡ ✇✐t❤ ✭❝❛rr✐❡r ❄✮

✇❤❡r❡ ❄ ❤❛s t②♣❡ ③♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② ❢♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❣✉❡ss t❤❛t t❤❡ ❄

❤♦❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡✳
❍♦✇❡✈❡r ❈♦q s✉♣♣♦rts ❛ ✇❛② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐♥ts t♦ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱

✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❬❄❪✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛❧❧❡❞ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡s ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈♦q ❢♦r q✉✐t❡ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❬❄❪ ❛♥❞ ❡q✉✐♣s t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛
t②♣❡ ❝❧❛ss❡s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬❄❪✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t t❤✐s ❢❡❛t✉r❡
♥♦t❛❜❧② ❡♥❛❜❧❡s ♣r♦♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜② t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❈♦q s②st❡♠✱ ❛♥ ♦t❤❡r
t②♣❡ ❝❧❛ss❡s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ à ❧❛ ❬❄❪ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✲✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❬❄❪ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❜✉t ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞❡♣❡♥❞❡♥t
t②♣❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■t ✐s t❤✐s ❧❛tt❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s ✬❈♦q t②♣❡ ❝❧❛ss❡s✬✳ ■♥ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t st❛t❡✱ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r✐❡s ♦♥❧②
♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ❤✐♥t t♦ ❣✉❡ss t❤❛t ✐❢ ❛ ③♠♦❞✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ♦♥ ❜♦♦❧✱ t❤❡♥
✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡✿

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡✳

❆❢t❡r t❤✐s ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❤❡❝❦ ✭❢❛❧s❡ ✰ tr✉❡✮ ❝♦♠♠❛♥❞ ♥♦ ♠♦r❡ r❛✐s❡s
❛♥ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡ ❜✉t ❛♥s✇❡rs✿ ❢❛❧s❡ ✰ tr✉❡ ✿ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ st♦r❡s s♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❝❛s❡ s♦♠❡
❤♦❧❡s r❡♠❛✐♥ ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s st♦r❡❞ ♣❡r ♥❛♠❡❞ ✜❡❧❞ ✐♥
t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡❝❧❛r✐♥❣ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡ ❛s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥st❛♥❝❡
st♦r❡s t❤❡ ❤✐♥t✿

[ ❝❛rr✐❡r ? ⋍ ❜♦♦❧ ] ⇒ ? = ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡

♣❧✉s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤✐♥t ❢♦r t❤❡ s♣❡❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡✈❡❛❧ ✉s❡❧❡ss ✺✳
❚❤❡ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡ r❛✐s❡❞ ❛t ♦✉r ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ t②♣❡ ❢❛❧s❡ ✰ tr✉❡ ❝♦♠♣❧❛✐♥❡❞
t❤❛t ❢❛❧s❡ ❤❛s t②♣❡ ❜♦♦❧ ❛♥❞ ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t②♣❡ ✭❝❛rr✐❡r ❄✮✳ ◆♦✇
❛❢t❡r t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst ❤✐♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐st ❣✐✈❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ♥♦t ♦♥❧② ❡♥❛❜❧❡ t♦ s❤❛r❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ s❤❛r❡
♣r♦♦❢s✿ ♦♥ t❤❡ ❣♦❛❧

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ① ② ③ ✿ ❜♦♦❧✱ ① ✭✰✮ ② ✭✰✮ ③ ❂ ① ✭✰✮ ③ ✭✰✮ ②✳

✇❤❡r❡ ✭✰✮ ✐s ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ①♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❞❞❜✱ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✿

❛♣♣❧②✿ ③♠❛❞❞❆❈✳

s♦❧✈❡s t❤❡ ❣♦❛❧✻✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ s♣✉r✐♦✉s ❢♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❛
r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ✉s❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ♦❢t❡♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ ❝♦♥❝r❡t❡
✐♥st❛♥❝❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❣♦❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡st ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

●♦❛❧ ❢♦r❛❧❧ ① ② ③ ✿ ❜♦♦❧✱ ① ❭✰ ② ❭✰ ③ ❂ ① ❭✰ ③ ❭✰ ②✳

❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ r❡✢❡❝ts t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠♦r❡ ✐♥tr✐❝❛t❡ ♠♦❞✉❧❛r s✇✐t❝❤❡s✿

✺❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s
❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ♥❛♠❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ ❤✐♥ts ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡ ✉s❡❞✳

✻❋♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✱ ♠❛❦❡ s✉r❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t r❡✇r✐t❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✿ t❛❝t✐❝s t♦
tr✐❣❣❡r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✸✸

❼ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❛❜str❛❝t str✉❝t✉r❡s ❧✐❦❡ ③♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡
♠♦r❡ s✉❜t❧❡ ❝✉rr②✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞✉❧❛r✐t②✱
✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ❛♥❞ s❤❛r✐♥❣ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬❄❪✮✳

❼ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❤❡♦r② ❢♦r ❡❛❝❤ str✉❝t✉r❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❧❡♠♠❛s
❧✐❦❡ ③♠❛❞❞❆❈✳

❼ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❧✐❦❡ ❜♦♦❧❴③♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ♠♦st
♦❢t❡♥ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✳

❼ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r❡s✉❧ts ✭❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s✮ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛t t❤❡ ❛❜str❛❝t ❧❡✈❡❧
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❤✐♥ts✳

✺✳✷ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐s t❤❛t ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❤❛✐♥ s❡✈❡r❛❧
st❡♣s ♦❢ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ❛ Pr♦❧♦❣✲❧✐❦❡ ❡♥❣✐♥❡ ❢♦r ♣r♦♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ▲❡t
✉s st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t②♣❡s ✇✐t❤ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧✐t②✳
❚❤❡ r❡❝♦r❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ♠✐①✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡q❚②♣❡ str✉❝t✉r❡✳

❚♦ ❞❡❝❧❛r❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q❚②♣❡ ♦♥ ❛ t②♣❡ ❚✱ ♦♥❡
♠✉st ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❡✿

✶✳ ❉❡✜♥❡ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t②♣❡ ❚

✷✳ Pr♦✈❡ t❤❛t t❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❡✐❜♥✐③ ❡q✉❛❧✐t②

✸✳ ❇✉✐❧❞ t❤❡ ♠✐①✐♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ❚ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦♦❢

✹✳ ❇✉✐❧❞ t❤❡ ❡q❚②♣❡ str✉❝t✉r❡ ♦♥ ❚

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q❚②♣❡ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❢✉♥ ❴ ❴ ✿ ✉♥✐t ❂❃ tr✉❡✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡
♥❡①t st❡♣s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐st ✐♥✿

▲❡♠♠❛ ✉♥✐t❴❡qP ✿ ❊q✉❛❧✐t②✳❛①✐♦♠ ✭❢✉♥ ❴ ❴ ✿ ✉♥✐t ❂❃ tr✉❡✮✳

Pr♦♦❢✳ ❜② ❞♦ ✷✦❝❛s❡❀ ❧❡❢t✳ ◗❡❞✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✉♥✐t❴❡q▼✐①✐♥ ✿❂ ❊q▼✐①✐♥ ✉♥✐t❴❡qP✳

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ✉♥✐t❴❡q❚②♣❡ ✿❂ ❊q❚②♣❡ ✉♥✐t ✉♥✐t❴❡q▼✐①✐♥✳

❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✶ ❍♦✇ ✇♦✉❧❞ ②♦✉ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q❚②♣❡ ♦♥ t②♣❡
❜♦♦❧❄ ♦♥ t②♣❡ ♥❛t❄

❲❤❛t ✐s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛s ❤✐♥t t♦ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❄

◆♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s ♠❛② ✐♥❤❡r✐t s♦♠❡ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s
❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✇❛② ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❡♠s❡❧✈❡s
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❜② ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❡q❚②♣❡s ❤❛s
❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q❚②♣❡✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ t❡st✿

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✸✹

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♣❛✐r❴❡q ✭❚✶ ❚✷ ✿ ❡q❚②♣❡✮ ✿❂

❬r❡❧ ✉ ✈ ✿ ❚✶ ✯ ❚✷ ⑤ ✭✉✳✶ ❂❂ ✈✳✶✮ ✫✫ ✭✉✳✷ ❂❂ ✈✳✷✮❪✳

✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❛st❡❞
❇♦♦❧❡❛♥ r❡❧❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❬r❡❧ ① ② ✿ ❚ ⑤ t❪ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❡r♠ ✭❢✉♥ ①

② ✿ ❚ ❂❃ t✮✱ ♦❢ t②♣❡ ❚ ✲❃ ❚ ✲❃ ❜♦♦❧✼✳

❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✷ Pr♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♣❛✐r❴❡qP ✿ ❢♦r❛❧❧ ❚✶ ❚✷✱ ❊q✉❛❧✐t②✳❛①✐♦♠ ✭♣❛✐r❴❡q ❚✶

❚✷✮✳

◆♦✇ ✇❡ ♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♣r♦❞❴❡q▼✐①✐♥ ✭❚✶ ❚✷ ✿ ❡q❚②♣❡✮ ✿❂

❊q▼✐①✐♥ ✭❅♣❛✐r❴❡qP ❚✶ ❚✷✮✳

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ♣r♦❞❴❡q❚②♣❡ ✭❚✶ ❚✷ ✿ ❡q❚②♣❡✮ ✿❂

❊q❚②♣❡ ✭❚✶ ✯ ❚✷✮ ♣r♦❞❴❡q▼✐①✐♥✳

❚❤✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ st♦r❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

[ ❊q✉❛❧✐t②✳s♦rt ?1 ⋍ ♣r♦❞ ✭❊q✉❛❧✐t②✳s♦rt ?2✮ ✭❊q✉❛❧✐t②✳s♦rt ?3✮]
⇒

?1 = ♣r♦❞❴❡q❚②♣❡ ?2 ?3

✇❤❡r❡ ♣r♦❞ ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❤✐❞❞❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥✜① ✯ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ♣r♦❞✉❝t✳ ❲❡
❣✐✈❡ ❤❡r❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❤✐♥t ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ tr✐❣❣❡rs ❢✉rt❤❡r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❘❡♠❡♠❜❡r ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ t❤❛t t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q❚②♣❡ ✐s ♥❛♠❡❞ ❡q❴♦♣✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦rts t❤❡ ✐♥✜① ♥♦t❛t✐♦♥ ❂❂✳
❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ s♦❧✈❡❞ ❡①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✶✱ tr② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞✿

❈❤❡❝❦ ✭tr✉❡✱ ✸✮ ❂❂ ✭tr✉❡ ✫✫ tr✉❡✱ ✶ ✰ ✷✮✳

■❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❡q❚②♣❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❜♦♦❧ ❛♥❞
♥❛t ✭t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❧✐❜r❛r✐❡s ssr❜♦♦❧ ❛♥❞ ssr♥❛t✮✱
t❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❛♥s✇❡r ❜♦♦❧✳

❚♦ t②♣❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t♦ ✉♥❢♦❧❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ t♦ t②♣❡
t❤❡ t❡r♠✿

❡q❴♦♣ ❴ ✭tr✉❡✱ ✸✮ ✭tr✉❡ ✫✫ tr✉❡✱ ✶ ✰ ✷✮

✇❤❡r❡ ❡q❴♦♣ ❤❛s t②♣❡✿

❡q❴♦♣ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❚ ✿ ❡q❚②♣❡✱ r❡❧ ✭❊q✉❛❧✐t②✳s♦rt ❚✮

❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❈❤❡❝❦ ❡q❴♦♣ ✐♥ ❙❡t Pr✐♥t✐♥❣ ❈♦❡r❝✐♦♥s ♠♦❞❡✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ❧❛st ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❡r♠ t♦ ❜❡ t②♣❡❞ ❛r❡ ♦❢ t②♣❡ ✭❜♦♦❧ ✯ ♥❛t✮✳
❚❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❤❡♥❝❡ ✉♥✐❢②✿

✭❊q✉❛❧✐t②✳s♦rt ❄✮ ✇✐t❤ ✭♣r♦❞ ❜♦♦❧ ♥❛t✮

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞
❜② ❤❡❛❞ ❝♦♥st❛♥ts✿ ✐♥ t❤✐s ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧s
❊q✉❛❧✐t②✳s♦rt ❛♥❞ ♣r♦❞ ♦❢ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♠❛t❝❤ t❤❡ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
❡q❚②♣❡ ❤✐♥t✳ ❚❤✐s ❤✐♥t s❛②s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❄ ❛s ✭♣r♦❞❴❡q❚②♣❡ ❄✷ ❄✸✮ ✐❢
✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ t✇♦ ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ✉♥✐❢②

✼▼❛♥② ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ssr❜♦♦❧ ❧✐❜r❛r②✿ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❝❛st
♦♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✳✳✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✸✺

❜♦♦❧ ✇✐t❤ ✭❊q✉❛❧✐t②✳s♦rt ❄✷✮

❛♥❞
♥❛t ✇✐t❤ ✭❊q✉❛❧✐t②✳s♦rt ❄✸✮

❆♥❞ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ✈❡r② ♠✉❝❤ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✶✳
❚♦ ❝r❛❢t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛❧✇❛②s r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡✐r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s

tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❤❡❛❞ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ✈❡r♥❛❝✉❧❛r
s✉♣♣♦rt ❢♦r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐s r❛t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t❛r②✱ ✐♥ ❢❛❝t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡✿

Pr✐♥t ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ Pr♦❥❡❝t✐♦♥s✳

❝♦♠♠❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐sts t❤❡ ❤✐♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

✺✳✸ Pr❡❞t②♣❡s✿ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥s

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s❤❛r❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s
t❤❡ ✐♥✜① ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳ ■♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ✐❢ P ✐s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥
♣r❡❞✐❝❛t❡✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✏① s❛t✐s✜❡s P✑ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡❧② ❛s ✭P ①✮ ♦r
✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥✜① ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✱ ❛s ✭① ❭✐♥ P✮✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ P ✐s ❝❛❧❧❡❞
❛ ✏❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✑ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛♥❞ s✉♣♣♦rts t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

❼ ✭① ❭✐♥ P✮ ❢♦r ✏① s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P✑

❼ ✭① ❭♥♦t✐♥ P✮ ❢♦r ✏① ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P✑

❆ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❢♦r ❧✐sts ♦r ✜♥✐t❡ t②♣❡s✳
❆ ❣✐✈❡♥ t②♣❡ ❚ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✭❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✮ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱
❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭① ❭✐♥ ❆✮✱ ✇✐t❤
✭❆ ✿ ❚✮✳ ❚♦ ❡q✉✐♣ ❛ t②♣❡ ❚ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✉s❡r s❤♦✉❧❞
❞❡❝❧❛r❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r❡❞❚②♣❡ ♦♥ ❚✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤❡r❡
✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ t❤❡ ♣r❡❞❚②♣❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■t ✐s
s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ❛♥ ❡q❚②♣❡ str✉❝t✉r❡ ❜✉♥❞❧❡s ❛ t②♣❡ ❚

✇✐t❤ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❚✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❡q✉❛❧✐t②
♦♥ ❚✱ ❛ ✭♣r❡❞❚②♣❡ ❚✮ str✉❝t✉r❡s ❡q✉✐♣s ❛♥ ♦t❤❡r t②♣❡ ✭❧✐❦❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❚✱
✜♥✐t❡ s❡ts ♦♥ ❚✱ ✳✳✳✮ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❇♦♦❧❡❛♥ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡
♣r❡❞✐❝❛t❡✿

♠❡♠❴s❡q ✿ ❢♦r❛❧❧ ❚ ✿ ❡q❚②♣❡✱ s❡q ❚ ✲❃ ❚ ✲❃ ❜♦♦❧

t❡sts t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t②♣❡ ✭❚ ✿ ❡q❚②♣❡✮ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮
✐♥ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❚✳ ❆♥② t②♣❡ ✭s❡q ❚✮✱ ✇✐t❤
✭❚ ✿ ❡q❚②♣❡✮ ✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❚②♣❡ str✉❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ t❤✐s
♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

❙❡❝t✐♦♥ ❙❡q▼❡♠✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❚ ✿ ❡q❚②♣❡✳

■♠♣❧✐❝✐t ❚②♣❡ s ✿ s❡q ❚✳

■♠♣❧✐❝✐t ❚②♣❡s ① ② ✿ ❚✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴✐♥❴❝♦♥s ✿ ❢♦r❛❧❧ ② s ①✱

✭① ❭✐♥ ② ✿✿ s✮ ❂ ✭① ❂❂ ②✮ ⑤⑤ ✭① ❭✐♥ s✮✳

Pr♦♦❢✳ ❜② ❬❪✳ ◗❡❞✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✸✻

✇❤❡r❡ t❤❡ ■♠♣❧✐❝✐t ❚②♣❡s ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛✈♦✐❞ ❢✉rt❤❡r ♦t❤❡r✇✐s❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝❛sts
✭t❤✐s ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q ❢❡❛t✉r❡✮✳

❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✸✳✶ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❙❡q▼❡♠✱ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴✐♥❴♥✐❧ ✿ ❢♦r❛❧❧ ①✱ ✭① ❭✐♥ ❬✿✿❪✮ ❂ ❢❛❧s❡✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♠❡♠❴s❡q✶ ✿ ❢♦r❛❧❧ ① ②✱ ✭① ❭✐♥ ❬✿✿ ②❪✮ ❂ ✭① ❂❂ ②✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♠❡♠❴❤❡❛❞ ✿ ❢♦r❛❧❧ ① s✱ ① ❭✐♥ ① ✿✿ s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛r❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t♦
❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ t②♣❡ ✇✐t❤ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧✐t②✳ ❇✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t s❡q✉❡♥❝❡
❧✐❜r❛r② ✐s ❣❡❛r❡❞ t♦✇❛r❞s r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❡♠♠❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥
❡①❡r❝✐s❡ ✺✳✸✳✶✳

■t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥✜① ♥♦t❛t✐♦♥ ✭① ❭✐♥ P✮ ✐♥t♦ ✭P ①✮✳
❋♦r ❛♥② ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r❡✇r✐t❡ ♠✉❧t✐r✉❧❡
✐♥❊✳ ❆ ♠✉❧✐r✉❧❡ ✐s ❛ ❈♦q ❝♦♥st❛♥t ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❧✐st ♦❢ r❡✇r✐t❡ ❧❡♠♠❛s✳ ❚❤❡
t❛❝t✐❝✿

r❡✇r✐t❡ ✐♥❊✳

❧♦♦❦s ✐♥ t❤❡ ❧✐st ✐♥❊ ❢♦r t❤❡ ✜rst r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣♦❛❧
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✜rst ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛tt❡r♥ ✭① ❭✐♥ P✮ ✐♥t♦ ✭P ①✮✽✳ ❋♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ♠✉❧✐r✉❧❡s✱ ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ ❬❄❪✳

✽■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥❊ ♠✉❧t✐r✉❧❡ s❤♦✉❧❞ ✉s✉❛❧❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣
♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❧✐❜r❛r② ✐♥❊ ✐s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ r❡❞❡✜♥❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧❡♠♠❛s
✐♥❴❝♦♥s ❛♥❞ ♠❡♠❴s❡q✶✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✸✼

❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✸✳✷ Pr♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♠❡♠❴❝❛t ✿ ❢♦r❛❧❧ ① s✶ s✷✱

✭① ❭✐♥ s✶ ✰✰ s✷✮ ❂ ✭① ❭✐♥ s✶✮ ⑤⑤ ✭① ❭✐♥ s✷✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♠❡♠❴❜❡❤❡❛❞✿ ❢♦r❛❧❧ s✱ ④s✉❜s❡t ❜❡❤❡❛❞ s ❁❂ s⑥✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st st❛t❡♠❡♥t st❛♥❞s ❢♦r✿

❢♦r❛❧❧ s ①✱ ① ❭✐♥ ❜❡❤❡❛❞ s ✲❃ ① ❭✐♥ s

Pr♦❣r❛♠ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ t❡st t✉t♦❴❤❛s✿ ♣r❡❞ ❚ ✲❃ s❡q ❚ ✲❃ ❜♦♦❧

✇❤✐❝❤ t❡sts ✇❤❡t❤❡r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❇♦♦❧❡❛♥
♣r❡❞✐❝❛t❡✳ Pr♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❤❛sP ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❛ ✿ ♣r❡❞ ❚✮ s✱

r❡❢❧❡❝t ✭❡①✐sts✷ ①✱ ① ❭✐♥ s ✫ ❛ ①✮ ✭❤❛s ❛ s✮✳

✇❤❡r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q ❝♦♥str✉❝t♦r ❡①✐sts✷ s♣❡❝✐✜❡s ❛ ✇✐t♥❡ss ❢♦r
❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ Pr♦❣r❛♠ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ t❡st
t✉t♦❴❛❧❧✿ ♣r❡❞ ❚ ✲❃ s❡q ❚ ✲❃ ❜♦♦❧ ✇❤✐❝❤ t❡sts ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ s❛t✐s❢② ❛ ❣✐✈❡♥ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ Pr♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥
❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❛❧❧P ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❛ ✿ ♣r❡❞ ❚✮ s✱

r❡❢❧❡❝t ✭❢♦r❛❧❧ ①✱ ① ❭✐♥ s ✲❃ ❛ ①✮ ✭❛❧❧ ❛ s✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❛❧❧P♥ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❛ ✿ ♣r❡❞ ❚✮ s✱

r❡❢❧❡❝t ✭❡①✐sts✷ ①✱ ① ❭✐♥ s ✫ ⑦⑦ ❛ ①✮ ✭⑦⑦ ❛❧❧ ❛ s✮✳

❊♥❞ ❙❡q▼❡♠✳

✻ ❋✐♥✐t❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t

✻✳✶ ❋✐♥✐t❡ t②♣❡s

✻✳✶✳✶ ❋✐♥✐t❡ t②♣❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s

❙❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t②♣❡s ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts✳ ❢✐♥❚②♣❡s
❛r❡ ♥♦t ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ t②♣❡s✱ ❜✉✐❧t ♦✉t ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❝♦♥str✉❝t♦rs ❜✉t ✐♥st❡❛❞ t❤❡②
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡✐r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆ t②♣❡ ✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ❤❡♥❝❡ ❡♠❜❡❞s ❛
t②♣❡ ✇✐t❤ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❛ ❞✉♣❧✐❝❛t❡✲❢r❡❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r t②♣❡✳ ▲❡t ✉s ❡q✉✐♣ t❤❡ ❜♦♦❧ t②♣❡ ✇✐t❤ ❛ ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❢✐♥❚②♣❡✿

▲❡♠♠❛ ❜♦♦❧❴❡♥✉♠P ✿ ❋✐♥✐t❡✳❛①✐♦♠ ❬✿✿ tr✉❡❀ ❢❛❧s❡❪✳

Pr♦♦❢✳ ❜② ❝❛s❡✳ ◗❡❞✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❜♦♦❧❴❢✐♥▼✐①✐♥ ✿❂ ❋✐♥▼✐①✐♥ ❜♦♦❧❴❡♥✉♠P✳

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ❜♦♦❧❴❢✐♥❚②♣❡ ✿❂ ❋✐♥❚②♣❡ ❜♦♦❧ ❜♦♦❧❴❢✐♥▼✐①✐♥✳

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❬✿✿ tr✉❡❀ ❢❛❧s❡❪ ❡♥✉♠❡r❛t❡s t❤❡ ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts ♦❢ t❤❡ t②♣❡
✭❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡q❚②♣❡✮✱ ❛♥❞ ❋✐♥✐t❡✳❛①✐♦♠ ✐s t❤❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✿

❋✐♥✐t❡✳❛①✐♦♠ ✭❚ ✿ ❡q❚②♣❡✮✭❡ ✿ s❡q ❡✮ ✿❂

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✸✽

❢♦r❛❧❧ ①✱ ❝♦✉♥t ✭❅♣r❡❞✶ ❚ ①✮ ❡ ❂ ✶✳

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧✲
❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡q❚②♣❡✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ✐s ✭❡♥✉♠ ❚✮✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❋✐♥✐t❡✳❛①✐♦♠

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✿

▲❡♠♠❛ ❡♥✉♠P ✿ ❢♦r❛❧❧ ❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✱ ❋✐♥✐t❡✳❛①✐♦♠ ✭❋✐♥✐t❡✳❡♥✉♠ ❚✮✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶ ❉❡❝❧❛r❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❢✐♥❚②♣❡ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t t②♣❡✳

◆♦✇ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s tr❛♥s♠✐t ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡ t♦ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
t②♣❡ ✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✜♥✐t❡ t②♣❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ♦♣t✐♦♥
t②♣❡ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ✐s ✐ts❡❧❢ ❛ ✜♥✐t❡ t②♣❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮
str✉❝t✉r❡ ❣♦❡s t❤✐s ✇❛②✿

✶✳ ❈♦♥str✉❝t t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ t②♣❡✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦♣t✐♦♥❴❡♥✉♠ ✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ✿❂

◆♦♥❡ ✿✿ ♠❛♣ s♦♠❡ ✭❋✐♥✐t❡✳❡♥✉♠ ❚✮✳

✷✳ Pr♦✈❡ t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✿

▲❡♠♠❛ ♦♣t✐♦♥❴❡♥✉♠P ✿ ❢♦r❛❧❧ ❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✱

❋✐♥✐t❡✳❛①✐♦♠ ✭♦♣t✐♦♥❴❡♥✉♠ ❚✮✳

✸✳ ❈♦♥str✉❝t t❤❡ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ♠✐①✐♥✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦♣t✐♦♥❴❢✐♥▼✐①✐♥ ✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ✿❂

❋✐♥▼✐①✐♥ ♦♣t✐♦♥❴❡♥✉♠P✳

✹✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✐♥❚②♣❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡❝❧❛r❡ ✐t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✿

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦♣t✐♦♥❴❢✐♥❚②♣❡ ✿❂

❋✐♥❚②♣❡ ✭♦♣t✐♦♥ ❚✮ ♦♣t✐♦♥❴❢✐♥▼✐①✐♥✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✷ Pr♦✈❡ ❧❡♠♠❛ t✉t♦❴♦♣t✐♦♥❴❡♥✉♠P✳

■t ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❢✐♥❚②♣❡ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❛t
t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞✉♣❧✐❝❛t❡✲❢r❡❡ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡q❚②♣❡✳ ❚❤❡ ❢✐♥t②♣❡ ❧✐❜r❛r② ❤❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠✐①✐♥

❝❛❧❧❡❞ ❯♥✐q❋✐♥▼✐①✐♥ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✸ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ t✉t♦❴s✉♠❴❡♥✉♠ ✭❚✶ ❚✷ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ✿ s❡q ✭❚✶ ✰ ❚✷✮ ✿❂

✇❤❡r❡ ✭❚✶ ✰ ❚✷✮ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t②♣❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥✉✲
♠❡r❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✭❚✶ ✰ ❚✷✮✳ Pr♦✈❡ t❤❛t ✐t r❡t✉r♥s ❛ ❞✉♣❧✐❝❛t❡✲❢r❡❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❜② ♣r♦✈✐♥❣✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s✉♠❴❡♥✉♠❴✉♥✐q ✿ ❢♦r❛❧❧ ❚✶ ❚✷✱ ✉♥✐q ✭s✉♠❴❡♥✉♠ ❚✶ ❚✷✮

✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✸✾

❚❤❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s✉♠❴❢✐♥▼✐①✐♥ ✿❂ ❯♥✐q❋✐♥▼✐①✐♥ s✉♠❴❡♥✉♠❴✉♥✐q

♠❡♠❴s✉♠❴❡♥✉♠✳

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ s✉♠❴❢✐♥❚②♣❡ ✿❂ ❋✐♥❚②♣❡ ✭❚✶ ✰ ❚✷✮ s✉♠❴❢✐♥▼✐①✐♥

✳

❞❡❝❧❛r❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❢✐♥❚②♣❡ ♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❛r❜✐tr❛r② ❢✐♥❚②♣❡s✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✹ ❯s✐♥❣ ❯♥✐q❋✐♥▼✐①✐♥✱ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
❢✐♥❚②♣❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❛r❜✐tr❛r② ❢✐♥❚②♣❡s✳

✻✳✶✳✷ ❈❛r❞✐♥❛❧✐t②✱ s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛♥② ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦♥ ❛ ❢✐♥❚②♣❡✿ ✐❢ ❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡

❛♥❞ ❆ ✿ ❚ ✲❃ ❜♦♦❧✱ t❤❡♥ ★⑤❆⑤ ❝♦✉♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❚ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❛ss✐❣♥❡❞ ❛ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ❜② ❆✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ★⑤❚⑤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢✐♥❚②♣❡✳ ❚❤❡ ❡♥✉♠ ♦♣❡r❛t♦r✾ ❜✉✐❧❞s ❛ ❞✉♣❧✐❝❛t❡✲❢r❡❡ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❚ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❆✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt②✿

▲❡♠♠❛ ❝❛r❞❊ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮✭❆ ✿ ♣r❡❞ ❚✮✱

★⑤❆⑤ ❂ s✐③❡ ✭❡♥✉♠ ❆✮✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t✇♦ ❡①t❡♥t✐♦♥❛❧② ❡q✉❛❧ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✭♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢✐♥❚②♣❡✮ ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✿

▲❡♠♠❛ ❡q❴❡♥✉♠ ✿ ❢♦r❛❧❧ P ◗✱ P ❂✐ ◗ ✲❃ ❡♥✉♠ P ❂ ❡♥✉♠ ◗✳

❙❡❡✐♥❣ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦❢ ❢✐♥❚②♣❡ ❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥
st❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❧❡♠♠❛s✿

❙❡❝t✐♦♥ ❖♣s❚❤❡♦r②✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✳

■♠♣❧✐❝✐t ❚②♣❡s ❆ ❇ ❈ P ◗ ✿ ♣r❡❞ ❚✳

■♠♣❧✐❝✐t ❚②♣❡s ① ② ✿ ❚✳

■♠♣❧✐❝✐t ❚②♣❡ s ✿ s❡q ❚✳

▲❡♠♠❛ ❝❛r❞✵ ✿ ★⑤❅♣r❡❞✵ ❚⑤ ❂ ✵✳

Pr♦♦❢✳ ❜② r❡✇r✐t❡ ❝❛r❞❊ ❡♥✉♠✵✳ ◗❡❞✳

▲❡♠♠❛ ❝❛r❞❚ ✿ ★⑤❚⑤ ❂ s✐③❡ ✭❡♥✉♠ ❚✮✳

Pr♦♦❢✳ ❜② r❡✇r✐t❡ ❝❛r❞❊✳ ◗❡❞✳

▲❡♠♠❛ ❝❛r❞✶ ✿ ❢♦r❛❧❧ ①✱ ★⑤♣r❡❞✶ ①⑤ ❂ ✶✳

Pr♦♦❢✳ ❜② ♠♦✈❡❂❃ ①❀ r❡✇r✐t❡ ❝❛r❞❊ ❡♥✉♠✶✳ ◗❡❞✳

✾♥♦t t♦ ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❋✐♥✐t❡✳❡♥✉♠ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✐♥❚②♣❡

str✉❝t✉r❡✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✹✵

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✺ ❚❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✭♦♥ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦✈❡r ✜♥✐t❡
t②♣❡s✮✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♣r❡❞✵❜ ✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ✭P ✿ ♣r❡❞ ❚✮ ✿❂ ★⑤P⑤ ❂❂ ✵✳

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛♥ ❡♠♣t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❖♣s❚❤❡♦r② s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈❡
t❤❡ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♣r❡❞✵P ✿ ❢♦r❛❧❧ P✱ r❡❢❧❡❝t ✭P ❂✶ ♣r❡❞✵✮ ✭♣r❡❞✵❜ P✮✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✻ ❆❣❛✐♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❖♣s❚❤❡♦r②✱ ♣r♦✈❡ t❤❛t✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❝❛r❞❯■ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇✱

★⑤❬♣r❡❞❯ ❆ ✫ ❇❪⑤ ✰ ★⑤❬♣r❡❞■ ❆ ✫ ❇❪⑤ ❂ ★⑤❆⑤ ✰ ★⑤❇⑤✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❡q❴❝❛r❞ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇✱ ❆ ❂✐ ❇ ✲❃ ★⑤❆⑤ ❂ ★⑤❇⑤✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ♣r❡tt②✲♣r✐♥t s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳
❍✐♥t✿ ✉s❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡s ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❬❞✐s❥♦✐♥t ❆ ✫ ❇❪ ✐s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❆✱ ❇ ✿ ♣r❡❞ ❚ ✇❤❡r❡ ❚ ✐s ❛ ❢✐♥❚②♣❡ ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✿
t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❇ s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② ♣r❡❞✵✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✼ ❆❣❛✐♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❖♣s❚❤❡♦r②✱ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❞✐s❥♦✐♥t✵ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆✱ ❬❞✐s❥♦✐♥t ♣r❡❞✵ ✫ ❆❪✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❞✐s❥♦✐♥t❴s②♠ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇✱ ❬❞✐s❥♦✐♥t ❆ ✫ ❇❪ ❂ ❬

❞✐s❥♦✐♥t ❇ ✫ ❆❪✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❞✐s❥♦✐♥t❯ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇ ❈✱

❬❞✐s❥♦✐♥t ♣r❡❞❯ ❆ ❇ ✫ ❈❪ ❂ ❬❞✐s❥♦✐♥t ❆ ✫ ❈❪ ✫✫ ❬❞✐s❥♦✐♥t ❇ ✫ ❈

❪✳

❊♥❞ ❖♣s❚❤❡♦r②✳

❚❤❡ ❢✐♥❚②♣❡ ❧✐❜r❛r② ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s s✉❜s❡ts
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ t❡st ✇❤❡♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥
♣r❡❞✐❝❛t❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ r❛♥❣❡ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡
❆ ❭s✉❜s❡t ❇ ❢♦r ❛r❣✉♠❡♥ts ❆✱ ❇ ✿ ♣r❡❞ ❚ ❤♦❧❞s ✐✛ ✭♣r❡❞✵❜ ❬♣r❡❞❉ ❆ ❇❪✮✱
✐✳❡✳ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ A\B ✐s ❡♠♣t②✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✹✶

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✽ Pr♦✈❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s✉❜s❡tP ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇✱

r❡❢❧❡❝t ④s✉❜s❡t ❆ ❁❂ ❇⑥ ✭❆ ❭s✉❜s❡t ❇✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s✉❜s❡tP♥ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇✱

r❡❢❧❡❝t ✭❡①✐sts✷ ①✱ ① ❭✐♥ ❆ ✫ ① ❭♥♦t✐♥ ❇✮ ✭⑦⑦ ✭❆ ❭s✉❜s❡t ❇✮✮✳

❍✐♥t✿ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♣r♦♦❢s s❤♦✉❧❞ st❛rt ❜② t❤❡ t❛❝t✐❝✿

r❡✇r✐t❡ ✉♥❧♦❝❦✳

t♦ r❡❧❡❛s❡ t❤❡ s❡❛❧s ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ✉♥✇❛♥t❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜s❡t✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡s❡ s❡❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❄❪✱ ②❡t
t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ s❛❢❡❧② s❦✐♣ t❤✐s ♣♦✐♥t✳

Pr♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s✉❜s❡t❴❡qP ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇✱

r❡❢❧❡❝t ✭❆ ❂✐ ❇✮ ✭✭❆ ❭s✉❜s❡t ❇✮ ✫✫ ✭❇ ❭s✉❜s❡t ❆✮✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s✉❜s❡t❴❝❛r❞P ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇✱

★⑤❆⑤ ❂ ★⑤❇⑤ ✲❃ r❡❢❧❡❝t ✭❆ ❂✐ ❇✮ ✭❆ ❭s✉❜s❡t ❇✮✳

✻✳✶✳✸ ❇♦♦❧❡❛♥ q✉❛♥t✐✜❡rs

❖♥ ✜♥✐t❡ t②♣❡s✱ ❧♦❣✐❝❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs ❝❛♥ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❇♦♦❧❡❛♥ ♦♥❡s✿ ✐♥❞❡❡❞✱ ❛
✉♥✐✈❡rs❛❧ st❛t❡♠❡♥t ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡sts✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡①✐st❡♥t✐❛❧
♦♥❡ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ t❡st ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥
❡①✐st❡♥t✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✭❡①✐sts❜ ①✱ ❆ ①✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② st❛t✐♥❣ t❤❛t ❆ ✐s ♥♦t
❡♠♣t②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✵ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❚❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡
✭❢♦r❛❧❧❜ ①✱ ❆ ❜✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ ❆ ✐s ❡♠♣t②✳
❚❤❡s❡ ❇♦♦❧❡❛♥ q✉❛♥t✐✜❡rs s❛t✐s❢② t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✜♥✐t❡✮ ❛♥❞ ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡✐r ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡
❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✾ ❙t❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❧❡♠♠❛s t✉t♦❴❡①✐stsP ❛♥❞
t✉t♦❴❢♦r❛❧❧P r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ Pr♦♣ q✉❛♥t✐✜❡rs ✇✐t❤ t❤❡✐r ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❡rs✐♦♥s✳

Pr♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♥❡❣❜❴❢♦r❛❧❧ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮✭P ✿ ♣r❡❞ ❚✮✱

⑦⑦ ✭❢♦r❛❧❧❜ ①✱ P ①✮ ❂ ✭❡①✐sts❜ ①✱ ⑦⑦ P ①✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♥❡❣❜❴❡①✐sts ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮✭P ✿ ♣r❡❞ ❚✮✱

⑦⑦ ✭❡①✐sts❜ ①✱ P ①✮ ❂ ✭❢♦r❛❧❧❜ ①✱ ⑦⑦ P ①✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✹✷

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶✵ Pr♦✈❡ t❤❛t ♦♥ ❛♥② ♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜s❡t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡
✭P ✿ ♣r❡❞ ❚✮✱ ✇❤❡r❡ ✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❋ ✿ ❚ ✲❃ ♥❛t ❤❛s ❛ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳

❍✐♥t✿ t❤❡ ❢✐♥t②♣❡ ❧✐❜r❛r② ❞❡✜♥❡s ❛ ♣✐❝❦ ❝❤♦✐❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡❣❛❧ ♦♥
❛ t②♣❡ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts✳ ❍❡♥❝❡ ❬♣✐❝❦ ① ⑤ P❪ ✐s ❙♦♠❡ ①✱ ❢♦r
❛♥ ① s✉❝❤ t❤❛t P ❤♦❧❞s✱ ♦r ◆♦♥❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ①✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐s s♣❡❝✐✜❡❞
❜② ❛ ♣✐❝❦P s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡♠♠❛✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ssr♥❛t ❧✐❜r❛r② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❡①❴♠✐♥♥ ✭r❡s♣✳ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①❴♠❛①♥✮ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✭r❡♣s✳
❜♦✉♥❞❡❞ ♥♦♥ ❡♠♣t②✮ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♣ ✿ ♣r❡❞ ♥❛t✳ ❯s❡ t❤❡ ❙❡❛r❝❤ ❝♦♠♠❛♥❞ t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✻✳✶✳✹ ❊①❛♠♣❧❡✿ ❛ ❞❡♣t❤ ✜rst s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✐ts ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❡♣t❤ ✜rst s❡❛r❝❤ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤✶✵✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠❡♥t❡❞ ♣r♦♦❢ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ♦♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ❇♦♦❧❡❛♥ r❡✢❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣r❛♣❤ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✐♥❚②♣❡ ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r
❢✉♥❝t✐♦♥✿

❱❛r✐❛❜❧❡s ✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ✭❡ ✿ ❚ ✲❃ s❡q ❚✮✳

■♥ t❤✐s ❣r❛♣❤✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ① ❛♥❞ ② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ② ✐s
✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ① ❜② t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❣r❡❧ ✿❂ ❬r❡❧ ① ② ⑤ ② ❭✐♥ ❡ ①❪✳

✉s✐♥❣ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❇♦♦❧❡❛♥ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ✜rst s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥
✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rt❡① ❜② ❛ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ■t ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ✈✐s✐t✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛❧❧ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rt❡①✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❡t❝✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤ ♠❛② ❢❡❛t✉r❡ ❝②❝❧❡s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛r❦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s
✈✐s✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❛✈♦✐❞ ❡①tr❛♥❡♦✉s r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧s ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣s✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

❋✐①♣♦✐♥t ❞❢s ✭♥ ✿ ♥❛t✮ ✭❛ ✿ s❡q ❚✮ ✭① ✿ ❚✮ ④str✉❝t ♥⑥ ✿❂

✐❢ ♥ ✐s ♥✬✳✰✶ t❤❡♥

✐❢ ① ❭✐♥ ❛ t❤❡♥ ❛ ❡❧s❡ ❢♦❧❞❧ ✭❞❢s ♥✬✮ ✭① ✿✿ ❛✮ ✭❡ ①✮

❡❧s❡ ❛✳

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ✜rst s❡❛r❝❤✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt❡①
① ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛❧r❡❛❞② ✈✐s✐t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦
♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✿

▲❡♠♠❛ ❞❢s❴♣❛t❤P ✿ ❢♦r❛❧❧ ① ②✱

r❡❢❧❡❝t

✭❡①✐sts✷ ♣✱ ♣❛t❤ ❣r❡❧ ① ♣ ✫ ② ❂ ❧❛st ① ♣✮

✭② ❭✐♥ ❞❢s ★⑤❚⑤ ❬✿✿❪ ①✮✳

❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ ✈❡rt❡① ② ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢♦r♠ t❤❡ ✈❡rt❡① ① ❜② ❛
♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ★⑤❚⑤ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥

✶✵❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❝♦♥♥❡❝t ❧✐❜r❛r②✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✹✸

t❤❡ ❣r❛♣❤✮ st❡♣s ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❢s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❡rt❡① ① ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② s❡t
♦❢ ♠❛r❦❡❞ ✈❡rt✐❝❡s✳

❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❞❢s ❢✉♥❝t✐♦♥✿

▲❡♠♠❛ ❞❢sP ✿ ❢♦r❛❧❧ ♥ ① ② ✭❛ ✿ s❡q ❚✮✱

★⑤❚⑤ ❁❂ ★⑤❛⑤ ✰ ♥ ✲❃

② ❭♥♦t✐♥ ❛ ✲❃ r❡❢❧❡❝t ✭❞❢s❴♣❛t❤ ① ② ❛✮ ✭② ❭✐♥ ❞❢s ♥ ❛ ①✮✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❢s❴♣❛t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❢s❴♣❛t❤ ① ② ✭❛ ✿ s❡q ❚✮ ✿ Pr♦♣ ✿❂

❉❢sP❛t❤ ♣ ♦❢ ♣❛t❤ ❣r❡❧ ① ♣ ✫ ② ❂ ❧❛st ① ♣ ✫ ❬❞✐s❥♦✐♥t ① ✿✿ ♣ ✫

❛❪✳

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✭❞❢s❴♣❛t❤ ① ② ❛✮ ❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts
✭♣ ✿ s❡q ❚✮ s✉❝❤ t❤❛t✿

❼ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ① ✿✿ ♣ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❧

r❡❧❛t✐♦♥ ✭t❤❡② ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✮✱

❼ ② ✐s t❤❡ ❧❛st ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♣✱

❼ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ① ✿✿ ♣ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✭❞❢s❴♣❛t❤ ① ② ❛✮ ❤♦❧❞s ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ① t♦ ② ✐♥ t❤❡
❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ♠❛r❦❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛✳ ◆♦✇ ❧❡t ✉s st❛rt t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
t❤❡♦r❡♠ ❞❢sP✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ♥✿

Pr♦♦❢✳

❡❧✐♠❂❃ ❬⑤♥ ■❍♥❪ ① ② ❛ ❍♥ ❍② ✴❂✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶✶ ❲❤② ✐s t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s s✉❜❣♦❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t❄

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✿

▲❡♠♠❛ ♠❛①❴❝❛r❞ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮✭❆ ✿ ♣r❡❞ ❚✮✱ ★⑤❆⑤ ❁❂ ★⑤❚

⑤✳

✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ❜② t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❤❡♥❝❡ ❧✐❦❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣♦❛❧ ❜②
t❤❡ ❛❜s✉r❞ ❇♦♦❧❡❛♥ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉♥❞❡r s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❆
❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s st❡♣ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✐s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ②♦✉ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ st❛t❡♠❡♥t ❇ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡✱
t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣♦❛❧ ❜② ⑦⑦❇✱ ❥✉st ✉s❡ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

❝❛s❡✴✐❞P♥✿ P❇

✇❤❡r❡ P❇ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✐s❴tr✉❡ ❇✮✳ ■♥ ♦✉r ♣r♦♦❢✱ t❤✐s t❛❝t✐❝ ✐s✿

❝❛s❡✴✐❞P♥✿ ✭♠❛①❴❝❛r❞ ✭♣r❡❞❯✶ ② ✭♠❡♠ ❛✮✮✮✳

◆♦t❡ t❤❛t ✭♠❡♠ ❛✮ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥t♦ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✹✹

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶✷ ❖❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❛❝t✐❝ ♦♥ t❤❡ ❣♦❛❧✳ ❯s❡ t❤❡
✈❡r♥❛❝✉❧❛r ❝♦♠♠❛♥❞✿

❙❤♦✇ Pr♦♦❢✳

t♦ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠✳ ▲♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢
✐❞P♥✳ ❲❤✐❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤✐s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢❄ ❍♦✇ ❤❛s t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥
❜❡❡♥ ✐♥s❡rt❡❞ ✭s❡❡ ❬❄❪✱ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✮❄ ❚r② t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❧❛st t❛❝t✐❝ ✐♥t♦ ♠♦r❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② st❡♣s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✈✐❡✇ ❤✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥✳

❚❤❡ s✉❜❣♦❛❧ ✐s t❤❡♥ ❝❧♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❝t✐❝✿

❜② r❡✇r✐t❡ ✲❧t♥◆❣❡ ❝❛r❞❯✶ ✭♥❡❣P❢ ❍②✮ ❛❞❞❙♥ ❛❞❞♥❈✳

◆♦t❡ t❤❡ ❜② ❝❧♦s✐♥❣ t❛❝t✐❝ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤✐s s✉❜❣♦❛❧ ✐s ❦✐❧❧❡❞ ❜② t❤✐s s❝r✐♣t✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶✸ ❯s❡ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✿

❈❤❡❝❦ ❝❛r❞❯✶✳

❲❤❛t ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜t❡r♠❄ ❲❤② ✐s t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✇❡❧❧✲t②♣❡❞❄ ❍✐♥t✿
▲♦♦❦ ❛t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✿

❙❡t Pr✐♥t✐♥❣ ❈♦❡r❝✐♦♥s✳

❈❤❡❝❦ ❝❛r❞❯✶✳

❯♥s❡t Pr✐♥t✐♥❣ ❈♦❡r❝✐♦♥s✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶✹ ❲❤❛t ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♥❡❣P❢❄ ❲❤❛t ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✭♥❡❣P❢ ❍②✮❄
❲❤② ✐s t❤✐s ❧❛st st❛t❡♠❡♥t ✇❡❧❧ t②♣❡❞ ✭s❛♠❡ ❤✐♥t ❛s ❡①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶✸✮❄

❋♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❣♦❡s ❜② ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ① ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
❛✿

❝❛s❡ ❍①✿ ✭① ❭✐♥ ❛✮✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶✺ Pr♦✈❡ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❍① ✿ ✭① ❭✐♥ ❛✮❂ tr✉❡✳ ❍✐♥t✿
❉♦♥✬t ❢♦r❣❡t t♦ ✉s❡ t❤❡ ❙❡❛r❝❤ ✈❡r♥❛❝✉❧❛r t❛❝t✐❝ ✭s❡❡ ❬❄❪ ❢♦r t❤❡ s②♥t❛①✮✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✿

❙❡❛r❝❤ ❴ ❬❞✐s❥♦✐♥t ❴ ✫ ❴❪✳

❧✐sts ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t✳

❲❡ ♥♦✇ st❛rt ❛ st❡♣ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ♣r♦✈✐♥❣ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
❜❡ ✉s❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✿

❤❛✈❡ s✉❜s❡t❴❞❢s ✿ ❢♦r❛❧❧ ♠ ✭✉ ✈ ✿ s❡q ❚✮✱

✉ ❭s✉❜s❡t ❢♦❧❞❧ ✭❞❢s ♠✮ ✉ ✈✳

❚❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞ st❛rts ❛ ♥❡✇ s✉❜❣♦❛❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥t❡①t ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♦❢
✇❡ ❥✉st ❧❡❢t✱ ❜✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶✻ Pr♦✈❡ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ✭❜② ❞♦✉❜❧❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♥ ❛♥❞ ❜✱ ❣❡♥❡r❛❧✲
✐③✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ✉s❡ ❙❡❛r❝❤ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧❡♠♠❛s ♥❡❡❞❡❞✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✿ ❜

❙❡❛r❝❤ ✭❴ ❭✐♥ ❴ ✿✿ ❴✮✳

s❤♦✇s ❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ✐♥ ❛ ♥♦♥ ❡♠♣t② ❧✐st✳
❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✹✺

❇❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♦❢✱ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❤❛s ♥♦✇ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✉♥❞❡r
t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❜s❡t❴❞❢s✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❛ ♥❛♠❡ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ① ✿✿ ❛✳ ❚♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

♣♦s❡ ❛✬ ✿❂ ① ✿✿ ❛✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤✐s ♥❡✇ ♥❛♠❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ✿

♠♦✈❡ ❉❛✬✿ ✭① ✿✿ ❛✮ ❂❃ ❛✬✳

◆♦✇ ✇❡ r❡❛s♦♥ ❜② ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ✭② ❭✐♥ ❛✬✮✿

❝❛s❡ ❍②❛✬✿ ✭② ❭✐♥ ❛✬✮✳

❚❤✐s t❛❝t✐❝ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜❣♦❛❧ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❍②❛✬✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
✈❛❧✉❡ tr✉❡ ❛♥❞ ❢❛❧s❡ t♦ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ② ❭✐♥ ❛✬✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s✉❜❣♦❛❧✱ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t✿

✭② ❭✐♥ ❢♦❧❞❧ ✭❞❢s ♥✮ ❛✬ ✭❡ ①✮✮ ❂ tr✉❡

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❍②❛✬ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ s✉❜s❡t❴❞❢s✳ ❚❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ② ❭✐♥

❢♦❧❞❧ ✭❞❢s ♥✮❛✬ ✭❡ ①✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ t♦ tr✉❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛❝t✐❝✿

r❡✇r✐t❡ ✭s✉❜s❡tP ✭s✉❜s❡t❴❞❢s ♥ ❴ ❴✮ ❴ ❍②❛✬✮✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ✐♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶✹✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶✼ ❋✐♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ✜rst ❝❛s❡✳

◆♦✇ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍②❛✬✿ ② ❭✐♥ ❛✬ ❂ ❢❛❧s❡✳ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❍♥ s❛②s t❤❛t
★⑤❚⑤ ❁❂ ★⑤❛⑤ ✰ ♥✳✰✶ ❜✉t ❤❡r❡ ✇❡ ❦♥♦✇ ♠♦r❡✿

❤❛✈❡ ❍♥❛✬✿ ★⑤❚⑤ ❁❂ ★⑤❛✬⑤ ✰ ♥ ❜② r❡✇r✐t❡ ✲❉❛✬ ✴❂ ❝❛r❞❯✶ ❍① ✴❂

❛❞❞✶♥ ❛❞❞❙♥♥❙✳

❙✐♥❝❡ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s s♦ s❤♦rt t❤❛t t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♦❢ ✉s❡
❧❡ss t❤❛♥ ✽✵ ❝❤❛r❛❝t❡rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤✐s ♦♣❡♥ s②♥t❛①✱ ✇✐t❤♦✉t s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡
st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ s❝r✐♣t ❜② ❛ ♣♦✐♥t✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶✽ ■♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t ❜ ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s
❉❜ ✿ ❡ ① ❂ ❜✱ ❧✐❦❡ ✇❡ ❞✐❞ ❛❜♦✈❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛✬✳

◆♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❣❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r✇❛r❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✿

s✉❢❢✐❝❡s ■❍❜✿ r❡❢❧❡❝t ✭❡①✐sts✷ ①✬✱ ①✬ ❭✐♥ ❜ ✫ ❞❢s❴♣❛t❤ ①✬ ② ❛✬✮

✭② ❭✐♥ ❢♦❧❞❧ ✭❞❢s ♥✮ ❛✬ ❜✮✳

❚❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ✐s ♣♦st♣♦♥❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜✲
❣♦❛❧✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst s✉❜❣♦❛❧✱ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❤②♣♦t❤❡s✐s
■❍❜✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✶✾ Pr♦✈❡ t❤✐s s✉❜❣♦❛❧✳ ❍✐♥t✿ ✜rst tr❛♥s❢♦r♠ ✐t ✐♥t♦ t✇♦ ✐♠♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ■❍❜ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✻✮✳

❍❡r❡ ✐s ❛ s❝r✐♣t ✇❤✐❝❤ ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✿

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✹✻

❡❧✐♠✿ ❜ ❛✬ ❍②❛✬ ❍♥❛✬ ④❛ ① ❉❛✬ ❉❜ ❍② ❍♥ ❍①⑥ ❂❃ ❬⑤① ❜ ■❍❜❪ ❛ ❍② ❍♥

✴❂✳

❜② r❡✇r✐t❡ ❍②❀ r✐❣❤t❀ ❝❛s❡✳

❤❛✈❡ ❍❛ ✿❂ s✉❜s❡t❴❞❢s ♥ ❛ ❬ ✿✿ ① ❪❀ s✐♠♣❧ ✐♥ ❍❛✳

❝❛s❡ ❍❞❢s❴②✿ ✭② ❭✐♥ ❞❢s ♥ ❛ ①✮✳

r❡✇r✐t❡ ✭s✉❜s❡tP ✭s✉❜s❡t❴❞❢s ♥ ❴ ❜✮ ❴ ❍❞❢s❴②✮❀ ❧❡❢t✳

❡①✐sts ①❀ ❬ ❡①❛❝t✿ ♠❡♠❴❤❡❛❞ ⑤ ❛♣♣❧②✿ ✭■❍♥ ❴✮❀ ❛✉t♦❀ ❡①❛❝t ✭

♥❡❣❜❚ ❍②✮ ❪✳

❤❛✈❡ ❍❝❛ ✿❂ s✉❜s❡t❴❧❡q❴❝❛r❞ ❍❛❀ r❡✇r✐t❡ ✲✭❧❡q❴❛❞❞✷r ♥✮ ✐♥ ❍❝❛✳

❛♣♣❧②✿ ④■❍❜ ❍❝❛⑥✭✐❢❢P ✭■❍❜ ❴ ❍❞❢s❴② ✭❧❡q❴tr❛♥s ❍♥ ❍❝❛✮✮✮✳

♠♦✈❡❂❃ ❬①✬ ❍①✬ ❬♣ ❍♣ ❊♣ ❍♣❛❪❪❀ r❡✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t❴s②♠ ✐♥ ❍♣❛✳

❡①✐sts ①✬❀ ❬ ❡①❛❝t✿ ♣r❡❞❯✶r ⑤ ❡①✐sts ♣ ❂❃ ✴✴ ❪✳

r❡✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t❴s②♠❀ ❡①❛❝t ✭❞✐s❥♦✐♥t❴tr❛♥s ❍❛ ❍♣❛✮✳

♠♦✈❡❂❃ ❬①✬ ❍①✬ ❬♣ ❍♣ ❊♣ ❍♣❛❪❪✳

❝❛s❡ ❍♣❛✬✿ ❬❞✐s❥♦✐♥t ①✬ ✿✿ ♣ ✫ ❞❢s ♥ ❛ ①❪✳

❝❛s❡✴♦rP✿ ❍①✬ ❂❃ ❬❉①✬⑤❍①✬❪❀ ❧❛st ❜② ❡①✐sts ①✬❀ ❛✉t♦❀ ❡①✐sts ♣✳

♠♦✈❡✿ ✭♣r❡❞✵P ❍♣❛ ①✬✮❀ r❡✇r✐t❡ ✴❂ ♠❡♠❴❤❡❛❞ ✴❂ ❂❃ ❍❛①✬✳

❝❛s❡✴✐❞P✿ ✭♣r❡❞✵P ❍♣❛✬ ①✬✮❀ r❡✇r✐t❡ ✴❂ ♠❡♠❴❤❡❛❞ ✴✴❂✳

❛♣♣❧②✴✭■❍♥ ❴ ❴ ❴ ❍♥ ✭♥❡❣❜❚ ❍❛①✬✮✮✳

❡①✐sts ✭◆✐❧ ❚✮❂❃ ✴✴❀ ❢✐rst ❜② ♠♦✈❡✴❡qP✿ ❉①✬✳

❜② r❡✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t❴❤❛s ✴❂ ✲✭❡qP ❉①✬✮ ❍❛①✬✳

❝❛s❡✴✭■❍♥ ❴ ❴ ❴ ❍♥ ✭♥❡❣❜❚ ❍②✮✮✿ ❍❞❢s❴②✳

❝❛s❡✴♣r❡❞✵P♥✿ ❍♣❛✬ ❂❃ ❬①✬✬ ❍❪❀ ❝❛s❡✴❛♥❞P✿ ❍ ❂❃ ❬ ✴❂ ❍♣①✬✬ ❍❞❢s❴①

✬✬❪✳

❤❛✈❡ ❍❛①✬✬ ✿❂ ♣r❡❞✵P ❍♣❛ ①✬✬❀ r❡✇r✐t❡ ✴❂ ❍♣①✬✬ ✐♥ ❍❛①✬✬✳

❝❛s❡✴✭■❍♥ ❴ ❴ ❴ ❍♥ ✭♥❡❣❜❚ ❍❛①✬✬✮✮✿ ❍❞❢s❴①✬✬ ❂❃ ❬q ❍q ❊q ❍q❛❪✳

❝❛s❡✴s♣❧✐tP❧✿ ④♣⑥❍♣①✬✬ ❍♣ ❊♣ ❍♣❛ ❂❃ ❬♣✶ ♣✷ ❊♣✶❪✳

r❡✇r✐t❡ ♣❛t❤❴❝❛t ✲❝❛t❴❝♦♥s ❞✐s❥♦✐♥t❴❝❛t ❧❛st❴❝❛t ❊♣✶✳

♠♦✈❡✴❛♥❞P❂❃ ❬❍♣✶ ❍♣✷❪ ❊♣✷❀ ❝❛s❡✴❛♥❞P❂❃ ❬❍♣✶❛ ❍♣✷❛❪❀ ❡①✐sts ✭❝❛t q

♣✷✮✳

✲ ❜② r❡✇r✐t❡ ♣❛t❤❴❝❛t ❍q ✲❊q✳

✲ ❜② r❡✇r✐t❡ ❧❛st❴❝❛t ✲❊q✳

❜② r❡✇r✐t❡ ✲❝❛t❴❝♦♥s ❞✐s❥♦✐♥t❴❝❛t ❍q❛✳

◗❡❞✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✷✵ ▲✐st t❤❡ ♣❧❛❝❡s ✇❤❡r❡ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❧❡♠♠❛ ✐s ✉s❡❞✳ ❲❤❡r❡ ✐s ✐t
✉s❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❄ ❲❤❡r❡ ❤❛s ❛ ❍✐♥t ❱✐❡✇ ❜❡❡♥ ✐♥s❡rt❡❞❄ ❈❛♥ ②♦✉ ❝♦♠♠❡♥t
t❤❡ s❝r✐♣t ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢❄

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✷✶ ❯s✐♥❣ ❞❢sP✱ ♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✿

▲❡♠♠❛ ❞❢s❴♣❛t❤P ✿ ❢♦r❛❧❧ ① ②✱

r❡❢❧❡❝t

✭❡①✐sts✷ ♣✱ ♣❛t❤ ❣r❡❧ ① ♣ ✫ ② ❂ ❧❛st ① ♣✮

✭② ❭✐♥ ❞❢s ★⑤❚⑤ ❬✿✿❪ ①✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✹✼

✻✳✷ ❙✐❣♠❛ t②♣❡s ✇✐t❤ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❙✐❣♠❛ t②♣❡s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q ♣r❡❧✉❞❡ ■♥✐t✳❙♣❡❝✐❢ ✭❛✉t♦♠❛t✐✲
❝❛❧❧② ❧♦❛❞❡❞ ❜②❈♦q✮✱ ❛r❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❞❡✜♥❡ ♥❡✇ t②♣❡s ✐♥ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥
st②❧❡✳ ❚❤❡② s✉♣♣♦rt ❛ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❝✉r❧② ❜r❛❝❦❡t ♥♦t❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡✈❡♥s ✿❂ ④① ✿ ♥❛t ⑤ ❡①✐sts ❦✱ ✷ ✯ ❦ ❂ ①⑥✳

✐s t❤❡ t②♣❡ ✇❤♦s❡ ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts ❛r❡ ❡✈❡♥ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❛s ❛ ♣❛✐r ✇❤♦s❡ ✜rst ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ❞❛t❛t②♣❡✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳
❙✐❣♠❛ t②♣❡s ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❛s ❞❡s✐r❡❞✿ ❧❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t 2
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❡✈❡♥s ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♠❛❦❡ ❛♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❞❡t♦✉r✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ t✇♦❴❡✈❡♥✶ ✿ ❡✈❡♥s✳

Pr♦♦❢✳ ❜② ❡①✐sts ✷❀ ❡①✐sts ✶✳ ❉❡❢✐♥❡❞✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ t✇♦❴❡✈❡♥✷ ✿ ❡✈❡♥s✳

Pr♦♦❢✳ ❜② ❡①✐sts ✷❀ r❡✇r✐t❡ ✲✭❛❞❞♥✵ ✷✮ ❛❞❞♥✵❀ ❡①✐sts ✶✳ ❉❡❢✐♥❡❞✳

●♦❛❧ t✇♦❴❡✈❡♥✶ ❂ t✇♦❴❡✈❡♥✷✳

r❡❢❧❡①✐✈✐t②✳

❆❜♦rt✳

❚❤❡ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❛ s❛♠❡ t❤❡♦r❡♠
❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❚r② Pr✐♥t t✇♦❴❡✈❡♥✶ ❛♥❞ Pr✐♥t t✇♦❴❡✈❡♥✷ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t✇♦
t❡r♠s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤♦s❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡
✭♥♦♥ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡✮ ♣r♦♦❢s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t❤❡s❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡✈❡♥ ❛♥② r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈❛❜❧② ❡q✉❛❧✳
❍♦✇❡✈❡r t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❣♠❛ t②♣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦❞❞s ✿❂ ④① ✿ ♥❛t ⑤ ♦❞❞ ①⑥✳

✇❤❡r❡ ♦❞❞ ✿ ♥❛t ✲❃ ❜♦♦❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ssr♥❛t ❧✐❜r❛r②✳ ◆♦✇ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t
1 ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♦❞❞s ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦♥❡❴♦❞❞✶ ✿ ♦❞❞s✳

Pr♦♦❢✳ ❜② ❡①✐sts✶✳ ❉❡❢✐♥❡❞✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦♥❡❴♦❞❞✷ ✿ ♦❞❞s✳

Pr♦♦❢✳ ❜② ❡①✐sts ✶❀ r❡✇r✐t❡ ✲✭❛❞❞♥✵ ✶✮ ❛❞❞♥✵✳ ❉❡❢✐♥❡❞✳

●♦❛❧ ♦♥❡❴♦❞❞✶ ❂ ♦♥❡❴♦❞❞✷✳

tr② r❡❢❧❡①✐✈✐t②✳ ✭✯ st✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✯✮

❜② ❝♦♥❣r ❡①✐st❀ ❛♣♣❧②✿ ❜♦♦❧❴✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡✳

◗❡❞✳

❙✐❣♠❛ t②♣❡ ✇✐t❤ ❇♦♦❧❡❛♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s st✐❧❧ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♥✈❡rt ❡❧❡♠❡♥ts
s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✜rst ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ r❡❢❧❡①✐✈✐t② t❛❝t✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❡❝❦s
t❤❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s✱ ❢❛✐❧s✳ ❨❡t ♣r♦♦❢ ✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t②♣❡
❜♦♦❧✿ ❢♦r ❛♥② ✭❜ ✿ ❜♦♦❧✮✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ✭❜ ❂ ❜✮ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t②♣❡ ♦❞❞s s❤♦✉❧❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭s♦♠❡t❤✐♥❣

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✹✽

❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ t♦✮ ✭tr✉❡ ❂ tr✉❡✮✱ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t②♣❡ ♦❞❞ s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡
❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧② ❡q✉❛❧✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❜♦♦❧❴✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡ ❧❡♠♠❛ ❛♣♣❧✐❡s✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
❣♦❛❧ t♦ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❡q✉❛❧✐t② ✭✷ ❂ ✷✮✳

❚♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♥♦t❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❡q❚②♣❡ ❧✐❜r❛r②
♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r s✉❜❚②♣❡s✳ ❆ s✉❜❚②♣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛
s✐❣♠❛ t②♣❡ ❜② t②♣✐❝❛❧❧②✿

❼ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛ s✐❣♠❛ ❧✐❦❡ t②♣❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ❘❡❝♦r❞ t②♣❡ ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠✿

❘❡❝♦r❞ ♠②❚②♣❡ ✭❚ ✿ ❚②♣❡✮ ✿❂ ④♠②✈❛❧ ✿❃ ❚ ❀ ❴ ✿ P ✭♠②✈❛❧✮

⑥

✇❤❡r❡✭P ✿ ❚ ✲❃ ❜♦♦❧✮ ✐s ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s
❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♠②❚②♣❡❚✳

❼ ❯s❡ t❤✐s s❝❤❡♠❡ t♦ ❞❡❝❧❛r❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✉❜❚②♣❡ ♦❢ ❚ ❢♦r
♠②s✉❜❚②♣❡✿

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ♠②❚②♣❡❙✉❜❚②♣❡ ✿❂

❬s✉❜❚②♣❡ ❢♦r ♠②✈❛❧ ❜② ♠②❚②♣❡❴r❡❝t❪✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❤✐❞❡s t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❛✉t♦✲
♠❛t❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜❚②♣❡ ✐♥st❛♥❝❡✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✶ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❘❡❝♦r❞ t②♣❡ t✉t♦❴t✉♣❧❡❴♦❢✿ ♥❛t ✲❃ ❚②♣❡ ✲❃ ❚②♣❡

s✉❝❤ t❤❛t ✭t✉t♦❴t✉♣❧❡❴♦❢ ♥ ❚✮ ✐❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t②♣❡ ❚ ♦❢ ✜①❡❞
❧❡♥❣t❤ ♥✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t②♣❡
♥❛t ❤❛s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q❚②♣❡✳ ❈r❛❢t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s♦ t❤❛t ✐t ❛❧s♦
❞❡❝❧❛r❡s ❛ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❢r♦♠ t✉t♦❴t✉♣❧❡❴♦❢ t♦ s❡q ✭s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮✳

◆♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✉❜❚②♣❡ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ t✉♣❧❡❴♦❢✳
Pr♦✈❡ t❤❛t ❬✿✿❪ ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t✉♣❧❡✳ Pr♦✈❡

t❤❛t ❝♦♥s ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜✉✐❧❞s t✉♣❧❡ ❢r♦♠ ❛ t✉♣❧❡ ✭❛♥❞ ❛ ❤❡❛❞ ❡❧❡♠❡♥t✮✳
Pr♦✈❡ t❤❛t✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❝❛t❴t✉♣❧❡P ✿ ❢♦r❛❧❧ ❚ ♥✶ ♥✷ ✭t✶ ✿ ♥✶✳✲t✉♣❧❡ ❚✮ ✭t✷

✿ ♥✷✳✲t✉♣❧❡ ❚✮✱

s✐③❡ ✭t✶ ✰✰ t✷✮ ❂❂ ♥✶ ✰ ♥✷✳

✇❤❡r❡ ✭♥✳✲t✉♣❧❡ ❚✮ ✐s ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t✉♣❧❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♥✳
❉❡✜♥❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t✉♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t✉♣❧❡s✳
Pr♦✈❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❞r♦♣✱ t❛❦❡✱ r♦t ✭s❡❡ ❡①❡r❝✐s❡

✹✳✷✳✶✮ ♣r❡s❡r✈❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t✉♣❧❡ ♦❢ t❤❡✐r ❛r❣✉♠❡♥ts✳

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜❚②♣❡ str✉❝t✉r❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❣❡♥❡r✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs
❛♥❞ ❧❡♠♠❛s ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐❣♠❛ t②♣❡ ♠②❚②♣❡ ✐♥t♦ t❤❡
❜✐❣❣❡r t②♣❡ ❚✿

✈❛❧ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❚②♣❡✮ ✭P ✿ ♣r❡❞ ❚✮ ✭s ✿ s✉❜❚②♣❡ P✮✱ s ✲❃ ❚

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✈❛❧❴✐♥❥ t❤❛t ✈❛❧ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛
s✐❣♠❛ t②♣❡ s❛t✐s✜❡s ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✿

✈❛❧P ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❚②♣❡✮ ✭P ✿ ♣r❡❞ ❚✮ ✭s❚ ✿ s✉❜❚②♣❡ P✮ ✭✉ ✿ s❚✮

✱

P ✭✈❛❧ ✉✮

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✹✾

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✷ Pr♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛s✿

❙❡❝t✐♦♥ ❚✉♣❧❡s❊①❡r❝✐s❡s✳

❱❛r✐❛❜❧❡s ✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮✭♥ ✿ ♥❛t✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s✐③❡❴t✉♣❧❡ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭t ✿ ♥✳✲t✉♣❧❡ ❚✮✱ s✐③❡ t ❂ ♥✳

▲❡♠♠❛ ❧❡q❴❝❛r❞❴t✉♣❧❡ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭t ✿ ♥✳✲t✉♣❧❡ ❚✮✱ ★⑤t⑤ ❁❂ ♥✳

▲❡♠♠❛ ✉♥✐q❴❝❛r❞❴t✉♣❧❡ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭t ✿ ♥✳✲t✉♣❧❡ ❚✮✱

✉♥✐q t ✲❃ ★⑤t⑤ ❂ ♥✳

✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ ✭♥✳✲t✉♣❧❡ ❚✮ ✐s ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ✭t✉♣❧❡❴♦❢ ♥ ❚✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❙❙❘❡❢❧❡❝t t✉♣❧❡ ❧✐❜r❛r②✳

❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❝❡r♣t ♦❢ t❤❡ t✉♣❧❡ ❧✐❜r❛r②✿

▲❡♠♠❛ t♥t❤❴❞❡❢❛✉❧t ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭t ✿ ♥✳✲t✉♣❧❡ ❚✮✭✐ ✿ ✬■❴♥✮✱ ❚✳

Pr♦♦❢✳ ❜② ❝❛s❡❂❃ ❬❬⑤✴✴❪❪❀ ♠♦✈❡✴❡qP ❁✲❀ ❝❛s❡✳ ◗❡❞✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ t♥t❤ t ✐ ✿❂ ♥t❤ ✭t♥t❤❴❞❡❢❛✉❧t t ✐✮ t ✐✳

❲❤❛t t②♣❡ ❞♦❡s t❤❡ ✬■❴♥ ♥♦t❛t✐♦♥ st❛♥❞s ❢♦r❄ ❍✐♥t✿ ✉s❡ t❤❡ ❙❡❛r❝❤ ❝♦♠♠❛♥❞✳
❍♦✇ ❝♦✉❧❞ ②♦✉ ❞❡✜♥❡ t❤✐s t②♣❡ ❛s ❛ s✉❜❚②♣❡❄ ❲❤❛t ❞♦❡s t❤❡ t♥t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦♠♣✉t❡s❄ Pr♦✈❡ t❤❛t✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴t♥t❤❴♥t❤ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭① ✿ ❚✮✭t ✿ ♥✳✲t✉♣❧❡ ❚✮ ✐✱ t♥t❤ t

✐ ❂ ♥t❤ ① t ✐✳

✭✇❤✐❝❤ ❛♥s✇❡rs t❤❡ ❧❛st q✉❡st✐♦♥✳✳✳✮

▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❙✉❜ ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥str✉❝t♦r ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ s✉❜t②♣❡✿
✭❙✉❜ ① P①✮ ✇❤❡r❡ ✭① ✿ ❚✮ ❛♥❞ P① ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭P ①✮ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉❜t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❚ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
P✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ✐s ❣✉❡ss❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐❢ t❤❡
r❡t✉r♥ t②♣❡ ✐s ❦♥♦✇♥✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✸ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✷ ♦❢ t②♣❡ ✭♦r❞✐♥❛❧ ✸✮✳
❉❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❞❞s ♦❢ ♦❞❞ ✐♥t❡❣❡rs✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜❚②♣❡

♦❞❞s❴s✉❜❚②♣❡ ♦❢ ♥❛t✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✸ ✿ ♦❞❞s❴s✉❜❚②♣❡✳

■❢ ❛ t②♣❡ ❚ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧✐t②✱ t❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ✭♦r ♠♦r❡ ♣r❡✲
❝✐s❡❧② ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥✮ ✐s ❛❧s♦ ❛ ✈❛❧✐❞ ♦♥❡ ❢♦r ❛♥② s✐❣♠❛ t②♣❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❚✳ ❆♥
✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❚②♣❡ str✉❝t✉r❡ ✐s t♦ ❝♦♥✈❡② ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛② ❛
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q❚②♣❡✶✶ ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r t②♣❡ ❚ t♦ ❛♥② s✐❣♠❛ t②♣❡ ❞❡✜♥❡❞
♦♥ ❚✳ ❚❤❡r❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q❚②♣❡ ❢♦r s✉❜t②♣❡s ❞❡✜♥❡❞
♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛♥ ❡q❚②♣❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✐❢ ♠②❚②♣❡ ❤❛s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✉❜t②♣❡ ♦♥ ❛ t②♣❡ ❚ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q❚②♣❡✱
t❤❡♥ ❛ ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q❚②♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❢♦r ♠②❚②♣❡ ❜②✿

❼ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ❡q▼✐①✐♥ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♥♦t❛t✐♦♥✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠②❚②♣❡❴❡q▼✐①✐♥ ✿❂ ❬❡q▼✐①✐♥ ♦❢ ♠②❚②♣❡ ❜② ❁✿❪✳

✶✶❛♥❞ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡❚②♣❡

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✺✵

❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✉❜❚②♣❡ ❢♦r ♠②❚②♣❡✳

❼ ❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮ ❡q❚②♣❡ str✉❝t✉r❡✿

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ♠②❙✉❜❚②♣❡❴❡q❚②♣❡ ✿❂ ❊q❚②♣❡ ♠②❚②♣❡

♠②❚②♣❡❴❡q▼✐①✐♥✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✹ ❉❡✜♥❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q❚②♣❡ ♦♥ ♦❞❞s ✭❝❢✳ ❡①❡r❝✐s❡
✻✳✷✳✸✮✳ ❉❡✜♥❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q❚②♣❡ ♦♥ t✉♣❧❡✳

Pr♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♠❛♣❴t♥t❤❴❡♥✉♠ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭t ✿ ♥✳✲t✉♣❧❡ ❚✮✱

♠❛♣ ✭t♥t❤ t✮ ✭❡♥✉♠ ✬■❴♥✮ ❂ t✳

❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥t✐♦♥❛❧✐t② ❝♦r♦❧❧❛r②✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❡q❴❢r♦♠❴t♥t❤ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭t✶ t✷ ✿ ♥✳✲t✉♣❧❡ ❚✮✱

t♥t❤ t✶ ❂✶ t♥t❤ t✷ ✲❃ t✶ ❂ t✷✳

❊♥❞ ❚✉♣❧❡s❊①❡r❝✐s❡s✳

✻✳✸ ❋✐♥✐t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✜♥✐t❡ s❡ts

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♣❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡s
♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❆
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❢ ✿ ❛❚ ✲❃ r❚✮✱ ✇❤❡r❡ ❛❚ ✐s ❛ t②♣❡ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts
❛♥❞ r❚ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t②♣❡✱ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ♦❜❥❡❝t✿ t❤❡ ❧✐st
♦❢ ✈❛❧✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
❨❡t ❞❡✜♥✐♥❣ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❜❛r❡ ✐♥❤❛❜✐t❛♥t ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇ t②♣❡ ✭❛❚ ✲❃ r❚✮ ✐s
♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤✐s ✜♥✐t❡♥❡ss✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡
❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✿

❢♦r❛❧❧ ❢✶ ❢✷ ✿ ❛❚ ✲❃ r❚✱ ✭❢♦r❛❧❧ ① ✿ ❛❚✱ ❢✶ ① ❂ ❢✷ ①✮ ✲❃ ❢✶ ❂

❢✷

❡✈❡♥ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❡st✐♥❣ t❤❛t ✭❢♦r❛❧❧ ① ✿ ❛❚✱ ❢✶ ① ❂ ❢✷ ①✮

♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡sts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ♣r♦✈❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ✉♥❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝ ♣r♦♦❢s ♦r ✐♥ q✉♦t✐❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t
❢✐♥❢✉♥ ❧✐❜r❛r② ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❢✐♥t②♣❡ ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦❞♦♠❛✐♥✱ ❛s t✉♣❧❡s ♦❢ ✈❛❧✉❡s✿ ✭❢ ✿ ❢✐♥❢✉♥ ❛❚ r❚✮ ✇❤❡r❡
✭❛❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ✐s ❛ ★⑤❛❚⑤✳✲t✉♣❧❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✐♥ r❚✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛❚ ❜❡✐♥❣
❣✐✈❡♥ ❛s ❛♥ ✭♦r❞❡r❡❞✮ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢✐♥❢✉♥ ❧✐sts t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳ ◆♦✇ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝♦❡r❝❡❞ t♦ t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t②♣❡s✱
❡♥❥♦② t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t②✿

▲❡♠♠❛ ❢❢✉♥P ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❛❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ r❚ ✭❢✶ ❢✷ ✿ ④❢❢✉♥ ❛❚ r❚⑥✱

❢✶ ❂✶ ❢✷ ❁✲❃ ❢✶ ❂ ❢✷✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♦♥❡s✿ t❤❡② ❛r❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❢✐♥❚②♣❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ s❛✐❞✱ t❤❡②
❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛s❦ ♦♥ t❤❡ ❢✐♥❚②♣❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡s❡r✈❡
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧ s✉❜t②♣❡✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ s❡t❴t②♣❡ ✭❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ✿❂ ❋✐♥❙❡t ♦❢ ④❢❢✉♥ ♣r❡❞ ❚⑥✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✺✶

❞❡♥♦t❡❞ ❜② ④s❡t ❚⑥ ✇❤❡r❡ ❚ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❢✐♥❚②♣❡✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s ❢♦r ✜♥✐t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✭▲❡✐❜♥✐③✮ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✲
✐t✐❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❢♦r s✉❝❤ s❡ts✿

▲❡♠♠❛ s❡tP ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❚ ✿ ❢✐♥t②♣❡✮✭❆ ❇ ✿ ④s❡t ❚⑥✮✱ ❆ ❂✐ ❇ ❁✲❃ ❆ ❂

❇✳

T : Type

F : finType

S : {set F}
1 11 1 10 0 0 01[ ]

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❋✐♥✐t❡ s❡ts ❛s ♠❛s❦s ♦♥ ✜♥✐t❡ t②♣❡s

▼♦st ✉s✉❛❧ s❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ s❡ts✿ ✐❢ ❆✱ ❇ ✿ ④s❡t ❚⑥

❛♥❞ P ✿ ④s❡t ④s❡t ❚⑥⑥✿

− ① ❭✐♥ ❆ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t ① ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❆

− ❆ ❭s✉❜s❡t ❇ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t ❆ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❇

− ❆ ❭♣r♦♣❡r ❇ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t ❆ ✐s ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ♦❢ ❇

− ♠❡♠ ❆ ✐s t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❆

− ❢✐♥s❡t ♣ ✐s t❤❡ s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♣

− ❬s❡t ① ⑤ ❈❪ ✐s t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ① s✉❝❤ t❤❛t ❈ ❤♦❧❞s ✭① ✐s ❜♦✉♥❞ ✐♥
❈✮

− ❬s❡t ① ❭✐♥ ❉❪ ✐s t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ① ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❉

− ❬s❡t ① ❭✐♥ ❉ ⑤ ❈❪ ✐s t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ① ✐♥ ❉ s✉❝❤ t❤❛t ❈ ❤♦❧❞s

− s❡t✵ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t

− ❬s❡t✿ ❚❪ ♦r s❡t❚ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
❢✐♥❚②♣❡ ❚

− ❆ ✿⑤✿ ❇ ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❇

− ① ⑤✿ ❆ ✐s ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ① ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ❆

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✺✷

− ❆ ✿✫✿ ❇ ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡ts ❆ ❛♥❞ ❇

− ⑦✿ ❆ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ ❆ ✭✐♥ t❤❡ ❢✐♥❚②♣❡ ❚✮

− ❆ ✿✿ ❇ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❆ ♠✐♥✉s ❇

− ❆ ✿ ① ✐s t❤❡ s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ① ❢r♦♠ ❆

❋✐♥✐t❡ s❡ts ❛❧s♦ ✐♥❤❡r✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② t❤❡♦r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦♥
❢✐♥t②♣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❜r❛r② s♣❡❝✐❛❧✐③❡s ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
t♦ t❤❡ s❡t ❝❛s❡✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✸✳✶ Pr♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛s✿

❙❡❝t✐♦♥ s❡t❖♣s❊①♦s✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✳

■♠♣❧✐❝✐t ❚②♣❡s ❛ ① ✿ ❚✳

■♠♣❧✐❝✐t ❚②♣❡s ❆ ❇ ❈ ❉ ✿ ④s❡t ❚⑥✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❡q❊s✉❜s❡t ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇✱

✭❆ ❂❂ ❇✮ ❂ ✭❆ ❭s✉❜s❡t ❇✮ ✫✫ ✭❇ ❭s✉❜s❡t ❆✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s❡t✶P ✿ ❢♦r❛❧❧ ① ❛✱ r❡❢❧❡❝t ✭① ❂ ❛✮ ✭① ❭✐♥ ❬s❡t ❛❪✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s❡t❉✶P ✿ ❢♦r❛❧❧ ① ❆ ❜✱

r❡❢❧❡❝t ✭① ✦❂ ❜ ✴❭ ① ❭✐♥ ❆✮ ✭① ❭✐♥ ❆ ✿❭ ❜✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s❡t■❆ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇ ❈✱ ❆ ✿✫✿ ✭❇ ✿✫✿ ❈✮ ❂ ❆ ✿✫✿ ❇ ✿✫✿ ❈✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s❡t❯■❧ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇ ❈✱

✭❆ ✿✫✿ ❇✮ ✿⑤✿ ❈ ❂ ✭❆ ✿⑤✿ ❈✮ ✿✫✿ ✭❇ ✿⑤✿ ❈✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴s❡t❈❯ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇✱ ⑦✿ ✭❆ ✿⑤✿ ❇✮ ❂ ⑦✿ ❆ ✿✫✿ ⑦✿ ❇✳

❊♥❞ s❡t❖♣s❊①♦s✳

❍✐♥t✿ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✽✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❊ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✺✸

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✸✳✷ ■♥ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜s❡t
s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦♣❡rt②✳

❙❡❝t✐♦♥ ▼✐♥❙❡t✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❚ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✳

◆♦t❛t✐♦♥ s❚ ✿❂ ④s❡t ❚⑥✳

■♠♣❧✐❝✐t ❚②♣❡s ❆ ❇ ❈ ✿ s❚✳

■♠♣❧✐❝✐t ❚②♣❡ P ✿ ♣r❡❞ s❚✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ t✉t♦❴♠✐♥s❡t P ❆ ✿❂ ❢♦r❛❧❧❜ ❇ ✿ s❚✱ ✳✳✳

❈♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t✉t♦❴♠✐♥s❡t t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜s❡t s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❇♦♦❧❡❛♥ q✉❛♥t✐✜❡rs
❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✻✳✶✳✾✳

Pr♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♠✐♥s❡t❴❡q ✿ ❢♦r❛❧❧ P✶ P✷ ❆✱

P✶ ❂✶ P✷ ✲❃ ♠✐♥s❡t P✶ ❆ ❂ ♠✐♥s❡t P✷ ❆✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♠✐♥s❡tP ✿ ❢♦r❛❧❧ P ❆✱

r❡❢❧❡❝t ✭✭P ❆✮ ✴❭ ✭❢♦r❛❧❧ ❇✱ P ❇ ✲❃ ❇ ❭s✉❜s❡t ❆ ✲❃ ❇ ❂ ❆✮✮

✭♠✐♥s❡t P ❆✮✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♠✐♥s❡t♣ ✿ ❢♦r❛❧❧ P ❆✱ ♠✐♥s❡t P ❆ ✲❃ P ❆✳

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♠✐♥s❡t✐♥❢ ✿ ❢♦r❛❧❧ P ❆ ❇✱

♠✐♥s❡t P ❆ ✲❃ P ❇ ✲❃ ❇ ❭s✉❜s❡t ❆ ✲❃ ❇ ❂ ❆✳

❈♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♦❢✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴❡①❴♠✐♥s❡t ✿ ❢♦r❛❧❧ P✱ ✭❡①✐sts ❆✱ P ❆✮ ✲❃ ④❆ ⑤ ♠✐♥s❡t

P ❆⑥✳

Pr♦♦❢✳

♠♦✈❡❂❃ P ❡①P❀ ♣♦s❡ ♣❙ ♥ ✿❂ ❬♣r❡❞ ❇ ⑤ P ❇ ✫✫ ✭★⑤❇⑤ ❂❂ ♥✮❪✳

♣♦s❡ ♣ ♥ ✿❂ ⑦⑦ ♣r❡❞✵❜ ✭♣❙ ♥✮❀ ❤❛✈❡④❡①P⑥✿ ❡①✐sts ♥✱ ♣ ♥✳

❜② ❝❛s❡✿ ❡①P ❂❃ ❆ P❆❀ ❡①✐sts ★⑤❆⑤❀ ❛♣♣❧②✴❡①✐stsP❀ ❡①✐sts ❆❀

r❡✇r✐t❡ P❆ ✴❂✳

❝❛s❡✴❡①❴♠✐♥♥P❂❃ ♥❀ ♠♦✈❡✴♣r❡❞✵P❀ ❝❛s❡✿ ✭♣✐❝❦P ✭♣❙ ♥✮✮ ❂❃ ✴✴ ❆✳

✳✳✳

◗❡❞✳

❆♥❞ ✜♥❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t✿

▲❡♠♠❛ t✉t♦❴♠✐♥s❡t❴❡①✐sts ✿ ❢♦r❛❧❧ P ❈✱

P ❈ ✲❃ ④❆ ⑤ ♠✐♥s❡t P ❆ ✫ ❆ ❭s✉❜s❡t ❈⑥✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✺✹

✼ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❈❤❡❝❦✐♥❣✱ s❡❛r❝❤✐♥❣✱ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥

❯s✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s ❧✐❜r❛r✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ♦t❤❡rs ✐s ♥❡✈❡r ❛♥ ❡❛s② t❛s❦✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ❣✐✈✐♥❣ ❤✐♥ts t♦ t❤❡ ✉s❡r ❢❛❝✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡✿ ✏❲❤② ❞♦❡s
t❤✐s ❧❡♠♠❛ ♥♦t ❛♣♣❧②❄✑ ♦r ✏■s t❤❡r❡ ❛ ❧❡♠♠❛ ❞♦✐♥❣ ✇❤❛t ■ ✇❛♥t ❤❡r❡❄✑

✼✳✵✳✶ ❈❤❡❝❦

❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✿

❈❤❡❝❦ t❡r♠✳

❞✐s♣❧❛②s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❡r♠✳ ❲❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ♣r♦♦❢ ♠♦❞❡✱ t❤❡ t❡r♠ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✉❜❣♦❛❧✳ ❲❤❡♥ t❡r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤
✐♠♣❧✐❝✐t ❛r❣✉♠❡♥ts ✭❧✐❦❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r✐❡s✮✱ ②♦✉
♠✐❣❤t ❡♥❝♦✉♥t❡r ❛♥ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ tr② ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✿

❈❤❡❝❦ ❅t❡r♠✳

✇❤❡r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q ❅ ✢❛❣ ❞✐s❛❜❧❡s t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛r❣✉♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

✼✳✵✳✷ ❉✐s♣❧❛②

❆ ♠♦r❡ r♦❜✉st✱ ❜✉t ♠♦r❡ ✈❡r❜♦s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❈❤❡❝❦ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s✿

Pr✐♥t t❡r♠✳

❚❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s s✉❝❝❡❡❞ ✐❢ t❡r♠ ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲
t❡①t✳ ■t ❞✐s♣❧❛②s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ♦r ❞❡✜♥❡❞ t❡r♠ ♦❜❥❡❝t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
✐ts ❜♦❞②✱ t②♣❡✱ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛r❣✉♠❡♥ts✳

❲❤❡♥ ❈♦q ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✱ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❤✐❞❞❡♥ t♦ t❤❡ ✉s❡r ❧✐❦❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛r❣✉♠❡♥ts ♦r ✐♥s❡rt❡❞ ❝♦❡r❝✐♦♥s ✭t❤✐s ✐s ❈♦q✬s
❡①♣❧✐❝✐t s✉❜t②♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✮✳ ❙✉❝❤ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❈❤❡❝❦ ❛♥❞ Pr✐♥t ❝♦♠♠❛♥❞s✳

❚❤✐s ❞❡❢❛✉❧t ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❛❜❧❡❞ ❜② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❡r♥❛❝✉❧❛r ❝♦♠♠❛♥❞✿

❙❡t Pr✐♥t✐♥❣ ❆❧❧✳

✼✳✵✳✸ ❙❡❛r❝❤

❚❤❡ ✈❡r♥❛❝✉❧❛r ❝♦♠♠❛♥❞ ❙❡❛r❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜r♦✇s❡ t❤❡ ❝♦r♣✉s ♦❢ ❧❡♠♠❛s ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ✐♥s♣❡❝t t❤✐s ❜♦❞② s❡❧❡❝t✐✈❡❧②✱ ✉s✐♥❣ ♥❛♠❡s✱ ♣❛tt❡r♥s✱ ♠♦❞✉❧❡ ♥❛♠❡s ✐♥
♥♦t❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇❛②✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ ❤❡r❡ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞✳
❚❤❡ s②♥t❛① ✐s✿

❙❡❛r❝❤ [〈♣❛tt❡r♥〉] [ [✲][ 〈str✐♥❣〉[✪〈❦❡②〉] | 〈♣❛tt❡r♥〉] ]∗ [✐♥ [ [✲]〈♥❛♠❡〉 ]+]✳

✇❤❡r❡ 〈♥❛♠❡〉 ✐s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❛ ♦♣❡♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ❧✐st
♦❢ ❧❡♠♠❛s✿

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✺✺

❼ ✇❤♦s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✉❜t❡r♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ✜rst 〈♣❛tt❡r♥〉✳
❆ ✲ r❡✈❡rs❡s t❤❡ t❡st✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❧❡♠♠❛s ✇❤♦s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② s✉❜t❡r♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥❀

❼ ✇❤♦s❡ ♥❛♠❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❣✐✈❡♥ str✐♥❣s✳ ❆ ✲ ♣r❡✜① r❡✈❡rs❡s t❤❡ t❡st✱ ♣r♦✲
❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❧❡♠♠❛s ✇❤♦s❡ ♥❛♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ str✐♥❣✳ ❆
str✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s s②♠❜♦❧s ♦r ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❝♦♣❡ 〈❦❡②〉✱ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
❛s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✇❤♦s❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❛t str✐♥❣ ✭❡✳❣✳✱ ✰ ❢♦r ❛❞❞♥✮✱ ✐❢
t❤✐s ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡
▲♦❝❛t❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❡r♥❛❝✉❧❛r ❝♦♠♠❛♥❞✳

❼ ✇❤♦s❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ t②♣❡s ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✉❜t❡r♠
♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ♣❛tt❡r♥s✳ ■❢ ❛ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♣r❡✜①❡❞ ❜② ✲✱ t❤❡ t❡st ✐s
r❡✈❡rs❡❞❀

❼ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❧✐st ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞✉❧❡s
♣r❡✜①❡❞ ❜② ❛ ✲✳

◆♦t❡ t❤❛t✿

❼ P❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ❤♦❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳

❼ ❙❡❛r❝❤ ❛❧✇❛②s ✈♦❧✉♥t❡❡rs t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞
t♦ ❡①❡❝✉t❡ ▲♦❝❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ str✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥t ❧♦♦❦s ❢♦r
❛♥② ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❢r❛❣♠❡♥t ❛s ❛ s✉❜str✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ssr❜♦♦❧ ❧✐❜r❛r②
✐s ✐♠♣♦rt❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✿

❙❡❛r❝❤ ✧⑦⑦✧✳

❛♥s✇❡rs ✿

✧⑦⑦✧ ✐s ♣❛rt ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✭⑦⑦ ❴✮

■♥ ❜♦♦❧❴s❝♦♣❡✱ ✭⑦⑦ ❜✮ ❞❡♥♦t❡s ♥❡❣❜ ❜

♥❡❣❜❚ ❢♦r❛❧❧ ❜ ✿ ❜♦♦❧✱ ❜ ❂ ❢❛❧s❡ ✲❃ ⑦⑦ ❜

❝♦♥tr❛ ❢♦r❛❧❧ ❝ ❜ ✿ ❜♦♦❧✱ ✭❝ ✲❃ ❜✮ ✲❃ ⑦⑦ ❜ ✲❃ ⑦⑦ ❝

✐♥tr♦◆ ❢♦r❛❧❧ ✭P ✿ Pr♦♣✮ ✭❜ ✿ ❜♦♦❧✮✱ r❡❢❧❡❝t P ❜ ✲❃ ⑦ P ✲❃

⑦⑦ ❜

❼ ❆ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ✐s ✐ss✉❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s❀ ✐t ✐s ❛♥
❡rr♦r ✐❢ ❛❧❧ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧✳

❼ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ✇❛r♥s ❛❜♦✉t ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧s
❛♥ ❡rr♦r ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡❢❛✉❧t ♦♥❡✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❙❡❛r❝❤ ✐♥ ▼✳ ✐s ❛ ✇❛② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐❣♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▼✳

❼ ❙tr✐♥❣s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ✜rst ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥
❤❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ st❛t✉s ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✜❧t❡rs t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢
❧❡♠♠❛s✿

✕ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✿

❙❡❛r❝❤ ✭❴ ❂✶ ❴✮ ✧❜✐❥✧✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✺✻

❧✐sts ❛❧❧ t❤❡ ❧❡♠♠❛s ✇❤♦s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ✬❂✶✬ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ♥❛♠❡
❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ str✐♥❣ ❜✐❥✳

✕ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✿

❙❡❛r❝❤ ✧❜✐❥✧ ✭❴ ❂✶ ❴✮✳

❧✐sts ❛❧❧ t❤❡ ❧❡♠♠❛s ✇❤♦s❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ❢❡❛t✉r❡s
❛ ✬❂✶✬ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ♥❛♠❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ str✐♥❣ ❜✐❥✳

❊①❡r❝✐s❡ ✼✳✵✳✸ ❯s❡ t❤❡ ❙❡❛r❝❤ ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
❤✐❞❞❡♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ✯ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❯s❡ t❤❡ Pr✐♥t ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥
✐s ❞❡✜♥❡❞✳

❲❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❂❂❃❄ ❍♦✇ ✐s ✐t ❞❡✜♥❡❞❄ ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡
❧❡♠♠❛s ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❴ ❂❂❃ tr✉❡❄

❲❤❛t ✐s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ st❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✫✫ ♦♣❡r❛✲
t♦r❄

❆♥ ♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ❣✉❡ss✐♥❣ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❛ ❧❡♠♠❛ ✐s t♦ ✐♥❢❡r ✐t✳ P❛tt❡r♥s
♠✐❣❤t ✐♥❞❡❡❞ r❡✈❡❛❧ ✉s❡❧❡ss ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ st❛t❡❞ ✉♥❞❡r
❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠ ❧✐❦❡ ✭❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛♥❞❜✮✳ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s
✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞❡r ♦❢ t❤❡ ssr❢✉♥
❧✐❜r❛r② s♦✉r❝❡ ✜❧❡✳ ▲❡♠♠❛s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s r❡s♣❡❝t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♥❛♠❡ ♣♦❧✐❝②✿

❼ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s

✕ ▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❛ ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ♦✛ ✐ts st❛t❡♠❡♥t✿
❛ ❧❡♠♠❛ ♥❛♠❡❞ ❢❡❡❴❢✐❡❴❢♦❡ ✇✐❧❧ s❛② s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t ✭❢❡❡ ✳✳ ✭

❢✐❡ ✳✳✭❢♦❡ ✳✳✮✳✳✮✳✳✮✱ ❡✳❣✳ ❧❡♠♠❛ s✐③❡❴❝❛t ✐♥ s❡q✳✈✳

✕ ❲❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡ ❛ ♦♥❡✲❧❡tt❡r s✉✣① t♦ r❡s♦❧✈❡ ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱
❛❞❞♥✱ ❛❞❞❜✱ ❛❞❞r ❞❡♥♦t❡ ♥❛t✱ ❇♦♦❧❡❛♥✱ r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤✐s ♣♦❧✐❝② ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♣♣❧② t♦ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s
❜❡ ❤✐❞❞❡♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝
t❤❡♦r②✳

✕ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❤❛♥❞❢✉❧ ♦❢ t❤❡♦r❡♠s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♥❛♠❡✱ ❡✳❣✳✱ ❈❛②❧❡②❴❍❛♠✐❧t♦♥
♦r ❢❛❝t♦r❴t❤❡♦r❡♠✳

❼ ❙tr✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❘❡❝♦r❞s

✕ ❊❛❝❤ str✉❝t✉r❡ t②♣❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❝❛s❡ ❧❡tt❡r✱ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥str✉❝t♦r
❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❝❛♣✐t❛❧ ✜rst ❧❡tt❡r✳

✕ ❊❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡ t②♣❡ ❤❛s ❛ ♥❛♠❡ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛♠❡
♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r t②♣❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥❞❡rs❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
str✉❝t✉r❡ t②♣❡ ❧✐❦❡ ✐♥ s❡q❴s✉❜❴s✉❜❚②♣❡✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✉❜❚②♣❡
❞❡✜♥❡❞ ♦♥ s❡q❴s✉❜ ✭s❡❡ ❢✐♥t②♣❡✳✈✮✳ ◆♦t❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s t♦ t❤✐s r✉❧❡
❛r❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t❛❦✐♥❣ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r ♥❛♠❡ s♣❛❝❡s✱
❧✐❦❡ ✐♥ ssr❛❧❣✳✈✳

❼ ❙✉✣①❡s

✕ ▲❡♠♠❛ ✇❤♦s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ♦r ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡✿
t❤❛t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❛ s✉✣① ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ♥❛♠❡✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❛❞❞♥❴❡q✵ ♦r
r❡✈❴✉♥✐q✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✺✼

✕ ▲❡♠♠❛s ✇❤♦s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♣❡rt② s✉❝❤ ❛s ❭❝❤❛r✱
❁⑤✱ ❡t❝✳✿ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛ s✉✣① ✭❧✐❦❡ ❴❝❤❛r✱
❴♥♦r♠❛❧✱ ❡t❝✮✱ s♦ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ♥❛♠❡ s❤♦✉❧❞ st❛rt ❜② ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✱ s✉❝❤ ❛s ✐ts ❦❡② ♣r♦♣❡rt②✱ ♦r ✐ts ❤❡❛❞
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ q✉♦t✐❡♥t❴♥♦r♠❛❧✱ ♥♦t ♥♦r♠❛❧❴q✉♦t✐❡♥t✱
❡t❝✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ ♠♦♥♦t♦♥② r✉❧❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
✇❡ ❡✐t❤❡r ✉s❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ t❤❡ s✉✣① ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛✲
t♦r ✭❡✳❣✳✱ ❣r♦✉♣▼✮✱ ♦r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❙ s✉✣① ❢♦r
s✉❜s❡t ♠♦♥♦t♦♥② ✭❡✳❣✳✱ ♠✉❧❣❙✮✳

✕ ❲❡ tr② t♦ ✉s❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❧❡♠♠❛ s✉✣①❡s✿

✯ ✵ ✿ ③❡r♦✱ ♦r t❤❡ ❡♠♣t② s❡t
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