
HAL Id: inria-00510152
https://inria.hal.science/inria-00510152

Submitted on 13 Oct 2010

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Accurately Detecting Symmetries of 3D Shapes
Aurélien Martinet, Cyril Soler, Nicolas Holzschuch, François X. Sillion

To cite this version:
Aurélien Martinet, Cyril Soler, Nicolas Holzschuch, François X. Sillion. Accurately Detecting Sym-
metries of 3D Shapes. [Research Report] RR-5692, 2005, pp.30. �inria-00510152�

https://inria.hal.science/inria-00510152
https://hal.archives-ouvertes.fr


IS
S

N
 0

24
9-

63
99

   
   

 IS
R

N
 IN

R
IA

/R
R

--
56

93
--

F
R

+
E

N
G

appor t  
de  r ech er ch e 

Thème COG

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Accurately Detecting Symmetries of 3D Shapes

Aurélien Martinet, Cyril Soler, Nicolas Holzschuch and François X. Sillion

ARTIS - GRAVIR/IMAG - INRIA

N° 5692

Septembre 2005





Unité de recherche INRIA Rhône-Alpes
655, avenue de l’Europe, 38334 Montbonnot Saint Ismier (France)

Téléphone : +33 4 76 61 52 00 — Télécopie +33 4 76 61 52 52

���������	��
����������
����
������������� ��
!�	����"�#%$'&(� �*)+�%,-��"

.+/	02143656748:9<;=0?>@568A74>CBEDGF0H563JIKL3M7N0NB	O+56P4KL36;=Q*R+KL3MSNQ2PUTV/	PWT<;X8	Y:Z[0@;=8	\4KL5MQ^]`_EI563M3M5MK=8
.�acb*d?Ife�gha�.Jijd�a+kXd?9:.�gleGd�O+a�dm.
nporqHs�tvu�w�xzy|{C}�~���q?s^tH~J�����4�r��������~

�����W��t?�J���	np��{
�J�W�r�=�4���J��t(��t2��ortH����ort��=�	�����4��y {CtH����tHsG r��tG�W¡4¡4��y|�N¢%�£����tH~

¤�¥A¦H§?¨U©rª�§�«(¬ t��£���4�X�N~�t��W�j�Wr����s*�W���®��s^t���or�����¯�4�p°£�£���±�r�*~�}Cs^s^t������±tH~p�W�	²�³´~�o£���=tH~HµN��o£�U�J�®~?µ
�®~��4s^t������®�������W�£~��¯����s*~�¶�o£�±��oj·±tH�@¸�t(�*~�oX�W�=t��4·±�� £�W·±·±}�r�£��o£�W�r�4tH�º¹�nportH~�t%~�}Cs^s^t������±tH~J�W��t(��t���t?��»
s^�±�r�±~����®�?��·�·±}¼�¯��r�X�h��or����r�4oh��ort^£~�t������W�-�±�4��t?��s^tH���®�U��t^½N£�W�N������}=¾c��ort^�4t?�rt?���W·±�±¿?tH�hs^��s^tH�4��~H¹
À�}vt?Ár�Ws^���£���r�(��o£tJt?ÁC����t?s*�(���£�*~��£ort?���±�H�W·roX�W��s��4�r�®�����Ct?Â����±t?�4��~E�W�L��ortH~�tJs^��s^tH�4��~Hµ4¶�tJ��tH���U¸�t?�
��ortp�£�W���Ws^t?��t?��~�W�£��ort�~�}Cs�s^t?������t2~A�W�£��ort�~�o£�W�=t4¹npo£tp�?��s^�r����U�����4�G�¯���	·®�W����t��?��s^�=�4~��Ã��t�s^���rt?·®~
�®~Es^�4��tJt�Â����±t?�N�� N}�£~��±�r�(��or�®~E�±���¯����s*�U�����4���±���W�*���X����t?s^t?�4���W·X�W·±���4������o£s��H�W�£�� r·�t����L��tH���U¸�tH���±�r�
��ort�~�}Cs^s^t������±tH~�����G¶�or��·±tc~�o£�W�=t�£~��±�r�G��o£t�~�}Cs^s^t������±tH~��W��Ã��~p~�r �»Ä�£������~?¹	�Å�r�r·±�±�H�U���±���X~��W�!��or�®~
¶��4��Æv�����r��tp�¯���4sÇ���4ort?��t?�N�E��t?s^tH~�or�±�r�(���L�4t?�4s�t?����}G¶��Ã��o*��tH~��=tH���[���(��ort�~�}Cs�s^t?������t2~[���º�%~�o£�W�=t4µ
���^��tH��s^t������®�c���4s��£��t2~�~����4�VµC���N��tH·�·±���4t?�N�Js�t2~�ojtH�������±�r���W�£��������4s*�U���®�c���X~����W�4���±�W���±���V¹
È¼ÉNÊLË�ÌvÍ ¨@ÎA¦4«�Ï ��~�~���¸�t�³c�U����~�t���~?µ£{C}Cs^s^t������±tH~Hµ£xctH��s^t�����}��Ð�£~����W�£���±�r�



����
����
��#%� ,+�������?"!���+��"�"V������
!�	����"���� $U#(�[� ��"�&%�

�	� ¦�
� � «�� ��X~!�£���4�X�N~��4�£~Vr�rt�s��?��or���rt��W�����s*�U���±½Nrt��=�4r��®��t?�N����°£t?�	·�t2~A~�}Cs��������±tH~A��t��¯����s^tH~
²4³GµL�M¹ t�¹(·±tH~c�®~��4s��?������t2~�½Nr�	·®�W�®~�~�tGr�rtv�¯�4��s^tv��·±�� X�W·±t?s^t?�N���±�N¸U�����®���4��t4¹%u�t2~c~�}Ns��?������t2~�~����N������»
��t?��s��±���HtH~+��t�s*�W�r�±q?��th�r���2���®~�t�� ·�� �W�®��t-��t�·�� �����·±�®~��W���±��� ��� r�£t-½N£�W�N���������±�4��t?��s��2���®�W�±��t ¾��Vt2~
s^��s^tH�4��~E���?���?���W·±�®~��2~?¹! E��t�Ár�Ws^�±�£�W�N�E·�t2~[t?ÁN����t?s*�ct?��·�t2~E�?�Ct�Â����±t?�N��~��"� o£����s^�4�r�±½Nrt2~[~��ro��H���®½NrtH~
��t��?tH~%s��4s^t?�4��~?µA�r�4£~%��t�������r¸��4�£~c·±tH~%�£������s�q?����tH~(��t2~G~�}Cs��������±tH~%��t�·®���¯�4��s^t�¹#�!�j��tH��ort?����o£t
��t�~�}Cs��?������t2~(�=��r�%·±tH~%s^����q?·±tH~G����s^�r·±t�Á�t2~�t2~��G��t?�£�� t�Â��?�4��t*���%$��?t&�j·�� �����·±�®~��W���±��� ��t��?tH~(�±��»
�¯�4��s*�U�����4�£~p�r���£~p£�j��·��4�����Ã��ors^tc���X���'�?s^t?�N���W·6µr�H�W�£�� r·±t���t(��t������4r¸�t?�p·�t2~�~�}Cs��������±tH~��"� r�rt��¯����s^t
tH� ����±·±�±~��W�N�G·±tH~G~�}Cs��������±tH~%�rt�~�tH~G~���£~�»6�£��������t2~?¹(�!tH~G�W�£�r·��®�?�W���±���£~G��t��?t*�����@¸U�W�±·����4�£��tH���rtH�4�G·�t
��t?s*�W�±·±·±����tG�?��o��H��t?�N����tv·®���)�H��s��������±tGt?�-��t2~��=t2�m���W�4�c·®�+~�}Cs��������±t���tH~cs^����q?·±tH~HµL·®�+����s^�r��tH~�~��±�4�
���?��s��������±½Nrt4µC·�� �H�r�Ã�����4���±�4��tH·�·±�±��t?�N��t%��t(s*�W�±·�·®�W�4tH~�t��J·�� ���£~������£���®�U�����4��������4s^�W���®½Nrt�¹
*´Í §H¦ Ë ª�+ � ¦+« Ï ��~�~�t(��t%³Å�4�r���?t2~?µX{C}Cs��������±tH~Hµ��Ð�£~����W�X���®�U���±���j��tGx,�?��s��?������t



���������	��
����������
�����
���������� ������
��!�"�!#�$&%(')�*��+,�.-/��# ²

0 1 ��
!�A#&���+��
��#%�

Ï ���N}�~�o£�W�=t2~��W�£�-��tH��s^t������®�?��·As^����t?·®~�t�Á�or�± r�Ã� #!� �2����
��!�"��# ¾(�±~���s^t������®�G�����W�X~��¯�4��s*~Å��o£�U�%·�t2�2¸�t
��ort¼~�oX�W�=t���·±�� £��·�·±}`£�£��oX�W�r�4tH�º¹43Å~����£�`~�}Cs^s^t������±tH~Hµ����rtj�H�W� s*�W�r�±�rr·®�U��t�s^���rt?·®~�s^����t+t?Â�»
�?��tH�4��·±}h��o£���4r��o`����o£t?��t?�4�(��t?s^tH~�or�±�r���4���±�4��t?·±·��±��tH�4�%s^tH~�o t2���Ã�����£�j�r�����4���Ws*~H¹*wÅ��ort?�(�=����t?�N���®�W·
���r�r·±�±�H�U���±���X~�±�£��·±£��tps^����tH·����4s^�r��t2~�~��±���VµU�?���£~��®~���t?�4�A��t�ÁC��£��t?»6s*�W�£�r���r�XµUs^����tH·����4s^�r·�t?���±���Vµ����£�
������4s^�W���®���±�£~������4���±�W���±���V¹
nport�~�}Ns^s^t������±tH~��W����s^���rt?·	�W��tv~��4s^t����±s^tH~�s*����t��@¸U�W�±·®�W r·±t% C}���ort��?��t2�U���4�Å�W�E��o£tvs^����tH·Mµ

���£�v��tH�r��t2~�tH�4��tH�Gt?ÁC�£·��®������·±}G������o£t�°X·�tp�¯����s*�U�	��ort�s^����tH·��®~	t?ÁC�£��t2~�~�tH�G�±�V¹53Å~�£��·�·±}�µ�or�@¶�t?¸�t?�2µU��or�®~
�®~��r�W����ortc�H��~�t�µC�W�£���Wr����s*�W���®�������W�£~�·®�U���±�4�£~E =t���¶�tHt?��°£·±tÅ�¯����s*�U��~�����s^s^���£·�}^��tH~�£·Ã��������ortc·��N~�~
�����or�®~����r�¯����s^�W���±���V¹76£���J~��?�W�£�rtH�+s^����t?·®~Hµr~�}Cs^s^t�����}��±���¯�4��s*�U���±���+�®~���·®~���s^�®~�~����£�� C}��£�U��r��t�¹
�Ð�*��or�±~��£�W�=t?�2µN¶�tÅ�£��t2~�tH�4�������W·±���4������ors ��o£�W�p�W�����s*�U���®�?�W·±·±}v��t������±t?¸�tH~�~�}Cs^s^t������±tH~��±���G��t?��»

s^t������®�?��·Xs^����tH·M¹�w�r�p�W·±���4������orsÇ�®~��±�£��t?�=tH�£��t?�N�p�W�V��ort���t2~�~�t?·®�U�����4���W�º��ortcs��r��t?·�8C�����£�������®��r·®�W�2µ
��������tH~E�r������~�~�£s�t���o£�U����ort�s��r��t?·Xo£�4~E =tHt?�*��t2~�~�t?·®�U��tH�^�±���(s*�W�£�rt?�������X~��®~���t?�N��¶�����o���ortc~�}Cs�»
s^t������±tH~J¶�tG�U����t?s^���Å���*�®��tH�4�����¯}4µ=�W�£�j�Ã�Å¶�����ÆC~�¶�t?·±·!���j�£���®~�}��4 ���tH�m��~J~�£��o¼�4~J~��H�W�r�£tH��s^����t?·®~H¹
w�r����·��4�����Ã��ors £~�tH~��*�rt?¶<���C��·6µr��ort �����9���:�����<;=�.>?��$ ������
 �¯r�£�����±���£~H¹J�J�W��ortH�J��o£���h�?��s^�r������r�
��ortH~�t��¯r�£�����±���£~pt�Á��r·±�®������·±}�µ�¶�t����±��tH�m��·�}�����s^�rr��t���ort?�±��~��rort?���®�?�W·Lo£�W��s^���r�®�����Ct?Â����±t?�4��~?µ�£~��±�r�^�
���4~��(�W�£�-���?�?r���W��t%��tH��or�r�®½Nrt�¹Gnport�t�ÁC����t?s*���W�E��ortH~�tv�¯r�£�m�����4�£~����£�¼��o£t?�±��~��rortH���®�?��·oX�W��s��4�r�®�
�?�Ct�Â����±t?�N��~ptH�£�W r·±t�£~p������t���t?��s��±�r�®~����®�?�W·±·±}���t2���U¸�t?����ort%~�}Cs�s^t?������t2~����	�^~�o£�W�=t�¹

6r���G�?��s^�=�4~��Ã��t�~�o£���=tH~Hµ!�6¹ t�¹�~�o£�W�=t2~� £r��·��G C} ��~�~�tHsG r·±���r�h~��±s^�r·±t?�G~�����£�m��r��tH~Hµ!¶�t��������±s��±¿?t
��ortv���4s��£����W���±���¼ N}j���r�r·±}C���r�*��ort%°£��~�����·±����������ors ������ortv~�r �»Ä�£�W����~Hµr��o£t?�h����t?���U����¸4t?·±}� £r��·®���±�r�
��ort�~�t?���W�V~�}Cs�s^t?������t2~E�W�L��ort����4s^�=�4~��Ã��tJ~�o£���XtJ���WÆC�±�r�%���N���v���H���4r�4�� =����o*��ortÅ��t?·®�U����¸�tJ�=�4~������±���£~
�����ort%~�r �»Ä�£�W����~��W�£����ort?�±����t?·®�U���±¸�tc�����±t?�4���U�����4�£~?¹
¬ tptH�N¸C�®~��±���vs*�W�C}%���r�r·±�±�H�U�����4�£~�¯���	�4r�	¶�����ÆLµU�±�£��·±£���±�r����tH��s^t������®�����4s^�r��t2~�~��±���VµW�����X~��®~���t?�N�

s^tH~�o�t2���Ã�����£�*���£���W�����s*�W���®���±�£~����W�N���®�U�����4�V¹
npor�±~��£���=t?���®~p�4���N�W�r�±¿?tH�+��~��¯�4·�·±�@¶J~H¾	�±����ort��¯�4·�·±�@¶��±�r�*~�t2�m�����4�Vµ�¶�t(��t?¸C��tH¶ �r��t?¸C�±��£~p¶�����Æ*�4�

�®��t?�N�����¯}C���r�j��t?�4s^t������®�G~�}Cs^s^t������±tH~��4� �W³ ���£��²4³Ç~�o£���=tH~H¹(nportH�-��� ~�tH�m�����4�-²rµº¶�t��r��t2~�tH�4�����
�U¸�t?��¸C��tH¶ ���A��ortG~�}Ns^s^t�����}N»Ð��t���tH�����±���j�r���4 r·±t?s �W�£����ortv½N£�W�N�������±tH~J£~�tH�j���¼�4r�Å��·��4��������ors*~?¹��Ð�
~�tH�m���±���A@Xµ2¶�tE�±�4�����r��£��t[��o£tE�4t?�rtH����·��±¿?t2��s^��s^t?�N��~�W�£����£�Vs^t���or���c���Å���4s��£���tE��ortHs<t�Â��?��tH�4��·±}98
�±�f~�tH�����±���'�-¶�t¼�r��tH~�t?�4����r����·��4�����Ã��ors �¯�4�*�®��t?�4����� }C�±�r� ~�}Cs�s^t?������t2~?¹ nportjt?ÁC��t?�X~��±��� �W�c��or�®~
��·��4�����Ã��orsÇ���^�?��s^�=�4~��Ã��t�~�o£���=tH~��®~��£��t2~�tH�4��t2�����j~�tH�����±�����r¹76A�±�£�W·±·±}�µ��±��~�tH�����±���¼¢%¶�t�~�or�U¶ ~���s^t
��tH~�r·���~��W�X���W�r�r·±�®�?�U�����4�£~����A��r�J��·��4�����Ã��orsj¹

B C ���?��
� �ED�#%�GF

 �����·±}v�W�£�r���N����ortH~A���%~�}Cs�s^t�����}v��t���tH�m�����4���¯���?£~�t2��������ort���³'�r���� r·±t?sj¹	��������·±��oIH<J2�LKN�NMÄµ ¬ ��·���tH�
t?���W·6¹OHPJH�QK4�NM����£�SRÅ���4or�£�WsTHPJH�QK4� M��£��t2~�tH�4�^s^t?��or���r~���� ��tH�r£��t+��orth��³J»Ð~�}Cs^s^t�����} ��t?��t2�m���±���
�r���� r·±t?s �����UJH³ �£�W����t?���hs*�U����or�±�r���£���4 r·�tHsjµX�¯����¶�or�®��oht?Â*�?��tH�4��~���·±������4�h����tGÆC�r�U¶��VH W��C���o
t?�(�W·6¹5JH�C¢�¢=MÄ¹(npo£t?�±����·��4�����Ã��ors*~Åt?Â*�?��tH�4��·�}���t?��tH���(��·�·	�=�N~�~��� £·�t^~�}Cs^s^t������±tH~��±� �+�=���±�4�(~�t��2µº rr�
����tco£���4or·�}+~�t?�£~��Ã����¸�tc���^�r�4�±~�t�¹
����t?�4�����¯}N�±�r�+~�}Cs^s^t������±tH~��¯����²�³�s^����t?·®~J�®~JsG£��o¼s^����t%�?��s^�r·±t�Áj�W�X��·±������·�tG��tH~�tH�W����o����j��or�®~

~�r ���tH�m��o£��~� =t?tH���r£ r·��®~�ortH�º¹YX4�±���r���W�£�+À�£�rÆ�t2HPJH�4�/J�MX�£��t2~�tH�4�p��~�}Cs^s^t�����}���t���tH�m���±���+s�t?��or�r�ºµ

ZGZ\[�],^!_!`!a



@ �����U���!
 ���9��
������ �9$��<���	��
���2$ � ;�#���+ �,��+���������� ������� �"$ �

��tH~������±����t2�v���%���W���W���±���£��·£~�}Cs^s^t�����}4µ4 £��~�tH�^�����%~���ort?s^t��?��·�·±tH������tH�rt?���U��tJ���£����t2~�����µ4°£��~���°£�£���±�r�
oC}N�=����ort?���®�?��·~�}Cs�s^t�����}��UÁ�tH~Hµr��ort?��¸�t?���Ã�¯}C�±�r�^��ortH~�tv��~�~�£s������±���£~H¹�npor�®~Ås^t���o£���j�®~Å £��~�tH�j�4�h�
�4�����ro���t?�£��t2~�tH�4���W���±�����W�A��~��4·��®��s��r��t?·º���£��£~�tH~��4�����ro*��ort?�4��}4¹	npo£t���tH�=t?�£��tH�£��}� =t?�Ð¶�tHt?�+��or�®~
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����~�}Cs^s^t�����}j�¯�4���r���r»6�=t?���¯tH����s^����t?·®~HµV��t?°£�rtH� �4~���ort^s^�±�r��sG£s �Ws^��r�N������¶�����Æj��tH½Nr�±��tH�¼���
�������£~��¯�4��s ��~�o£�W�=t����N������~�}Cs�s^t?�����±��~�o£���=t�¹Anpor�±~As^t���or���G��t?·±��t2~���%��ortp�� r��·±���Ð}����Å°X��~��At2~����W r·±�±~�o
�?������tH~��=���£��tH�£��tc =t���¶�t?tH���=�4���N��~Hµr��¸�tH��}���tH~������±�����±¸�tc�r��tH�?���£�������±���!¹
{Cr� �W�£�'{CortH�����Wo HPJH�4�N¢=MJ£~�t¼��ort���� 
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·±�C��ÆC�±�r�(�W���?������tH·±�W���±���£~	�±�^��ortcx��W£~�~��®�W�^�±s*�W��t4¹A��~E��� Ï ���r�U¸C�®�pt����W·6¹,H<J2����²�M6µU��ort?}���t?·±}G�4�^��u��
���¼�±��tH�4���Ã�¯} �=�W��t?�4���±��·��UÁ�t2~��W��~�}Ns^s^t�����}4µV��oN£~%�=�N~�~��� £·�}h���W�±·±���r�¼�4� or�±��o£·�} ~�}Cs^s^t������®���4 C��t2�m��~H¹
Ï �4��t*��t2��t?�N��·±}�µ W(�W¿Ho£�r���-t?�v�W·6¹YH ��¡�¡L@�M[�±�4�����r��£��t2����ort #!� �2����
��!� >L��#����!� - 
$���# µ[�¼���4·�·±tH�����±��� ���
~��rort?���®�?�W·��¯r�X�m���±���X~!��oX�U�	��t2~��?���± =tE��ort�s^tH�4~�r��t��W�£�Ås��r��t?·�� ~���W���W���±���£��·4�W�£�%��t$#£tH�����±¸�t�~�}Cs�s^t?����}
¶�����o ��tH~��=tH�m����� tH¸�t?��}f�UÁ��®~��X��~�~��±�r� ��or����r�4of��ort ��tH�4��tH�+���%s*��~�~?¹Çnport?�±��s�t?��or��� �r���U¸N�®��t2~
�4�C������tH~�r·���~p�±�+��ort%~�o£�W�=t��±�rt?�4���Ã°=�?�U�����4�Vµr r��J�±�N¸��4·�¸4tH~p�^~�r�������?tc�±�4��tH�����U�����4���¯�4��tH�4��oj~��Ws^�r·±tH�
���±��tH�m�����4� 8���or�±~�~�r�����4��t��±�4��t?�����U���±�����®~��H�W�����±tH�v�4�*�(¸��@Á�t?·r�4���®�º¹53Å~����r�(��ortÅ~�}Cs^s�t?����}���tH~��������r������~
���J�±��tH�4���Ã�¯}(~�}Ns^s^t������±tH~V��tH½Nr�±��t2~V�W�%���H��r���U��tE~��Ws^�r·±�±�r���±�%��·�·4�r����tH�����±���£~Hµ2s^��ÆC���r����ortH���A�W·±���4������ors
¸�tH��} ���4~���·±}f�¯���¼�W�<���?�?r���U��t ~�t?�j�W�v��tH~�r·Ã��~?¹��Ð�z�����N������~��HµÅ�4r�j��·��4�����Ã��ors ���r·±} ���4s^�r���t2~j�
��t?��t?��s^�±�r�±~����®�+~�s^��·�·��NrsG =tH���W��~�£�����4��t����N��tH�����W·®~?µ	¶�or�®��o ����t��=t?���¯����s^tH� ��� ��ortj~�o£���=t�����~�t?·���µ
���£�-~�����·±·[�r���U¸C�±�rtH~�¸�t?��}h���?�?r���U��tv��tH~�r·���~H¹  �%LtH�����±¸�t*���4s��£·�t?ÁC����}h���4s^�£�W���±~����£~Å¶��±·±·	 =t^���±¸�t?�-���
{Ct2�m���±�4�IKr¹

& &('%�p�)'^�?�OD

u��4�£~��®��t?���±�r����~�r�������?t S µ	��ort #�� ������
��!�"�!# �W� S ����t*��ort+�±~���s^t?�����±�*�����W�£~��¯����s*~%¶�or�±��o s*��� S�4�4���`����~�t?·���µ��±�'�W�N} ���C�4�����±�£�W��tj~�}�~���tHs �?t?�4��t?��tH� �4� �Ã��~���t?�N��tH�*�W�������2¸C���Ð}4¹'{C}Cs^s�t?�����±tH~^�����
~�o£�W�=t��¯����s ��������r� �¯���v��ort�·®�2¶ ���J� £�£�m�����4� �?��s^�=�4~��Ã�����4�Vµ[¶��Ã��o �®��t?�N�����Ð} ��~v�Ã��~v�rtH������W·�tH·�t?»
s^t?�N�H¹ 6r�����^�4�±¸�t?�¼~�o£�W�=t4µr��o£tG~���£��}����[~�£��oh�^�4���4r����t?·®�U��tH~p���*��ortv����s*�W�±�j���[s^�W��ortHs^�W���®�?��·
�?��}�~����W·±·±�������W�roN} H �E�����X��t%��¡�¡L@�MÄ¹
nport^������r�-�W����ort���r =t4µº�¯�4���±�£~������£��t�µ���4�4�������X~

48
tH·�tHs�tH�4��~+*�~�t?t�6A�±��r��t?J-,�¾���ort^�®��tH�4������}�µ

tH���4o4�
3− �¯��·®���������U�����4�£~��W����£�£� 4

�=�N~�~��± r·�t��WÁCt2~?µN�r�±�rt
4− �¯��·®���������W���±���£~������4r�£� 3

�=�4~�~��± r·±t��UÁ�tH~Hµ

.0/ Z1.02



���������	��
����������
�����
���������� ������
��!�"�!#�$&%(')�*��+,�.-/��# �

π

2π
3

π
2

π

2π
3

π
2

6A�±��r��t J�¾ Ï �������4��»Ð~�}Cs�s^t?������t2~��W�£�¼�������U���±���£�W·�»Ð~�}Ns^s^t������±tH~��¯�4r�£�¼ N}��4r���W·±���4������o£s��¯���c����r =t
*¯�¯���J�?·±��������}�µ��r�W�Å�W·±·ºtH·�tHs�tH�4��~J�W��tc��tH�r��t2~�tH�4��tH� ,�¹

~��ÃÁ
2− �¯��·®�-���W���U�����4�£~��W����r�£� 6

�=�N~�~��� £·�t*�UÁ�tH~HµV�r�±�rt*s��±�����4��»Ð~�}Cs�s^t?������t2~c�W�£��°r� ��t?tH�`�W��ort?�(t?·±t�»
s^t?�N��~��4 ��������rt2�+ N}+���4s^�X�N~��±�r�����W���U�����4�£~p�W�£�+s^�±��������»Ä~�}Ns^s^t������±tH~?¹
{N��£��}C�±�r�*��o£t(�4���4r���W�	�®~���s^t������±tH~����

IR3
~�or�U¶J~p��o£�W���¯�4�Å�^���±¸�t?�j�®~��4s�t?����}

I
µr��ort?��t%�W·±¶��@}�~

t?ÁC�®~���~����+�4����or���£����s^�W·L £�4~��®~
(X,Y ,Z)

�±�4���^¶�or�®��o���ort(s^�W������Á��W�
I
����Æ�tH~���ort��¯�4·�·±�U¶����r���¯����sj¾

I(λ, α) =





λ 0 0
0 cosα − sin α
0 sinα cos α





¶�����o {

α ∈ [0, 2π[
λ = ±1

��~	~�r���4tH~���t2�( C}���ortpt�Ár��s��r·±t��W�£��ort���r =t�µW��or�®~[���4����tH~��=���£�r~V���
3
��� %Lt?��t?�N�E��·®��~�~�t2~�W�X�®~��4s�t?������t2~?¾

���W���U���±���X~?µWs^�������4��»Ð~�}Cs^s�t?������t2~A���£�v��ortH��������s^�=�N~������±���Vµ4��t?�=tH�£���±�r�(¶�ort���ort?�
λ
�±~[�=�N~������±¸�t����£� � ���

α = 0(
s^���

π)
¹U6A���£�r���r�-�h~�}Cs^s�t?����}-���J�h~�oX�W�=t*��oC£~G��tH~���·±¸�tH~(���N���h°£�£���±�r�-�¼¸�t2�m���4�

X
y

¶�or�®��o¼¶�tv�?�W·±·V��ort � � � # ���	��ortG�®~��4s^t�����}�y|���£�¼�W�h���r��·±t
α
y|¶�or�®��o¼¶�tv�?�W·±·V��ort � � ���<� �W�	��ort

�®~��4s^t�����}^y ~�£��o+��o£�U�
I(λ, α)

s*���£~���o£�±~J~�o£�W�=t��4�4���^����~�t?·���¹
RJ�U¶�t?¸�tH�Hµr°£�£���±�r���W·±·~�}Cs^s^t������±tH~J�W�[��~�o£�W�=t(�®~JsG£��o¼s^����t%����Â���r·��Å��o£���¼~��±s^�r·�}j��ort2��ÆC�±�r�

¶�ort?��ortH�G�j���±¸�t?�-�������£~��¯�4��s �4�m��£�W·±·±}h�®~%�¼~�}Cs^s^t�����}4¹��Ð�`�£�W�����®��£·±���c��ort��£�W�±¸�t*���r�r���4����o���oX�U�
¶��4r·®�G���4�£~��±~��A���X��ortH��ÆC���£�c��~As^���N}%~��Ws^�r·±tH�G¸U�W·±rt2~�W�

(X, λ, α)
�4~�=�N~�~��� £·�t�����°£�£�v�c~�}Cs^s^t�����}

�®~������p���C�*���N~���·�}4¹ ¬ t���oNX~��rt?t2���^��t?��t?��s^���£�±~����®�cs^t?��or���+���^°£�£�����C�r���H�W�£���®�r�W��tH~H¹
w�r�E�W�r�£���N����o%���c°£�£�r���r�%~�}Cs�s^t?������t2~	£~�tH~[�����±�4��tH��s^t2���±�W��tJ½N£�W�N�����Ð}4µ4�?��·�·±tH�G��ort �����9���:�����<;=�.>

��$ ������
 �¯r�X�m���±���X~[�W�=��ortÅ~�o£���=t�¹Anpo£tH~�t��¯r�£�����±���£~E¶���·±·r =tp��o£tp���4�r�®�����L~�t2�m�����4��@£¹	À�}Gt?Á���s^���r�±�r�
��ortH~�t�½N£���4���Ã����t2~%¶�t�¶��±·�·��rt?����¸�t��±� {�tH�m�����4� �¼����t���t?��s��±�r�®~����±����·��4�����Ã��ors ¶�or�®��o`°X�£�r~v�j°£�£�Ã��t
�CrsG =t?�(�����=�4~�~��± r·±t^�?���£���®�r�U��tH~��¯���

X
µ
λ
�W�X�

α
¹^À�tH�?��£~�t^~���s^t�r�N¶p�W�4��tH�������±�r·±t���~�����¸U��·�£tH~

s*�@}��W�£�=tH�W�A��r�����r�Å��ort��r�����?tH~�~?µH��ortH~�t��H�W�£���®�r�W��tH~A�W��t[��o£t?�v��ortH��Æ�tH�( £�4��Æ����(��ort������±���±�£�W·4~�o£�W�=t4¹
�Ð�`��ort+~��Xt2����°X���H��~�t*�W�J�h��tH�4������·�~�}Cs^s�t?����}"*

λ = −1
�W�X�

α = π
,mµ	����~�o£��r·®�` =t��r����tH�`��o£�W�

ZGZ\[�],^!_!`!a



� �����U���!
 ���9��
������ �9$��<���	��
���2$ � ;�#���+ �,��+���������� ������� �"$ �

���N}�������tH�����±���¼�H�W�j =t(��ort � � � # �W�	��ortv~�}Cs^s^t�����}����H���������±�r�����*��ortv�W =�U¸�t(��t?°£�r�����±���V¹ RJ�U¶�t?¸�tH�Hµ
��or�±~�~��=tH����°X�v�?�4~�t����CtH~��r�W����tH½Nr�±��t%°£�£���±�r�����N}j�£������s�t?��t?��~Å���£�h¶���·±·	~��±s��£·�}¼ =t����£��tH�¼������ort
�H�W�£���®�r�U��t(~�}Cs^s^t������±tH~����*��o£tH��Æ*�¯�4�H¹
{C��s^t�~�o£�W�=tH~%or�U¶�t?¸�tH�%s*�2}- =t � ����$N#!
 ~�}Cs^s�t?�����±��µ	�W�£� �?��s^�r������r��~�}Cs^s�t?������t2~��¯�4�%��ort2~�t
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� � �����p�	�%������� � � #G� ���v
"

�Ð�h��o£�±~�~�t2�m���±����¶�tv���N��������£�?tv���rt?¶���·®��~�~Å�W�[�¯£�£�m�����4�£~?¾���ort ����� ���:� ���<;=�.> � $�� ����
"# �W����~�o£�W�=t4¹
¬ t���ort?��~�or�U¶ ��o£�W����ort2~�t��¯£�£�m�����4�£~�o£�2¸4t��±�4��t?��tH~����±�r�%��t?·®�W���±���£~�or�±�£~[¶��Ã��o*��ort�~�}Ns^s^t������±tH~E�W�L��ort
~�o£�W�=t4µr�W�£����o£�U����ort?}��£���U¸C�±��t(�W��t$%LtH�����±¸�t(s�t?��or�r�����^��t?�����±t?¸�t�~�£��o¼~�}Cs^s^t������±tH~H¹

����� 	�
�������������
6£���J�*~�£�����4��t S �±�¼�^²W»Ä���±s^t?�£~��±���£��·º���4s^���±�Vµ�¶�t%��t�°£�rt%�Ã��~ �����9���:�����<;=�.> � $�� ���,
 ���A������t?�

2p
���

���±��tH�m�����4�
ω
 N}

M2p(ω) =

∫

s∈S

‖s × ω‖2p ds
*	J-,

�Ð����or�®~J��t�°£�r�������4�Vµ
s
�±~J��¸�tH��������¶�or�±��o�·±�±�rÆ�~���ort(�?t?�N��t?�J�W�A�����@¸N����}*�W���o£t(~�o£�W�=t+*��r·±�4��t2���U�p��ort

�4���±���±� ,����+�*�=���±�4���4�j��ort�~�r�������?t%���£�
ds
�®~���oN£~c�*�±��°£�r����t2~��±s*�W·A~�r��������t%tH·�tHs�tH�4�2¹ M2p

�Ã��~�tH·Ã�
�®~��^���±��tH�m���±���£�W·L�¯r�£�����±���V¹
�Ä�	~�or��r·®�( =t��£�W��t2�(��o£�W�HµW�?���£~��®��t?�����r� S ���ÅoX�2¸�t�~��4s�t���or�®��ÆC�rt2~�~ dt

µ@��ort�t?ÁC�£��t2~�~����4� M2(ω)dt*��M¹ t*��ort��4t?�rtH����·��±¿?t2�-s^��s^t?�N�G���p�4����tH�v� ,(���4����tH~��=���£�r~c���¼��ort�s^��s^t?�4�v�W���±�rt?�����®�j������ort���or�±�
~�ort?·±· S �W·±���r� ω

µEortH�£��t+��ort��£��s�t+������ortH~�t��¯r�£�����±���£~H¹ 6£r����ortH��s^����t�µ	��ortj��or���®��t+�W���W� t?¸�tH�
t?ÁC�=�4�rt?�N�J�W�X���^�����4~�~�»Ä�r������£�m�p·±tH�4�r~����*¸�t?��}*�±�4��t?��tH~����±�r�^�r�����=t?�����±tH~H¹

����� ������� 
"!$#�%&%'
�)(*��
+!,�-�/.0%1��%1
2�3��!
{C}Cs^s^t�����}G�r�����=t?�����±tH~	�W�L��~�o£�W�=t��������£~�·®�U��t��±�4���(~�}Cs�s^t?����}%�r�����=t?�����±tH~	�W�=����~[s^��s^t?�N�[�¯r�£�m���±���£~H¹
¬ t(¶���·±·Vs*�WÆ�t�£~�t��W���ort��¯��·±·±�@¶��±�r�v��¶��*�r���4�=t?�����±tH~ *M~�tHt��r���C�W��±�¼�J�r�=tH�£���ÃÁ ,�¾
4 ¨ Í65EÉ ¨@§ Ê87"9 � ���G#!� ��� ��
 �!�"��#

I
$&% � #:+,�.-/� S � �:� ��� #�$ #!� ��� ��
��!�"�!# $	% � � �5��
"# M2p

� $�������

%����9��
��"$ �,# 9

I(S) = S ⇒ ∀ω M2p(I(ω)) = M2p(ω)
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ω
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ω
9

∀ω M2p(I(ω)) = M2p(ω) ⇒ (∇M2p)(ω) = 0
nportH~�tG�Ð¶��+�r�����=tH������t2~J�����4t���ort?���±s^�r·±}���o£�U�c��ort^�UÁ�t2~Å�W�E��ort^~�}Ns^s^t������±tH~��W���+~�o£���=tv����t%���

 =t(�¯�4r�£�¼���¼��ortG�±�4��tH��~�tH�����±���j���	��ortv~�t���~J���E������tH�����±���£~J¶�or�®��oh¿?t?���^��o£t%�4���4����tH�4��~��W�[tH�4��o¼�W�[����~
s^��s^tH�4�%�¯£�£�m�����4�£~?¹hnport��£���4�XtH�����±tH~%�W��t*�r�W�v��t2���±�r���r�?�W·[o£�@¶�tH¸�t?�2¾G���£�?t^��ort+���±��tH�����±���£~%�W�p��ort
¿Ht?���N~Å�W�E��ort��������r��tH�4��~Å���E��ort�s^��s^t?�N���¯r�£�����±���£~co£�@¸�tG =tHt?�h�¯�4r�£�ºµL��o£t?}¼sG£~��c =t^��ort2��Æ�t2�¼�4�
��ort%~�o£���=t��Ã��~�tH·Ã�A���*t?·±��s^�±�£�U��tc����·±~�t��=�4~������±¸�tH~H¹

����� ���	���
2�3�
� ��%1�����)� �����3�
�!�C��ÆC�±�r�p�¯�4�!��ort�¿Ht?���4~V�W����ort��������r��tH�4�!������ort�s^��s^tH�4��¯r�£�m���±���£~��tH½Nr�±��t2~V�r��tH���®~�t��W�X�%��t?�£~�t�~��Ws�»
�r·±�±�r�G���º��ortH~�tÅ�¯r�£�m�����4�£~HµN¶�o£�±��o�¶���£·±�� =t�¸�t?��}^���N~���·�}^£~��±�r�%��ort?�±���±�4��tH�����W·£�¯����s �W�! �½N£�U�����4�UJ4¹
¬ t%��oC£~Å�r��tH~�t?�N�����¼t�Â����±t?�N��s^t���or���j���+����s^�rr��t%��ortv��t?�£t?���W·±��¿HtH��t?¸�tH�¼s^��s^t?�N�Å�¯r�£�m���±���£~Å���
�*~�o£���=t�µr£~����£�*~��rort?���®�?�W·Vo£�W��s^���r�®�?~H¹	�Ð�¼�£�W�����®��r·®�W�2µ�¶�t%�?���j���H��r���U��t?·±}��?��s^�r���t���o£t%~��rort?���®�?�W·
o£����s^�4�r�±�����Ct�Â��?��tH�4��~��W���o£t(s��4s^t?�4���¯r�£�����±���£~J¶��Ã��or����Å~��Ws^�r·±�±�r�v��ortH~�t�� £�£�m�����4�£~?¹

 5��AÉ ¨���ª�© + � ©�¨ � Í�� �Mª�¦ ¬ tJ£~�t���t2�W·�»6¸W�W·±rtH�v~��rortH���®�?��·�o£�W��s^���r�®�?~OH RÅ�� £~����?J2��²,J�MC���(��tH�r��tH~�t?�4�
���±��tH�m�����4�£�W·��¯r�X�m���±���X~?¹[��tH��·£~��rortH���®�?��·ro£�W��s^���r�®�?~E�W��t���t?°£�rtH�Vµ��¯�4�E�±�4��tH��tH��~

l ≥ 0
�W�£� −l ≤ m ≤

l
µr N}L¾

Y m
l (θ, ϕ) =







√
2 Nm

l Pm
l (cosθ) cos(mϕ)

�¯�4�
0 < m ≤ l

Nm
l P 0

l (cosθ)
�¯���

m = 0√
2 Nm

l P−m
l (cosθ) sin(mϕ)

�¯�4� − l ≤ m < 0¶�ortH��t
Pm

l

�W��tA��o£tE�4~�~����?�±�U��tH�,�Vt?�4t?�£�r��t	�=�4·�}C�r�4s^�±��·±~)8H��ortE�r�4��s*�W·±�±¿H�U���±���c�?���£~������4��~
Nm

l

�W��t[~�£��o
��o£�U����ort%~��rortH���®�?��·Lo£����s^�4�r�±�H~��¯����s ����������or�4�r����s*�W·L~�t��J�W��¯r�X�m���±���X~p�¯���p��ort%~��H�W·®�W�p�r���r��£�m�2¾

< f, g >=

∫

‖ω‖=1

f(ω)g(ω) dω

npor�®~J��������tH~��X���X�r~����*��or�C�4~��±�r�£¾

Nm
l =

√

2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

¬ t-¶��±·�·cX~�t���ort-�¯��·±·��U¶����£� ¸4t?��}f�=�@¶�tH���¯r·c�r�����=tH����} �W�G~��rortH���®�?��·�o£�W��s��4�r�®�?~H¾ �W�N}'~��rort?���®�?�W·
o£����s^�4�r�±�����p��tH����t?t

l
�H�W�  =t*t?Á��r��t2~�~�tH�-��� �����W���U��t2� ���C�������±�£�U��t^~�}C~���tHs £~����£�jo£����s^���£�±�H~c���

~��Ws^t(��t?�4��tHt��W�£�j���Ct�Â��?��tH�4��~J��t?�=tH�£�����£�^�4�+��ort(���W���U���±���
R
¾

Y m
l ◦ R =

∑

−l≤m′≤l

Dm,m′

l (R)Y m′

l

*6� ,

�Å�N} ���4sG r�±�£�U�����4� �W��~��rortH���®�?��·�o£�W��s^���r�®�?~G������t?�4��tHt�·�t2~�~G��o£�W�
l
�?��� ��ort?��t��¯�4��t+ =t+t�Á��r��tH~�~�t2�

�±�¼�*�������U��tH�j���C�4�����±�£�W��t(~�}�~���t?s £~����£��~��£ort?���±�H�W·Vo£�W��s^���r�®�?~��W�[��tH����t?t�·±tH~�~p��o£�W�
l
¶��Ã��or��r�Å·��N~�~

�����±���¯����s*�U�����4�V¹�u��Ct?Â*�?��tH�4��~
Dm,m′

l (R)
�H�W� t�Â����±t?�N��·±}� =t^�� ����W�±�rtH�-£~��±�r����tH�?r����tH�£��tG�¯�4��sGr»

·®�Wt2H �Ð¸U���r�®�Å�W�X����rt2��t?�C =t?��� JH�4��� MX�4�����±��t2�m��·�}*�?��s^�r���t2�UH �Å�Ws*�Ws^�C�4����or�X���£� R��W�r���Wo£�����W¡4¡�@LM6¹
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� Í � 5 
§H©r§ � Í��'Í�� � Í � É � § � 
 � ªW§ � Í�� ¦ ��~Å��t?°£�rtH�¼ N}( �½N£�W���±��� J�µ£��o£t
2p− s^�4s�tH�4�Å�¯r�£��»�����4���W�	�^~�o£�W�=t S �®~pt?Á��r��t2~�~�tH�+�4~?¾

M2p(ω) =

∫

s∈S

‖s × ω‖2p ds

=

∫

s∈S

‖s‖2p sin2p β ds

�Ð����or�®~�t�Á��r��tH~�~��±���!µ
β
�®~���ort%�W�£��·±tc =t���¶�tHt?�

s
���£�

ω
¹

6rr�£�����±���
β 7→ sink β

o£�4~c�W�r�4r·®�W�c��t?�=tH�£��t?�X��t����
β
�4�r·�}h�W�£�h��ortH��t?�¯����tv��t2����s^�=�N~�t2~Å���N���

¿H���£�W·	o£����s^�4�r�±�H~ *¯�6¹ t�¹�o£�W��s^���r�®�?~
Y m

l

�¯�4��¶�or�®��o
m = 0

,m¹��AtH���¯�4��s^�±�r����ort*�?��·±�?r·®�U���±��� ~�or�U¶J~
��o£�U�J¶�ort?�

k
�®~ptH¸�t?�Vµ���ort%�rtH���4s��=�N~��������4�+�±~p°£�r����t4¹�{Ct?�����±�r�

k = 2p
µr¶�t��4 �������� ¾

sin2p β =

p
∑

l=0

Sl
pY

0
2l(β, .)

¶�����oV¾

Sl
p =

√

(4l + 1)π

22l

2l
∑

k=l

(−1)k 22p+1p!(2k)!(p + k − l)!

(2(p + k − l)+1)!(k − l)!k!(2l − k)!
nport-���4����tH~��=���£���±�r� �rt?���±¸U�W���±���f�®~����C� ·±���r� ���  =t�t�Á��=�4~�tH�fort?��t�µ� r��j���Ct2~��r�W�+�r��tH~�t?�4���W�C}
����Â���r·���}�¹

�Vt��
Rs

 Xt*�+���W���U���±�4�h¶�or�®��o-s*���£~
z
µVr�r���(¸�t2�m��������·��4�r�

z− �WÁ��±~HµL��� s
¹�3�~��±�r�( �½4X�U���±��� �

�¯�4���������U�����£�v��ort
Y 0

2l

¿H���£��·ºo£�W��s^���r�®�?~HµC¶�t(o£�2¸�t^¾

sin2p β =

p
∑

l=0

Sl
p

2l
∑

m=−2l

D0,m
2l (Rs)Y

m
2l (ω)

�Å�£�+°£�£�W·±·±}L¾

M2p(ω) =

p
∑

l=0

2l
∑

m=−2l

C2p
2l,mY m

2l (ω)
*M² ,

£~��±�r�
C2p

2l,m = Sl
p

∫

s∈S

‖s‖2pD0,m
2l (Rs) ds

*"@ ,

 �½N£�W���±��� ²��r���@¸�t2~J��oX�U� M2p
��tH�?��s^�=�4~�tH~����N���j��� ����
� �NrsG =tH���W��~��rortH���®�?��·oX�W��s��4�r�®�?~HµL���£�

 �½N£�W���±��� @ �W·±·±�@¶J~*£~���� �r����tH����·±} ���4s^�r���th��ort-����t�Â����±t?�4��~?¹ nport-���4~����W�%���4s^�r����±�r� M2p�®~���ortH��t?�¯����t
(p + 1)(2p + 1)

~�£�����4��t^���N��tH�����W·®~ *����rt*�±�4��tH�����W·[�=t?�%tH¸�t?� �4���rt?������o£����s^�4�r�±��µV£�
���h������t?�

2p
,m¹hnpor�®~%�®~%sG£��o ��ort2�W�=tH�(��oX�W�`��ort���·Ã��t?���£�U���±¸�t*s�t?��or�r�`�W�J���4s^�r����±�r�¼��ort+~��H�W·®�W�

�r������£���J�W� M2p
��~J��t?°£�rt% N}	 �½N£�W���±��� J4µr¶�����o¼tH�4��o¼~��rort?���®�?�W·Vo£�W��s^���r�®�c £�4~��®~p�¯r�£�����±���V¾���or�®~

¶��4r·®���±�£��t?t2�+��t2½4£����t�s*���N}�t?¸W�W·±£�U�����4�£~���� M2p
µr¶�or�®��o�����~�t?·��A�±~���t?°£�rtH���4~p�^~�r�������?t��±�4��t?�4����·M¹

6rr����ortH��s^�4��t4µ��Nrs^t?���®�?�W·J�4�?�?r���4��} �±~*���r·±} ���4�£��tH���£tH� ¶�ortH�f���4s^�r����±�r� ��ort
Cm

2k,p

�?�Ct�Â^»
�?��tH�4��~Hµ£�W�£�+¶�t(�?�����r�@¶<�?��s^�r���t� =�W��o M2p

�W�£���Ã��~p�4���4���±t?�4�J�W�£��·�}N���±�H�W·±·�}*�¯���4s� �½N£�W���±���j²£¹
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�Ð� ��o£�±~�~�t2�m���±���!µA¶�t��£��t2~�t?�N�G�4r�v��·��4�����Ã��ors �¯���G�®��tH�4�����¯}C���£�-~�}Ns^s^t������±tH~G�W�Å�h~�o£�W�=t�~�t?tH� �4~G�
~����£��·±t%t?�4���Ã��}4µL��~J�4�r�=�4~�tH��������ort��W·±���4������ors �r��tH~�t?�N��tH�¼���¼��ortG�rt�ÁC�c~�tH�����±���¼¶�ortH��t%��ortv~�o£���=t%�±~
°£��~��c��tH�?��s^�=�4~�tH�j�±�4���+~�r �»Ä�£�W����~H¹�6£���c�����±¸�t?��~�oX�W�=t�µ=¶�tv¶��W�N�Å���+��t���t?��s^���rtG��o£tv�WÁ��±~

X
�W�X�

��ort
(λ, α)

�X�W���Ws^t���t?��~J���E��ort��=����t?�N���®�W·	�®~��4s�t?�����±tH~?µLX~��±�r����ort��4t?�rtH����·��±¿?t2�¼s��4s^t?�4���¯r�£�m�����4�£~?µ
���£����o£tH��Æ*��ort(�±~���s^t������±tH~��¯��r�X�����4�����£~�����o£t(�4�m��£�W·V~�o£�W�=t4¹
u�t?�4������·r~�}Cs�s^t�������t2~ *

λ = −1
���£�

α = π
,A�¯����s ��~��Xt2����°X���?��~�t�µ4~��±�£��t� C}v���4�£~�����X�m���±���!µ M2p��·�¶��@}�~�o£��~��^��t?�N�����W·V~�}Cs^s^t�����}4¹[À�tH�?��£~�t���t?�N�����W·V~�}Cs^s^t������±tH~��W·®~��^���^�£�W����tH½Nr�±��t������WÁC�®~HµC¶�t

����t2�U����o£�±~��H��~�tÅ���±��t2�m��·�}*�U����ortÅ����s^t��W���ort2��ÆC�±�r�%��ort�����ortH���?�W�X���±�£�U��tc~�}Cs^s^t������±tH~����*��ortc~�oX�W�=t
����~�t?·��A�±�h{CtH�m���±���¼�r¹ ²£¹

� ��� 	�
�)
 (*%&� �/�2�����3� ��� ���/
 ������!
��~c¶�t*~��@¶´��� {CtH�����±��� @X¹ ����ort*�UÁ��®~������±~���s^t������±tH~c¶�or�±��o-·±t��%��~�oX�W�=t���·±�� £��·�·±}jr�£��o£�W�£��tH�-�W·®~��
¿Ht?���G��o£tc�������r��tH�4���W�!��ort���t?�£t?���W·±��¿HtH�*t?¸�tH��s^��s^tH�4��~����V��or�®~p~�o£�W�=t�¹ ¬ t���oN£~p�� ����W�±�+�v~�r�=t?��~�t��
�����ortHs  N}+~���·±¸C���£�v�¯���2¾

∇(M2p)(ω) = 0
�Ð�f��°£��~���~���t?�Vµ�¶�tjtH~����±s*�U��tj�-�CrsG =t?�*�W�c¸�tH��������~v¶�or�®��o ����tj��·±�4~�t����-��ort¼������£��·�~���·±����±���£~Hµ
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∀ω M2p(ω) = M2p(Szω) ⇔ m ≡ 0(
��$)>
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2l,m = 0
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∀l ∀m Cm
l = cos(mα)Cm

l − sin(mα)C−m
l
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(
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�®~���o£tG�WÁC�®~����E���U»M�¯�4·±�¼~�}Cs^s^t�����}4µ£¶�or�±��o¼�®~���ort
�?��s^�=�4~��Ã�����4�+�W���ort��Ð¶��^��t?s*�W�±�r�±�r��s^����������»Ä~�}Cs^s�t?�����±tH~��W�	�WÁ�tH~

D2

�W�£�
D3

¹
nport�t�Ár�Ws^�r·±tv�W�E��ort^�?r =t�µV~�or�U¶������ 6A���4r��t Jv��·±·±£~������W��t2~Å��ort�t?ÁC�������m�����4�h�W���������U���±���£~����£�

s^�±��������»Ä~�}Cs^s^t������±tH~?¹, EÁ��XtH���±s^t?�N��~co£�@¸�t�~�or�@¶��h��o£�U���4r�cs^t���o£���h°£�£�r~���·�·A��ort
48
~�}Cs^s�t?�����±tH~

¶�o£�W��tH¸�t?����ort%�������������X�U��t�~�}C~���tHs ��ort%��r =t(�®~p�4���±���±�£�W·±}*t�Á��r��tH~�~�t2�����V¹
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M 8

D2D1

D3
(b)

‖∇M 8‖2

(c)

(a)

6A�±��r��tc�r¾ [ÁC�����4�m���±�����W�~�}Cs^s�t?������t2~��¯���p�v~����£��·±t�~�o£���Xt4¹[{N���W�����±�r�G�¯����sÇ��ortc�����±���±�£�W·=~�oX�W�=t
(a)
µ

�4t?�rt?���W·±�±¿?tH�`s^��s^t?�N��~
(b)
�W�£�`��ort?�±�v�4���4���±t?�4��~

(c)
�W��t�����s^�rr��tH�V¹-npo£t+~�t��v������ortH����t�ÁC����t?s*�

���±��tH�m�����4�`���4�4�������X~c��ort��UÁ�tH~�������o£t�~�}Cs^s^t������±tH~(�W����ort�~�o£�W�=t4µ��t?�£�±����tH� �U�%���±��oN�H¹ RJt?��t�µ =�W��o
s^�±��������»Ä~�}Cs^s^t������±tH~Ao£�@¸�t� =tHt?�^�¯��r�£�*�4~[¶�t?·±·X��~[��ort��U»M�¯�4·±�����W���W���±���£��·r~�}Cs^s^t�����}4¹ � �W��tp��o£�U�E��ort
�4���±���±�£�W·º~�o£�W�=t��®~p�rtH�Ã��ort?�Å���4�N¸�t?Á��r���J~����W��»Ä~�o£���=tH�º¹

� � � 	 � ! � �/! ! �����
�Å·Ã��or��r�4oh�Ã�c¶�����Æ�~p���W�±��·�}�¶�t?·±·6µX��ort��W·±����������ors �r��tH~�t?�N��tH�¼���¼��or�®~�~�tH�m���±���¼o£�4~���ortv���®~�����¸U���4���W��t
��o£�U�vs^��s^t?�N�%�¯r�X�m���±���X~G����t�·��±s^�Ã��tH� �±�`�¯��tH½Nrt?�£�?}�µ	���£� ��oC£~Gs*�2} �r�W�v�H�W����r��t*tH�r��r�4o`�±���¯����»
s*�U�����4� �W =�4��c��o£t*~�oX�W�=t�¹�npor�®~��±~(~��=tH���®��·�·±}j����rt��¯�����rt2�W��·�}N»Ð~�}Cs^s^t������®�G�?��s^�r·±t�Á-~�o£���=tH~�~�£��o
�4~p��ortG���rt%�£��t2~�tH�4��t2�j���U6A���4r��t%²£µ£¶�o£t?��t%�*¸�tH�����±�H�W·!s^�������4��»Ð~�}Cs^s�t?����}�¶��±·�·s^�4~��Å�r���� X�W r·±}� =t
��t?��tH����t2�����+�W·±·£��ort�s^��s^t?�N��~HµC�W�X�*s*�2}^�r�W�� =tJ°X·Ã��t?��tH�*�4��� C}���ortc~�}Cs^s�t?����}�s^tH�4~�r��tJ =t2�?�WX~�t
��� %Lt?��t?�£��t2~����?�?r�c�U����¸�t?��}j~�s^��·±·A~��?��·�tG =t?�Ð¶�tHt?�h��ortv¶�o£t?t?·®~H¹�npor�®~�s*�2}j =t��?���£~��±�rt?��t2�h�W�h�±��»
��t?��tH~����±�r�G�¯t2�U��r��t��W�!��ort�s^t���o£����¶�ortH�����r�r���2Á��±s*�U��tc~�}Cs�s^t?������t2~p�W��tc~�tH�W����ortH�*�¯�4�H¹�wÅ��o£t?��¶��±~�t�µ
��or�±~��®~J��·��±s^�Ã���U���±�4���W���ort(s^t���o£���º¹
Ï ����t?�U¸�t?�HµN��ort M2p

�¯r�£�����±���£~J =t?�±�r�������±���4�r��s^t������®���=��·±}N�£��s^�±��·®~����+��ort%~��rortH��t�µ���ortH}�o£�@¸�t
��s*�UÁ��±sGrs �CrsG =t?�^�W��~������±����t�ÁC����t?s*����tH�=t?�£���±�r� ���

p
¾*��ort+·®�W����tH�

p
�®~?µ[��o£t+s^����t M2p

�±~
�� r·�tv���j�?�W�r��r��tG��ort^�����¯�4��s*�W���±����������~�}Cs�s^t?����}�µº�6¹ t4¹%����oX�2¸�t^�W�-t�ÁC����tHsGrs �±����ort*������tH�����±���
��������~%�WÁ��±~H¹�À���G =tH�H�W£~�t*��·�·�s��4s^t?�4�%�¯r�£�����±���£~%sv£~��Go£�@¸�t��j�Nr·±·��������r��tH�4�(�±� ��or�®~G������tH�����±���
*M���?�?�������±�r�*���+�E�����=tH����}h� ,�µ=��ortH~�tvt?ÁC����t?s*�� =t2����s^tv�r�4��»Ä~������®�m�ct�ÁC����t?s*���¯����~�s*�W·±·A¸U��·�rt2~Å���

p
µ

���£� M2p
�±~G�¯�4����t2�`���- =t+�?���£~������4�v�4� ��~�r �»Ä�r��s*�W�±� �W�J�r�4� �N£·�·�����s^tH�£~��±���!¹ npor�®~G�®~v¶�o£�U�

o£���r�=t?�£~�t�¹ �£¹A�¯�4�p��ort%�?r =t�µr�±�j¶�or�±��oj�H��~�t M2
�±~J�^���4�£~����W�N�p�¯r�£�m�����4�V¹
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�Ð�j��or�®~Å~�tH�����±���VµX¶�t%�r��tH~�t?�N��� ��$ �,#!
 �!�,��
 � � � ��·��4�����Ã��ors ¶�or�®��o¼��tH���U¸�t?��~���ortv~�}Cs�s^t?������t2~����[�?��s�»
�=�N~�����t%�4 C��t2�m��~?µ= rr�±·Ã���¯���4s ~��±s��£·�tH�Å�£������~J¶�or�±��oh¶�tv�?�W·±· 
����<��# ¹Ånpor�±~���·��4�����Ã��ors ~���������~��¯���4s ��ort
~�}Cs�s^t?������t2~��W�ptH�4��o ���±·�t*���¼��tH���U¸�t?�c��ort�~�}Cs^s^t������±tH~�������ort�¶�or��·±t*~�o£�W�=t4¹��J�r�£·�}C�±�r�j��ort����4��»
~�����£�m����¸�t+��·��4�����Ã��ors ��� �����4s��r·±t�Á ~�o£���=t��®~GsG£��o s��4��t+���?�?r���U��t*��oX�W� £~��±�r�h��ort��W·±���4������ors
�r��tH~�t?�N��tH� �±� {CtH�����±��� ���4� ��ort�¶�or�4·�t�~�o£�W�=t��W�%���X��t�µ =t2�?�WX~�t*�Ã�G�££~�ort2~���ort����H��r�����?}¼�®~�~�rt2~
���U¶��+���*�*~�s*��·�·±t?�J~��?�W·±t��±�+��ort(�4 C��t2�m�H¹��Ð�¼���r�������±���!µC��ort%�?���£~�����£�m���±¸�t���·��4��������ors ���4�£~����Ã�����t2~J�
�r��t?·±�±s��±�£����}*���C�4·L�¯���J�Wr����s*�W���®���±�£~������4���®�U���±�������X~��®��t(�^~���tH�rt�µ£��~���tHs��4�£~������U��t2���±�¼{�tH�m�����4�h¢C¹
��� ��tH����4s^�r����±�r����ort[���±·�t2~�*6{CtH�����±���%�r¹PJ-,�µ?��ort����4�£~�����X�m���±¸�tE�W·±���4������ors ·±�C��Æ�~=�¯�4�!~�}Cs^s^t������±tH~º���

��ort�¶�or�4·�t�~�o£�W�=t� N}c°£��~��A��t���tH�����±�r�Å¶�or�®��o%���±·�t2~����t�~���s^�±·±���!r�%���������±���®�c�����W�£~��¯����s *M{�tH�m�����4�G�r¹ � ,�¹
nportH�-�����r�����4��t2~�~��±¸�t?·±}��®��t?�N����°£tH~(~�}Ns^s^t������±tH~c�W����ort^�?��s^�=�4~�����t�~�o£�W�=t4µº N}h��t2��r��~���¸�tH·�}j��t�°£�r�±�r�
��ort�~�t?���W�[�������£~��¯�4��s*~J¶�or�®��o�s*�W�����£�W�����W�[��ort�����s^�=�4~�����tv~�o£���=t%�4�4�������r�W��ort?���£�W���HµL�U�ctH����o
~���tH���±�£����tH��~��±�r����ortH~�t��£�W����~�r�4���±·	����o£��~� r£��·��c��ort^~�t?�c�W���®~���s^t������±tH~�¶�or�±��o�s*���h��ort^�?��s^�r·±t���t
~�o£�W�=t��4�4���^����~�t?·�� *6{CtH�����±���¼�r¹ ² ,�¹
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nport¼����~�Æ ���(���±¸C�±�r���r� � ����s^�r·±t�Á �4 C��t2�m���±�4��� ~��±s^�r·�tH��~�r �»Ä�£�W����~*�®~�� �¯r�X�r�Ws^t?�N����·Å�r���� £·�tHs
�±��¸W�W�����4£~����±~����±�r·±���£tH~H¹(�Ð�h��ort^���4s^�r���tH�c�����W�£or�±�H~����4s�sG£�r�Ã��}4µV~�tH¸�t?���W·A���r�r���N����ortH~Åo£�@¸�tv =t?t?�
�r�����=�N~�t2�^�¯�4���W�����s*�U���±��s^tH~�oj~�tH��s^t?�N���U�����4��*�t�¹ �£¹7W(�W��¿��W�£�+nA�W·5H �W¡4¡�² M ,���~�¶�t?·±·V��~����N��tH���4�m���±¸�t
s^t���or���r~ *�t�¹ �£¹�H ��4��ÆC·±t?�Åt?���W·6¹º�W¡4¡�¡/8 �VtHt��W�£���Vt?t^��¡�¡4� M0,�¹Å�Ð�h��or�±~c�£���XtH�HµL¶�tv��tH·�}j���-��~��±s��£·�t
������4s^�W���®�+��tH���4s^�=�4~��Ã�����4� �±�4��� 
����<�!# µ�¶�or�®��o ����t+�rt�°£�rt2� ��~vs*�UÁ��±s^��·p~�t?��~��W�Åt2����t�»Ð���4�r�rt2�m��t2�
�=�4·�}C���4�£~+*M~�tHt 6A�±��r��t�² ,m¹j�Å� ���m����tHt*�±~(°£��~��(°£·±·±tH�`¶�����o ��ort�¸�t?����t�Á �=�4~������±���£~(������·�·E�����®�W�r�4·�t2~
�±� ��ort s^����t?·6¹ npor�®~����m����tHt��®~���o£t?�:£~�tH�'��� ��t2���U¸�t?���W·±·������±���r��·±tH~+¶�or�±��o:~�o£����t�t2����o t2����t4¹
� t?�±��oN =�4�p�����±���r��·±tH~��W��tc��ortH�¼�4~�~����4�rtH�����^��ortG~���s^tc���±·±t�¹��J·���or�4r��oj¸�t?��}�~��±s��r·±t�µr��o£�±~Å�W�r�r���4�4��o
�4��¸�t2~�¸�t?��}*�4�C������tH~�r·��Hµr~����X��tc��o£t��r������t2~�~��W�	���4�£~�����£�m�����r�v��or�4~�tc���±·�t2~p�®~p��t?·±t?¸U���4�p¶�����o���ort(¶��@}
²4³J»Ä���r� �4��s*�W���±�����W��tc£~�£��·�·±}�~����4��t2�º¹
nport��@¸�tH����·�·p����s^�r����U�����4�£�W·p�?��s^�r·±t�Á����Ð} �W�Å��or�®~^�rtH���4s^�=�4~��Ã�����4�VµE~������������£�h�¯����sl�-�X�4·±}N�4���

~���r���®~
O(Nlog(N))

µr¶�o£t?��t
N
~����W�£�r~��¯�4�p��ort(�CrsG =t?�J��������±���r��·±tH~��±����ort(s^����tH·M¹

� ��� 	�
�)
 � ��� ���"�)����
+! � �3���3( ��
2� � #
�Ð�^��or�®~�~�r £~�tH�m���±���^¶�tJ���N��������£�?tJ�(~�o£�W�=tJ��t2~��?���±�����4�E~�r�����W £·�t��¯������t?��t2�m���±�r�%¶�ort?��ort?�E��¶��G~�o£���=tH~
����t*�±�rt?�4���±�H�W·�r� �����W�-y £�rÆC�r�@¶�� y �®~��4s�t?����}�¹ ¬ t�¶��±·�·�£~�t*��o£�±~(���C�4·[�¯���v��·®��~�~����¯}C���r�j���±·±tH~
 =t��¯�4��tc����}C�±�r������°£�X����s*���r�r�±�r�^�W�	�^�?��s^�=�4~�����tc�4 ���tH�m�J���N���^����~�t?·���¹

�Vt�� S  =t��j~�oX�W�=t*���£� C2p
2l,m

��ort�~��rortH���®�?��·[o£�W��s^���r�®���?�Ct�Â����±t?�N��~(�W������~(��tH�rt?���W·±��¿HtH��t?¸�tH�
s^��s^tH�4�^�¯r�£�����±���£~ M2p

r� ��� �W� �4���rt?�
p
¹ w�r�*~�o£���=tj��t2~��?���±�����4���®~*��t?°£�rtH�f��~v��ort

p(p +
1)/2
»Ä¸�tH�m�����G�� r���W�±�rt2�` C} �£�4��ÆC�±�r�¼������t?��ortH�%��o£t��¯��tH½NrtH�£��} t?�£t?����}-���p��ort�~��ro£t?���±�H�W·�o£����s^�4�r�±�

��t2����s^�=�N~������±���+���	�W·±·ºs^��s^tH�4��~��W� S £�+���^������tH� p ¾

D2p =
[

d0
0, d

2
0, d

2
2, . . . , d

2p
0 , d2p

2 . . . d2p
2p

] * K ,
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Tiles construction

6A�±��r��t(²£¾ 6r�4�p��ortG�����£~�����£�����±¸�t(��·��4��������orsjµr�^�r��tH·��±s^�±�£�W��}�~���t?�£t(���£�W·±}�~��®~���t���t?��s^���rt2~�s*�UÁ��±s*�W·
~�t���~!���rtH���4t�»Ð���4�r�rtH����tH�(�=��·±}C���4�£~?µ@�H�W·±·�t2� 
 ���<��# ¹Anport��4t?�rtH����·��±¿?t2��t?¸�t?�Gs^��s^t?�4�A�¯r�£�m�����4�£~A���£����ort
~�}Cs�s^t?������t2~�����tv�?��s^�r���tH�h�¯���ctH�4��oh���±·±t�¹%npor�®~��±���¯����s*�U�����4�h�±~����4sG r�±�rtH�h�±�4������ort^~�}Cs^s^t������±tH~
�����ort(¶�or�4·�t(~�o£���Xt4¹

����������.
	���������&[��
������������������������ �
!���"#��$%�'&���� !(��)*�+"���� ������),� �'�-� !(���.�����+�0/1���02
� � 34��� $%��"��&[����������5�6�'�7�'&��7� ��� �-�����&[�����	

89��: ;!`�< ^!^�=>��'� $?���![,� @�A!a,< a!a�B���'� $,�'�![,� ^,@	^,< `�=�=>��'� $,�'�![��
�'��"���� A!^,@C��������� B�A'DE�7������� ^,< =�D'D>�7�������

2
`!a,	�@�F B�;�	 `EF `!a,	 ;EF

4
@�D'DGF =�A�	 DEF @�D'DGF

6
@�D'DGF `!a�	 aEF @�D'DGF

8
@�D'DGF @�D'DGF @�D'DGF

¶�����o
d2k
2l =

∑

−2l≤m≤2l

(

C2k
2l,m

)2 *M� ,

�Ä�Åo£�4~� =t?tH�h~�o£�@¶��j C}?W(��¿?o£�r����t?���W·6¹ H �W¡�¡4² Mº��o£�U�
dk

l

µ=�4~J��t?°£�rtH�¼���  �½4X�U���±���h�rµ=���CtH~J�r�W�
��tH�=t?�£�G�4�%��ortp�?�C�������±�£�U��t�~�}�~���tHsz��ort�~��£ort?���±�H�W·No£����s^�4�r�±����t2����s^�=�N~������±���G�®~At�Á��r��tH~�~�t2�(�±�V¹Anpo£�±~
s^tH���£~[��o£�U��t2����o

d2p
2l

µC���£����o£t?��t��¯����t
D2p

����~�t?·���µN�®~��r�W��s^������°£tH�* N}��®~���s^t������®���������£~��¯����s^~E�W�L��ort
~�o£�W�=t4¹ Ï �±��������»Ä~�}Cs^s^t������±tH~c���j�£�W�%� %=t2�m�

d2p
2l

t?����ortH�Hµ~����X��t���ort?}��4�r·±}���oX�W�r�4tv��o£t�~��±��� �W����ort
�?�Ct�Â����±t?�N�p�¯���J~���s^t�o£����s^���r�®�?~p���¼�^���C�4���r���£�W��t�~�}�~���tHs ��·��±���rt2��¶�����o���ort%�UÁ��®~?¹
n!¶��J���±·�t2~

A
�W�£�

B
����t������X~��®��t?��tH�c���Å =t�~��±s��±·®�W�!r�(�����W�(�®~��4s^t������®�A�������£~��¯�4��sjµ@�U�A���r��tH���®~����4�

ε
µ�¶�o£t?�V¾

‖D2p(A) − D2p(B)‖ < ε
npor�±~(~�o£���=t���t2~��?���±���������?�����r������£�?tG���W·®~�tv�=�N~������±¸�tH~HµL�6¹ t�¹%���±·�t2~���o£�U�%�W��tv�r�W�(�?���r�4��rtH�4�c rr�

o£�@¸�tp��o£tÅ~���s^tJ��tH~��������r�����2µW £����r�(���W·®~�tJ�rt?�N�U����¸�t2~	 =t2�?�W£~�t��W�º�Ã��~���t���t?��s^���r�®~����®���£�U��r��t4¹[w�£�Et�ÁC»
�=t?���±s^t?�4��~[o£�2¸�tJ~�or�U¶��v��oX�U�E£~��±�r��s^��s^tH�4��~[£�����(������t?�

6
�r������£�?tH~[��~��Â����±t?�N��·±}v���®~�������s^�±�£�W�N�

~�o£�W�=t*��t2~��?���±�����4�����`��·�·[��tH~��G~��?t?�rt2~?¹*nA�W £·�t^���£��t2~�t?�N��~c��ort��2¸�tH������t ���r��t2���®~��±��� �v¸W�W·±rt�µV��o£�W�%�±~
��ortJ�=t?����tH�4������tp���Ls*�U����ort2�v����·±tH~[��o£�U������t��±�rt?�4���±�H�W·£r�^���%���^�±~���s^t�����}%�¯�4���(~�t����W�º������or����t2�m��£����·
~���t?�£tH~p¶�t(£~�t2�+�±���4r�p��tH~���~�* 6�±��£��tA@ ,m¹
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���C�4s �E·®�W�£t {N��X�����
²��rµ �4�4¢(�A��·±}C���4�£~ J=K4��µ ��� @v�A�4·�}C�4���£~ ��J2�rµ �C¢�¢��	��·±}N�4���£~

6A�±��r��tO@£¾A{r��t?�rt2~[£~�t2�G�¯���[��t2~������r����o£tp���±·�tJ�?���r�4��£t?�£��}G��tH~��������r�����2¹!�Ð�^t2����o�~���tH�rt���ortJ��tH~������±�����4�
o£�4~� =t?tH�j£~�tH��������t���tH���J���±·±tH~J¶�����oh~���s^�±·±�����4t?�4s�t?����} *� r����=�4~�~��± r·±}+��� %=tH��tH�4�Ås^tH~�ort2~ ,pr�j�����
�����4�±�������W�£~��¯����sj¹Eu��4�r����rt?�N������·±tH~J�W��t�~�or�U¶��+¶�����o���ort%~���s^t��?��·±���2¹

����������. .
	����������	[��
���'�C���1��������� �������
!,��"G�4$E�'&�� � !(��)*�."���� ��� ��),� �'� ��!(���7�����.�0/1���02
� � 34��� $#��"��&[�����������&,��� [��E� !�� �'","���" ���![������ ��� [�� ��!(��� ��"��&[���������� ���������-�>&�� ��!(��3��+� !��
�
���G�.���0����� ��$,�G�E�0���������7&�) � �G�>�����'��"%��� ��[���� �'��� 	

89��: ;!`�< ^!^�=>��'� $?���![,� @�A!a,< a!a�B���'� $,�'�![,� ^,@	^,< `�=�=>��'� $,�'�![��
�'��"���� A!^,@C��������� B�A'DE�7������� ^,< =�D'D>�7�������

2
`!^,	 _GF =�;�	 BGF `�=EF

4
@�D'DGF `!_�	 DEF @�D'DGF

6
@�D'DGF @�D'DGF @�D'DGF

8
@�D'DGF @�D'DGF @�D'DGF

À�}v��t?°£�r�����±���VµN�?���r����rtH�4�	���±·±tH~E~�or��r·®��o£�2¸�tp��ortJ~��Ws^t�~�t��E���L~�}Cs�s^t?������t2~?µ��=�4~�~��± r·±}%t�Á��r��tH~�~�tH�
�±� ��� %Lt?��tH�4���������������X�U��th~�}�~���tHs^~H¹ {����£�?th¶�t�ÆC�r�@¶ ��ort-~�}Cs^s^t������±tH~��W�(tH�4��o'�W����orth���±·�t2~?µ�¶�t
�±�4�������r£��t[��or�®~���4�£~��������±�4�HµH��o£t?��tH N}c���£�?��t2��~����£����ort����±~������±s��±�£�W���±�r���=�U¶�t?�!�W����£�!~�o£�W�=t���tH~������±�����4�
�4~p~�or�U¶������¼nA�W r·±t����m¹

� ��� � � � � (*�����/% � � ( �-! !$
2% ����
2. �	��
 
 � ��!
��� � � 7 ���=É ¨ � � ÉNÌ
w��£�?t-¶�t o£�@¸�t ��t���t?��s^���rt2�:�W·±·��?·±�4~�~�tH~+�W�v�?���r�4��rtH�4�+���±·±tH~HµÅ��ort �W·±����������ors t�Ár��s��±�rt2~��W·±·���ort
�4�rt�»6���W»Ä���£t^s*�W�£�r���£�4~%���p��o£t+~�t?�G���J�W·±·����±·�t2~G���4���h����~�t?·���µ	¶�or�®��o s*��� tH�4��o`����·±t����N�����h~��±s^��·®�W�
����·±t�¹ 6r�4�ÅtH�4��o¼�4�rt�»6����»6�4�rt(s*�W�r�r�±�r���¯��r�£�ºµL�Ã����t���t?��s��±�rt2~J��ortv�±~���s^t������®�������W�£~��¯����s*~�¶�or�®��o��W��t
~���sG£·Ã���W�rtH��£~�·�}��?��s^�£�U���± r·�t�¶�����ojt2����o�����·±t%�W�£���Ã��~�~�}Cs^s�t?�����±tH~?¹
nport*��·��4��������ors ¶��4��Æ�~c��t2��r��~��±¸�tH·�}L¾��U����o£t^ =tH���±�r�r�±�r�j�W��tH�4��o ��t2��r��~����4�-~���t?�!µ!¶�t^o£�@¸�t^t�ÁC»

�����4�m��t2�v�Ð¶��%~�r £~�t���~[���=���±·±tH~ H1

���£� H2

�W�=��ortÅ�?��s^�=�4~��Ã��tJ~�o£���=t S µN�W�£�^¶�tJo£�@¸�tJ����s^�rr��tH����ort~�t��	���X�W·±·C�=�4~�~��± r·±t��®~��4s�t?�����±�E�������£~�� �4��s*~!��o£�W�	��·±�� X�W·±·�}c�����W�X~��¯�4��s H1

���N��� H2

¹AnportH�VµU���WÆC���£�Å�Ð¶��
�rtH¶ ~���s^�±·±��������·±tH~ S1 ∈ S \H1

�W�X� S2 ∈ S \H2

µ�¶�t���tH~������®�m����ort�~�t��p�W�!�®~��4s^t������®���������£~��¯�4��s*~E���

ZGZ\[�],^!_!`!a



J2� �����U���!
 ���9��
������ �9$��<���	��
���2$ � ;�#���+ �,��+���������� ������� �"$ �

��ort��±~���s^t?�����±�������W�£~��¯����s*~��o£�W���W·®~��cs*��� S1

���N��� S2

*¯ r����r�W�E�rt2��tH~�~������±·±} S2

���N��� S1

,�¹	À�tH�?��£~�t
��ortH~�tc����·±tH~�o£�@¸�t(~�}Cs^s^t������±tH~HµC��or�®~�£~�£�W·±·�}�·�t2�2¸�t2~�sGr·������r·±t(�=�N~�~��± r��·±�����±tH~H¹

� �W��tp��o£�W�[��ort��4·±�� £�W·r~�}Ns^s^t������±tH~	�¯��r�£��sG£~�����·�¶p�2}�~A =tJ���r�r·±��t2�v¶�����o^��tH~��=tH���	������ortÅ��t?�N��t?�
���As^�4~�~

g
��� S µ£�4�?���4���r���r�v���^��ort%��t?°£�r�����±���j�W�	�^~�}Cs�s^t?����}��W� S ¹���+��ort-t?�£�'������ort���tH�?r��~��±���'~���t?�!µJ¶�t�o£�2¸�th��ort ~�t?�+�W�%�±~���s^t������®�j�����W�X~��¯����s*~^��o£�U��s^���

H1 ∪ {S1}
�4�4��� H2 ∪ {S2}

¹
 �����oh��tH�?r��~��±���h~���t?���£�W�����U¶J~p��ort���or���®��tG����~�}Cs^s^t������±tH~J�¯�4� S ¹�nportv��t2��r��~��±���h~������X~Å¶�ort?�tH�Ã��ort?�%��or�®~G~�t��v�±~G��t2��£��t2�-���h�±�rt?�4���Ã��} �����W�£~��¯����sjµ���%¶�o£t?� ¶�t�o£�2¸�t�£~�tH� ��·�·E��ort+���4s��=�4�rt?�N�

����·±tH~J���j��ort%s^����t?·6¹��Ð����ort%·®�U����t?�Å�H��~�t�µ���ort%�±~���s^t?�����±���������£~��¯����s^~��¯��£�£�j����tc��ort%~�}Cs^s�t?������t2~p���
��ortv�?��s^�=�4~��Ã��tG~�o£�W�=t�¹Ånportv��tH�?r��~��±���j�®~Å�±�r�Ã���±�W��t2�¼ N}�����ÆN�±�r�*�¯�4� H1

�W�X� H2

�Ð¶���~��±s^��·®�W�J����·±tH~Hµ
��o£�U�J�®~���¶�������·±tH~��W�A��ort%~��Ws^t(��·®��~�~?¹
�Ð� ��ort+�¯��·±·��U¶��±�r���X�W���W�����W�£o£~?µ	¶�t+��t?¸C�±t?¶ ��ort����X����¸C�®��£��·�~���t?�£~��W�J��ortj�W·±���4������o£s�¾*°£�£���±�r�

��·�·V��o£t%�®~��4s^t������®�������W�£~��¯����s^~�¶�or�®��o¼s*��������·±t S1

���N����~��±s^��·®�W�J���±·�t S2

µX���£�j��t2��£���±�r�^��ortG~�t��Å���
�?��s^�£�U���� £·�t(~�}Cs�s^t?������t2~p�W� S ¹ ¬ t���ort?�j�±·�·±£~������U��t���ort%�W·±���4������o£s ���j�^~���tH��»6 C}N»Ä~���tH�+t?Á���s^�r·�t4¹

��� � � � � � � Î�� ��� ©�+�+�§ �AÉ ��¦ Í � É §?¨�� É ¦ Ì � ��ª � §?¨U© � ¦ �ÄÍ ¨ � ©-§ ��+ É¼Í � § Í ©-¦ ��� � +�©�¨*§ � + É
����tH����o¼~���tH�¼�W�	�4r�Å��·��4�����Ã��orsjµr¶�t%t?Á���s^���rt%�£�W�±��~��W�E~��±s^��·®�W�����±·�t2~ S1

�W�£� S2

µ=�W�£�j¶�t%o£�@¸�t����
°£�£�j��·�·º��ort(�®~��4s^t������±tH~�¶�o£�±��o�s*��� S1

���N��� S2

¹
�Ä�

gi

�±~Å��ort���t?�N��t?�����[s*�4~�~J���	���±·�t Si

�W�£�
g
�®~J��ortv�?t?�4��t?���W�Es*��~�~J�W�[��ortv�?��s^�=�4~��Ã��tG~�oX�W�=t

S µN��or�±~������£�r�Ã�����4����s^�r·±�±tH~���o£�W����ortc�®~���s^t������±tH~�¶�tc����t�·��C�4ÆC���r�%�¯�4�������W�£~��¯����sÇ¸�t2�m����� g1 − g
���N���

g2 − g
¹[�Ð���4����tH�����v�4t?�rtH���W��tJ��ort�~�t?���W���·�·L�±~���s^t?�����±�J�����W�£~��¯����s*~[��o£�U�ps*�W� S1

���N��� S2

µC¶�tc£~�t
��ort��¯��·±·��U¶��±�r���r�����=tH����}L¾
4 ¨ Í65EÉ ¨@§ Ê � 9 ! %

J
� # � ��� #�$ ����
 �!� 
 +/��
 ���.-�# S1

$ ��
$ � #!�������<� �O
����<� S2

� 
 +/��� ������
�+,�O� #�$ ����
��!�"��#

K �
+��"�.+U����- S1

$ ��
$ S2

���:��$&% 
�+,� %�$ � �<$
�
� ���A%�$ �!� 9

K = JT−1AT �
��
 +

A ∈ GS1

#!�,�.+I
 +/��

A(g1 − g) = g1 − g

*	JH¡ ,

�
+,���:�

GS1

� # 
�+,� �L�:$ �=- $&%�#!� ��� ��
��!�"�!#A$&% S1

��� >
T

� # 
�+,� 
��:� �,#��P� 
��"$ � $&% � �.��
$��
g−g1

�<- �P�.� #��
�:� %����(
$�
 +/�A� -Q-/��� > � � %�$ �O- �:$)$	%2$&% 
�+�� # - �:$.-,���!
���
 �
npor�®~%�r���4�=t?���Ð}-~����U��tH~���o£�U�G�4�£��t*¶�t*ÆC�r�U¶Ç�¼~��±�r��·±t #����.> �®~��4s�t?�����®�v�������£~��¯�4��s ¶�or�®��o s*�W�£~ S1�4�4��� S2

µr¶�t%�?���+�4t?�rtH���W��t��W·±·V~�£��o+�����W�X~��¯�4��s*~� N}�£~��±�r����ort(tH·�tHs^t?�4��~��W�
GS1

���# �½N£�U�����4� JH¡£¹

��� � � � � � � Î�� ��� © ¦ ÉCÉ Î §?¨U© � ¦ �6Í ¨ �
¬ tj�rtHtH� ���-°X�£� �`~�tHtH� �����W�£~��¯����s

J
��o£�U��s*�W�£~ S1

���4��� S2

¹ 6r�4�^t2����o ���±·±t�µ�¶�tjt�ÁC���������*�
s^�±�r��sG£s ~�t����W�[�±�£��t?�=tH�£��t?�N��¸�t2�m���4��~p��o£�U�c���4����tH~��=���£������t�ÁC����tHs^�4~��W�	��ort?�±�Å�4t?�rtH����·��±¿?t2�+t?¸�tH�
s^��s^tH�4�(�¯r�£�����±���£~H¹�nport*�N£sG XtH�%�W�p¸�tH�m������~c�£t?tH��t2�`��t?�=tH�£�r~(��� ��ort�~�}Cs^s^t������±tH~�������ort*���±·�t4¹
J
�®~���o£t?�f��t?°£�rt2� ��~^���N} �®~��4s�t?�����±���������£~��¯�4��s ��o£�U�*s*���£~v��ort�°X��~��*~�t��*����¸�tH�����4��~����N���-��ort
~�tH���4�£�ºµr��~�¶�tH·�·V�4~�¸�tH�����4�

g1 − g
�4�4���

g2 − g
¹ Ï �N~����W�!��ortc����s^t�µ£��~��±�r��·±tc�®~��4s�t?�����±�Å�����W�X~��¯�4��s

�®~p�=�4~�~��± r·±t��U��s^�4~��H¹ ¬ o£t?��sG£·Ã�����r·±t%��or���®��tH~pt�Á��®~��p��ort%�?���£���®�r�U��t������W�X~��¯�4��s*~�����t���ortH��Æ�tH�+���N���
��ort*~�oX�W�=tH~c£~��±�r�+��ort����±~������£��t^�r��t2~�tH�4��t2���±�`{Ct2�m�����4�`��¹ ²r¹vnpo£�±~�t?�X~�r��tH~���o£�U�(¶�t�°£�£� �U�(·±tH��~��
�4�rt(~�tHtH���������£~��¯�4��sj¹
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Mapping               Symmetry

mirror-symmetry B
2-fold symmetry G

mirror-symmetry C
2-fold symmetry E

mirror-symmetry D
2-fold symmetry F

S1 → S1

S2 → S2

S3 → S3

S1 → S3

S3 → S1

S2 → S2

S1 → S2

S2 → S1

S3 → S3

S2 → S3

S3 → S2

S1 → S1

S1 → S2

S2 → S3

S3 → S1

S1

S2

S3
A

B
C D

H

E

G

F

mirror-symmetry A

3-fold symmetry H

6A�±��r��t���¾�npor��tHt+~��£ort?��tH~Gr�r���¯����s^·�} ���®~������� rr��tH� �4� �����±���?·�t��±� ��ort+¿?»6�£·±���rt�¹  [���� r·±�±~�or�±�r�-��·±·
�4�rt�»6���W»Ä���£tps*�W�£�r���£�4~E�W�º��ort�~�t����W�V��·�·£���±·�t2~����4���%�Ã��~�t?·��ÐµC¶�or�±��o�s^���*t2����o^����·±tÅ���N���G�%~���s^�±·±���E���±·�t4µ
����t�X~�t2�����*��t���t2�m�J��·�·L��ort(~�}Cs�s^t?������t2~����!��ort(~�o£���=t�¹	�Ä��sG£~��� =t��r�����®��tH�+ort?��t���o£�W�p��ort

3− �¯�4·±�~�}Cs�s^t?����}
H
�±~J��t?��tH����t2�����£�+�®~��4~�~������®�U��tH�*���*�^�?������r·®�W�p�=tH��sGr���U�����4��s^���r�r�±�r�£¹

��� � � � ��� ¦�
¨ � � � ª Í � 5 ©�§ ��¥���+ �¯§ Ê Ì �¯§ � 5 ¨ É � � Í 
A¦ ��¦ Í � É §?¨�� É ¦
³�r�����r�-��ortj��t2��r��~����4�Vµ[¶�t��rt?t2� ���`~�������t���ort¼��r����tH�4�*~�t?�^���c����s^�£�W���± r·±t��±~���s^t������±tH~�¶�t�o£�@¸�t
�¯�4r�£�º¹ ¬ t���� ��or�®~� N} ~����������r� �`s^�±�r�±s^��·�~�t�������·±�±�rtH�W��·±} �±�£��t?�=tH�£��t?�N�+¸�tH�����4��~��W·±���r� ¶�����o
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Symmetry Detection

Coherent Re-Meshing

Constrained

mesh-Editing
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°£�£�r���r�j��ort*¿?t?���W»Ð���±��t2�m���±���£~Å�¯������o£t^�������r��tH�4���W����ort*s^��s^t?�4�(�¯r�£�m�����4�£~H¹*{CX��o`�j���4s��£����W���±���
�®~��=t?���¯����s^tH� ���£�W·±}N���®�?��·�·±} �¯���4s ��ort¼�W�£� ������t?�^��tH���±¸U�W���±¸�tH~v���J��ort¼~��ro£t?���±�H�W·�o£����s^�4�r�±�H~?µ����£�
��oN£~G����tH~(�r���%�±�4�������r£��t^�¯r����o£t?�v�W�r�r���@Á���s*�U�����4�V¹ *6� ,Gu���s^�r������r��~�}Cs^s^t�����}-�£�W���Ws^t���t?��~��¯�4�
��ortGs^��s^t?�N�Å�¯r�£�����±���£~��±~Ås*����tG¸�t?��}+t2��~�}+ N}�¶�����ÆN�±�r�*�4�j��o£tv~��£ort?���±�H�W·!o£����s^���£�±�%���Ct?Â*�?��tH�4��~
��ort?s*~�t?·±¸�tH~H¹	{C�ro£t?���±�H�W·�oX�W��s��4�r�®�?~	 =t?�±�r���4����or���4���£�W·����£�vt2��~���·±}%���W���U��t2�ºµU°£�X�����£�%~�}Cs^s^t������±tH~	�4�
��ortGs^��s^t?�N�Å�¯r�£�����±���£~J�����W�£~�·±�W��t2~��±�4���+~���s^�r·±tG��t?·®�U���±���X~�or�±�£~J =t���¶�t?t?�¼��ortv�?�Ct�°X�?��tH�4��~?¹�*M² ,Jnport
~��rort?���®�?�W·Ao£�W��s^���r�®�G���Ct?Â����±t?�4��~��r���@¸C�®��tv�W��t$%LtH�����±¸�t�~�o£���=tv�?���r�4��rtH�£��}j��t2~��?���±�������2µX¶�o£�±��o�¶�t
£~�tc���*��t���tH���J¶�or�®��o����±·�t2~J�W��tc�±�rt?�4���±�H�W·Vr�������W��r�rÆC�r�U¶����®~��4s�t?�����®�Å�����W�X~��¯����sj¹
�Ð��~�rs^s*�W��}�µ���ort�£~�tÅ�W�!~��ro£t?���±�H�W·£o£�W��s^���r�®�?~E�r���@¸C�®��tH~E£~��%�?���£~��±~���tH�4��� ���Ws^tH¶�����Æ%��o£���4r��o�»

�4��p��ort(¶�or��·±t��r������t2~�~����A��r�J~�}Ns^s^t�����}N»6°£�£���±�r�*�W·±����������orsj¹
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¬ ort?��ortH����ort%���±��t2�m�J��·��4�����Ã��ors �r��tH~�t?�N��t2���±�h{CtH�m�����4�¼�v¶��4��Æ�~��¯�����r�4�j~����W��»Ä~�o£���=tH���� ���tH����~��±~J�
·±t?�4�Ã����s*�U��t^½4£tH~����±���V¹�w�£���W�£�r���N����oh�rt?¸�tH�c��t?·±�±tH~��4�-��~��£ort?���±�H�W·A�r���W��tH�����±���V¹%�Ð�£�rt?tH�VµL��ort^s���»
s^t?�N���¯r�£�m�����4�£~HµN�4~[t?Á��r��t2~�~�tH���±�*tH½N£�W���±���£~ JJ���£� @G�W��tJ����s^�rr��tH�^��or����r�4o*�W�*�±�4��t?�����U�����4�^�@¸�tH�
��ort�~�r��������t�����~�tH·Ã��µE�=�N~�~��± r·�} ���U¸�t?���±�r�¼��o£t�~��Ws^t+���±��tH�m�����4�£~Gsvr·Ã�����£·�t+����s^tH~� r��^¶�����o ��� %=t?��t?�N�
¸U��·±rtH~H¹%�	�W����~c�����+~�o£�W�=t�¶�or�®��o`��������tH~��=���£�j���j��~��Ws^t����±��tH�m�����4�-��£���±�r�����N��t?�4���W���±����¶��±·�·[�r�W�
�?���4�����± r���t���ort�~���s�t��±�4���h��ort+¸U�����±��£~%s^��s^t?�N�v�¯r�£�m���±���£~v =tH�H�W£~�t��W����ort+¸U����}C�±�r�¼t?Á��=���rt?�N�H¹
À�} X~��±�r� ¸U�����±��£~^�4����tH��~^�W��s^�4s�tH�4���¯r�£�����±���£~��±�f�4r��~�}Cs^s^t�����} ��t?��t2�m���±���'�r������t2~�~*�W�X� ���
��ortG�?��s^�r����U�����4�j�W�[�4r�Å~�o£�W�=tG���4�r����rt?�X��}+��tH~������±�����4�Hµ£¶�t(��oC£~��?������r��t���ortG��t?�4s^t�����}��W�[�r�4�
~�������»Ð~�oX�W�=tH���� ���tH�m��~���~J¶�t?·±·6¹Å{C�4s�tG�r��tH¸C���4£~J���r�r���4����ort2~AH W(�W¿?oX�r�W�jt?�c�W·6¹=��¡�¡�@LM!�4��or�±t?¸4tH����or�®~
�H�W����r��tÅ N}*��t2���4s��=�N~��±�r�(��ortc~�o£���=tÅ���N���v�?���£�?t?�N�����±�Å~��£ort?���±�H�W·X��tH���±���£~E =t��¯�4��t������±�r�v�G~��rort?���®�?�W·
�±�4��t?�����U�����4�VµV¶�o£�±��o �?���  =t��4~�~���s^�±·±�W��t2�h��� �����4�N¸��4·�������£� �v��ort�~�o£���=t^¶�����o

0− ��t?�4��t?t��¯r�X�m���±���X~¶�����oj���4�£��t?�N�����®��~��rort?���±�H�W·L~�r�r�=�4���=8£w�r����t2��o£�r�±½Nrt��®~p~��±s^��·®�W�2µC r���¶�����oj�W�+�W��ort?�pÆC���X���W�!�¯r�£��»
�����4�£~�t�Á��r��tH~�~�t2�j�±�4������ortv�¯����s �W�E��ort�t?¸�t?��s^��s^tH�4��~H¹c�Ð�-~�rs^s*�W��}�µL�rt���t2�m�����r�j~�}Cs^s^t������±tH~Å�4�
�r�4��»Ä~�������»Ð~�oX�W�=tH���4 C��t2�m��~�oX��~��£�G�£�W�����±�?r·±������tH��~����^���G���W�±·MµC¶�or�®��o��®~���·±·±£~������W��t2�* N}���ort���t2~�£·Ã�����
6A�±��r��t(�r¹
nportG~�tH���4�£�j��·��4�����Ã��ors * �¯�4����~�~�tHsG r·�t2���� ���tH����~	,p�£�W��r���W·±·±}�¶��4��Æ�~	��£~��c�4~�¶�tH·�·!�¯���Å�r�4��»Ä~�������»

~�o£�W�=t2���4 C��t2�m��~?µ£��~p�±·±·�£~������U��tH�+ N}���ort(t�Ár�Ws^�r·±tH~p�±�I6A�±��r��tG¢C¹

��� �3��./�����1./
+�/! 
 ! �-%'����� ���
�E��t?¸C�±��£~�s^t���or���r~���o£�W����t�°£�rt2�¼�*�����N���±�Nr�4£~�s^tH�4~�r��t����[~�}Cs^s^t�����} *OH �L�W r�����r~�ÆC}*t?�Å��·M¹ JH�4�4��8
W(��¿?o£�r����t�����·M¹r�W¡�¡L@�M ,E�?�W����ort?�4��t?���®�?�W·±·±}^�?��s^�r���t� =����o+�=t?���¯tH�m�����£���W�£�r���@Á���s*�W��t�~�}Cs^s^t������±tH~H¹
RÅ�@¶�tH¸�t?�2µU��t���t2�m�����r��~�}Cs^s^t������±tH~£~��±�r�c~�£��oGs^t���or���r~A���C¸���·±¸�tH~��~���s^�r·��±�r�c~���t?�G�W�r��o£t����±��tH�m�����4�£~
�4�j��ortv~��rortH��t4µX¶�or�N~�tv��t?�£~��Ã��}jsG£~��� =tv�4�r�W�r��tH�j������ort���tH~�����tH�h�W�r�4r·±���J�r��tH�?�±~��±���j�¯���Å��ort��UÁ�t
�����ort%~�}Cs�s^t�����}�¹
nportc¶��4��Æ*�W� W(�W¿Ho£�r�W��t?����·M¹9H W(�W¿Ho£�r����t?����·M¹£�W¡�¡L@�M=·±tH�4�r~������±s^�r��tH~�~��±¸�t���tH~�r·Ã��~p�����X��t?���r�±�r�

��ort���s^�r���U¸Ns^tH�4���4�f��o£t-~�oX�W�=ths*�U����or�±�r� �r�����?tH~�~?¹ RÅ�@¶�tH¸�t?�2µp��t?·±}N�±�r� ���f��or�®~���tH��or�r�®½Nrth���
�4 ��������j�4�?�?r���W��t�~�}Cs^s�t?�����±tH~p¶�����ojor�±�4oj�W�£��r·®�W�p�£��tH�?�±~��±������t2½4£����tH~��v���±s^t�»Ð���4�£~�rs^�±�r�*~���tH�+�¯�4�
��ortG�����£~�����£�����±�����W�A��ortG~�}Cs^s^t�����}+��t2~��?���±��������~?¹��p�H���������±�r�����*��ort%�r��tH~�t?�4��tH����tH~�r·Ã��~?µr��ort(���±s^t
�rtHtH��t2�������?��s^�r���t���t #£tH�����±¸�t�µW�U»M�¯�4·±�ºµU²W»M�¯�4·±�ºµ @W»M�¯�4·±�VµW�@»6�¯��·®�(���£�%�WÁ��±��·4~�}Cs^s�t?����}c�±���¯����s*�U�����4���¯�4�
�*~��rortH���®�?��·L�¯r�£�����±���¼���	 £�W�X��¶��±����o

b = 16
�±~

0.59
~�tH���4�£�r~H¹��Å~Å~����W��tH�j���j��ort%�X�W�=t?�(H W(�W¿Ho£�r�W�

t?�v�W·6¹A�W¡4¡�@�MÄµV��ort��CrsG =t?�v�W�J~���s��£·�t2~����WÆ�t?� ���`��ort+~��rort?��t*�®~
O(b2)

* � ��� �W�r�r���@ÁC�±s*�U��t?·±}
103~��Ws^�r·±t*���±��tH�m�����4�£~	,�¶�or�®��o`�±~(�±�£~��Â���tH�4�%���¼��tH����o`��o£���4o`���r��r·®�W�(�r��tH���®~����4�-t2½4£��¸W�W·±t?�4�(���j��ort

�4�rtv�4 ��������£tH�h¶�����o-��£�cs^t���or���º¾���tH�4��o£���r���+�r��t2���®~��±�������
10−4
���4���±���£~�¶���r·®�-�W�r�£���@Á���s*�U��t?·±}

��tH½Nr�±��t
109
~��Ws^�r·±t����±��tH�m�����4�£~H¹+npor�®~%¶���£·±�-��ort?�4��t?���®�?��·�·±}����£�?��t2��~�t���o£t����4s��£����W���±��� ���±s^t*���

���r�r���@Á��±s^�W��tH·�}
0.59×109/103 = 5.9 105

~�tH���4�£�r~HµWs*�WÆC���£����ort�s^t���or�������rt?Â*�?��tH�4�E�¯���	��or�±~[����~�ÆL¹
�Ð� ���4�4������~��Hµ	��r�vs�t?��or�r� ���CtH~G�r���v��tH·�} �4� ����t?�X~�t+~��Ws^�r·±���£�h�W�Å���±��t2�m�����4�£~(���h°£�£� ~�}Cs�»

s^t������±tH~HµV rr�%���-��ort����4s��£����W���±���-�����+°rÁ�t2�-�NrsG =t?�%�W�p~�r�����4��t��±�4��t?�����W·®~c¶�or�®��o �j��o£�W�rÆ�~c���
��ort�x��W£~�~����N��t?�4���W���±���*£~�tH� ���r���U¸N�®��t2~��W��t�ÁC����tHs�tH·�}*���?�?r���W��tÅ�W�£�r���@Á���s*�W���±���^���º��ortc~��rort?���®�?�W·
o£����s^�4�r�±�����Ct?Â*�?��tH�4��~p�W���ort(s^��s^t?�N���¯r�£�����±���£~H¹Y6£���4s ��ort?��t��4�Vµ��£���¯r����ort?�Å���r�r���2Á��±s^�W���±���+�±~

.0/ Z1.02
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�±�4�������r£��tH���±����o£t%���4s^�r����W���±���j�W�A��ortG���±��t2�m�����4�£~p�����ort%�H�W�£�r�±�r�W��t%~�}Cs^s^t������±tH~Hµr¶�or�±��oj·±t���~�£~
�4��or�±t?¸�t(�W��t?Á��?t?·±·�tH�4�Å�W�r�4r·®�W�p�r��tH���®~����4���U�J��sG£��oj·±�@¶�tH���?�4~��H¹

� � #%��������"!��#G�+"

¬ t(o£�@¸�t��r��t2~�tH�4��tH���W�¼�W·±����������ors �����W�����s*�U���±�H�W·±·�}���t?������tH¸�t�~�}Cs^s�t?������t2~��¯�����4t?�4s�t?�����±��~�o£���=tH~
���£��s^����t?·®~?¹�w�r�Å�W·±����������ors t�Â����±t?�N��·±}��W�£�j�4�?�?r���W��tH·�}���t������±t?¸�t2~��W·±·!~�}Cs�s^t�������t2~��¯����s �^���±¸�t?�
s^����tH·Mµr���X��t?�=t?�X��t?�N��·±}��¯����s ����~p��t2~�~�t?·®�U�����4�V¹
¬ tc£~�t��G�rt?¶ ���C�4·MµN��ort �Q��� ���:� ���<;=��>���$ ������
 �¯r�X�m���±���X~?µC�����±�rt?�4���Ã�¯}��H�W�£�r�±�r�W��t2~��¯���p~�}Cs^s�t?»

�����±tH~H¹	nportc¸U�W·±�®�����Ð}^���!tH����o��H�W�£���®�r�W��t��®~���ort2��Æ�t2���W�4���±�£~�����o£t��4���±���±�£��·X~�o£�W�=t�£~����r���G��tH��s^t������®�
s^tH�4~�r��t�¹	xct?�£t?���W·±��¿HtH�vs��4s^t?�4��~E�W��t��r���E�?��s^�r���tH�^���±��t2�m��·±}L¾!�±�£~���tH�4�ºµ�¶�tJ����s^�rr��tp��ortH����~��rortH��»
�®�?��·!o£����s^���£�±�%���Ct?Â*�?��tH�4��~J£~����£���W�h���N��t?�4����·!t�Á��r��t2~�~��±���V¹ R��2¸C�±�r���W�h���£�W·±}N���®�?��·Vt�Á��r��tH~�~����4�+�¯�4�
��ortJ�4t?�rtH����·��±¿?t2�vs^��s^t?�N�E�¯r�£�����±���£~����£����ortH�����4���4���±t?�4��~?µ��4r����·��4�����Ã��ors´°£�£�r~��=�W��t?�N���®�W·X~�}Cs^s�t?»
����}+�UÁ�tH~�½Nr�±��ÆC·�}+�W�£��¶��Ã��o��4�C���+���H��r�����?}�¹

6r���J���4s^�X�N~�����t�~�oX�W�=tH~���~�~�tHsG r·�t2���¯����s ~���s^�r·±t?��tH·�tHs�tH�4��~?µr¶�t�o£�@¸�tc�£��t2~�tH�4��t2�+���+t?ÁC��t?�X~��±���
���[��or�±~��W·±���4������o£s ��o£�W�c¶��4��Æ�~Å N}j°£��~��c�±�rt?�4���Ã�¯}C�±�r�+��ort^~�}Cs^s^t������±tH~��W��tH�4��ohtH·�tHs^t?�4�2µL��ortH�-~�t���~
���[�����£����rt?�4�Jt?·±t?s^tH�4��~H¹ ¬ t(��o£t?�¼£~�t���or�±~J�±���¯�4��s*�U�����4�+���*����tH���W���±¸�t?·±}� rr�±·±����ortG~�}Ns^s^t������±tH~����
��ort��?��s^�=�4~��Ã��tÅ~�o£�W�=t�¹[npor�±~�t�ÁC��tH�£~��±�����±~��� r·±t����Go£�W�£��·±t����4s^�r·�t?Á*~�o£���=tH~�¶��Ã��o� =t�����tH�����H��r�����?}�µ
~����X��t����J�r£~�ortH~p��ort%�4�?��£���4��}*�®~�~�rtH~����U¶��+���^��ort%~��?��·�t��W���ort����±·�t2~?¹

� ,�,-���	���������z�	#^#%$U"

�
	�����������
	�������	��������J·±t��
A
 =t��W�+�®~��4s^t�����}*¶�or�±��o+·±t���~p��~�o£�W�=t S �4·±�� £�W·±·±}^r�£��o£�W�r�4tH�º¹¬ t(o£�2¸4t�¾

∀ω M2p(Aω) =

∫

s∈S

‖s × Aω‖2p ds

=

∫

t∈A−1S

‖At × Aω‖2p|det A|dt

=

∫

t∈A−1S

‖t × ω‖2p dt

= M2p(ω)

���(·±���rt���¶�t*��o£���r��t�¸U�����®�W r·±tH~c�W�£���±�N��t?�4���W��tv�U¸�tH����ort*~�r��������tv�����W�£~��¯����s^tH�h N}
A−1
¹����(·��±�rt

²£µ=�W�h�±~���s^t?����}+ =t?�±�r�+�*£�r�Ã���������£~��¯�4��sjµX�Ã��~���t?��t?��s^���X�W�4�c�±~ ±1
�W�X����oN£~�¸U���r�®~�ort2~?¹Ånportv�����4~�~

�r������£�����®~��W·®~��(·�t?� ��r�£��o£���r��tH�^ C}^�W�r�r·±}C���£�%���^�®~���s^t�����}G���GtH����o*�W�º����~E��tH��s*~H¹��V�±�rt�@£¾ =t2�?�WX~�t
AS = S ¶�t%�W·®~���o£�2¸�t S = A−1S

¹
nport��®~���s^t�����}

A
�±~p��oC£~J�W·®~��^�^~�}Cs^s^t�����}������ort M2p

s^��s^t?�N���¯r�£�m�����4�£~H¹
�
	�����������
	�������	�������� �!t��

A
 =t¼��� �®~���s^t�����} ¶��Ã��of�WÁ��±~

v
µ��W�X� ~�r�r�=�N~�t���o£�W�

A
�±~��

~�}Cs�s^t?����} �W� M2p
¹ �!t��

dv

 =t���ort¼���±��t2�m���±��� �W�c~���t?tH�=tH~��*��tH~���tH�4�*�W�Å�¯r�£�m���±��� M2p
�W����£�£�
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���±��tH�m�����4�
v
¹EÀ�t2�?�WX~�t

A
�®~��^~�}Cs^s�t?����}���� M2p

¶�t(o£�@¸�t�¾
dAv = Adv = dv

*&J2� ,
�Ä�

A
�®~J�^�������W���±���+��or�®~J�±~J��s^�=�4~�~��� r·±t( Xt2�?��£~�t

dv ⊥ v
¹ Ï �4��tH�@¸�tH�HµC� �4�Å�W·±·!���±��t2�m���±���X~

ω
¶�t(o£�@¸�t

M2p(−ω) = M2p(ω)
���£����oN£~H¾

d−v = −dv

*&JH² ,
{C�Xµº���

A
�±~���~�}Cs�s^t?����}�µº¶�t�oX�2¸�t

Av = −v
¹�6r����s  �½N£�W���±���£~�J@���W�£� JH²+�Ã�(�r�U¶����4s^tH~���o£�W�

dv = −dv

µr¶�or�®��oj�±~���s^�=�N~�~��� £·�t4¹
�Ð�� =�W��oj�?�4~�t2~?µ M2p

�H�W���r�W�Jo£�2¸4t��^���±��tH�m�����4�+���	~���t?t?�=t2~��Å��tH~���tH�4�J���¼������tH�����±���
v
¹EÀ�tH�?��£~�t

M2p
�±~��±��°£�r����t?·±}���t?����¸W�W r·±t�µC��o£�±~��±s^�r·��±tH~p��o£�U�

∇M2p(v) = 0
�
	�����������
	�������	�������� �!t�� S ���£� R  =tÅ�Ð¶���~�oX�W�=tH~Hµ4�®��tH�4���®�?��·=r�������W���®~��4s^t������®�p�������£~�»�¯�4��sj¹��Vt?�

J
 =t��W���±~���s^t?����}�~�X��o*��oX�U�

JS = R ¹ �Vt?� T  =tJ��ortÅ�����W�£~�·®�U���±�4�^�W�V¸�tH������� −uS
¶�����o

uS = gS − g
µ
gS
 =t?�±�r����ort���tH�4��tH���W�Es*�4~�~Å�W� S µL���£� g

��o£tG�4���±���±�¼�W�[��ortv�?�C�������±�£�U��t%~�}�~���t?s
�±�4���^¶�or�®��o

J
�®~����r�r·±��t2�º¹

y �Vt?�
A ∈ GS

 =t��j~�}Ns^s^t�����}��W� S ~�£��o-��o£�U� AuS = uS
¹ ¬ t*oX�2¸�t

ATS = TS *¯��ort~�}Cs�s^t?����}
A
���=t?���U��tH~��±�+��ort%���C�4���r���£�W��t�~�}�~���tHs �?t?�4��t?��tH�+���

gS
,m¹ �!t��

K = JT−1AT
¹Enport?�

KS = JT−1ATS K0 = JT−1AT0
= JT−1TS ���£�

= JT−1A(−uS)
= JS = JT−1(−uS)
= R = J0 = 0

À�}`�����X~�����£�����±���
K
�±~v�¼���±���®�-�������£~��¯�4��s ���£� ���4�£~�t?��¸�tH~%���®~����W�£�?tH~?¹¼�Ä�vs*���£~(��ort������±���±�`���4���

����~�t?·���¹
K
�®~���oN£~J�����±~���s^t?����}�¹76rr����o£t?��s^�4��t4µ

K
s*�W�£~ S ��� R ¹

y �Vt?�
K
 =t���� �®~��4s�t?����} ~�£��o`��o£�U�

KS = R ¹��Vt��v£~v��or�C�N~�t A = TJ−1KT−1
¹hnpo£�±~

��or���®��t�·±tH�4�r~����
K = JT−1AT

¹ Ï ����t?�U¸�t?�H¾
ATS = TJ−1KT−1TS AuS = TJ−1KT−1uS

= TJ−1KS
���£�

= TJ−1K2uS

= TS = T2uS = uS���£�
A0 = TJ−1KT−10

= TJ−1KuS

= TJ−1(gR − g)
= T (−uS)
= 0À�}G���4�£~�����X�m���±���

A
�±~[�WÂ^�£tp���£�v�?���£~�t?��¸�tH~A�r�±~������£��t2~?¹�Ä�Es^���£~

0
���4���

0
¹
A
�±~A��oN£~E�W���±~���s^t�����}�¹

A
�®~���·±~��^�^~�}Cs^s^t�����}��W� S ¶�or�®��oj¸�t?����°£tH~ AuS = uS

¹
y nport�~�t?�%�W���±~���s^t������±tH~(¶�or�±��o s^��� S ��� R �®~���o£t?��t��¯����t���ort�~�t?�%�����¯r�£�m�����4�£~ K

�W����ort
�¯�4��s

K = JT−1AT
µr¶�ort?��t

A ∈ GS
�±~J�^~�}Cs^s^t�����}���� S ~�X��o���o£�W� A(g − gS) = (g − gS)

¹
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