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s♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡s❡ ❞❡❣r❛✲
❞❛t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♦♥ ❛ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♣r✐♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s
❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ t❤✐♥ ❞❡t❛✐❧s
✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t❡①t✉r❡s✮ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s✳ ❲❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ t♦ ✉s❡ ✐♥st❡❛❞
❛ ✇❛✈❡❧❡t ♣r✐♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉✉❛❧✲❚r❡❡ ❈♦♠♣❧❡① ❲❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ t♦ r❡tr✐❡✈❡
t❤❡ t❤✐♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❆s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♣r✐♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐ts r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❡ s❡❝♦♥❞❧② ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦
s❡❧❡❝t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r P♦✐ss♦♥
♥♦✐s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❉✐r❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧✲
❧♦✇s t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥❤❡r❡♥t st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✸❉ ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ s♦♠❡ r❡s✉❧ts
♦♥ r❡❛❧ ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❈✉r✈❡❧❡ts ♣r✐♦rs✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts
♦♥ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❉✐r❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲
▲✉❝② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳



❘é❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ❧❛

❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ✸❉

❘és✉♠é ✿ ▲❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✸❉ ❞❡ s♣é❝✐♠❡♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ♦✛r❛♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s à ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ✭q✉❡❧q✉❡s ❞✐①✐è♠❡s ❞❡ ♠✐❝r♦♠ètr❡s✮✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞é❣r❛❞é❡s à
❧❛ ❢♦✐s ♣❛r ❞✉ ✢♦✉ ❡t ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ét❛♥t ré❣✉❧❛r✐sé❡s
s✉r ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❚♦t❛❧❡✱ q✉✐✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts
❡♥ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ❞ét❛✐❧s ✜♥s ✭❞♦♥t ❧❡s
t❡①t✉r❡s✮ ❞❡s s♣é❝✐♠❡♥s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✏❞✉❛❧✲tr❡❡✑ ❝♦♠♣❧❡①❡s
❛✜♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❞ét❛✐❧s ✜♥s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ré❣✉✲
❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ s♦♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✱
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♣rès ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❜r✉✐t ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❜❛sé
s✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❧t❡r♥é❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✐♥❤ér❡♥ts à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲
▲✉❝② q✉✐ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ✸❉✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❡s
rés✉❧t❛ts s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✱ ❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❚♦t❛❧❡ ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡s✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ✸❉✱ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞✐s❝ré♣❛♥❝❡✱ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❧t❡r♥é❡s✱
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝②✳



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✸

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ ✇❛s ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆❘ ❉❡t❡❝t❋✐♥❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❣r❛t❡❢✉❧❧②
❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ Pr❛✈❡❡♥ P❛♥❦❛❥❛❦s❤❛♥✱ ❉❛♥✐❡❧❡ ●r❛③✐❛♥✐ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ P✐❡rr❡ ❲❡✐ss ❢♦r s✉❣❣❡st✐♥❣ ✉s t❤❡ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞✳
❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❋❛♥♥② P✐❣♥♦❧é ✭❯▼❘ ✻✺✹✸ ❈◆❘❙✴❏✳✲❆✳ ❉✐❡✉❞♦♥♥é✮✱
▲✉✐s ❆❧♠❡✐❞❛ ✭▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏✳✲❆✳ ❉✐❡✉❞♦♥♥é✮ ❛♥❞ ❙té♣❤❛♥❡ ◆♦s❡❧❧✐ ✭❯▼❘ ✻✺✹✸
❈◆❘❙✮ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✳

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✹

❈♦♥t❡♥ts

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺

✶✳✶ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✷ ❙t❛t❡ ♦❢ ❛rt ✼

✷✳✶ Pr✐♦rs ❢♦r ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐s❝r♦s❝♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✷✳✷ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✸ Pr♦♣♦s❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✶✶

✸✳✶ Pr♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✸✳✷ ❘❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✸✳✸ Pr♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✸✳✸✳✶ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✸✳✸✳✷ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✹ ❘❡s✉❧ts ✷✶

✹✳✶ ❘❡s✉❧ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✹✳✷ ❘❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✹

❆ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✷✺

❆✳✶ ◆♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
❆✳✷ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲▼✐❧❧❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
❆✳✸ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
❆✳✹ ❉✉❛❧✲❚r❡❡ ❈♦♠♣❧❡① ❲❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

❇ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❲❛✈❡❧❡t ❚r❛♥s❢♦r♠ ✸✵

❇✳✶ ❉✐s❝r❡t❡ ❲❛✈❡❧❡t ❚r❛♥s❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
❇✳✷ Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
❇✳✸ Pr♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

❇✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
❇✳✸✳✷ ▼❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
❇✳✸✳✸ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✺

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦r✲
❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡♣♦rt✳

✶✳✶ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②

❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼✳ ▼✐♥❦s② ✐♥ ✶✾✺✺ ❬✷✻❪✳
❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✿ ✇❡ ✏❝♦❧♦r✑ s♦♠❡ ♣❛rts
✭t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦❜s❡r✈❡✮ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ❞②❡s ✭❡①❝✐t❡❞ ❜② s♣❡✲
❝✐✜❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❧✐❣❤t t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ❞②❡s ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧✳ ◗✉✐❝❦❧② t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
✇✐❧❧ ❧♦♦s❡ t❤✐s ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡♥ ❡♠✐t ♣❤♦t♦♥s ✭✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✮✱ ✇❤✐❝❤
♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦♠✉❧✲
t✐♣❧✐❡r ❞❡t❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦❝❛❧
♠✐❝r♦s❝♦♣❡✮✳ ❚❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ✇❤✐❝❤ ❧❡ts ❧✐❣❤t ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❜✉t r❡❥❡❝ts ❧✐❣❤t ❢r♦♠ ♦✉t✲♦❢✲❢♦❝✉s r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ✐s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧✐❣❤t
s♦✉r❝❡✳ ❆❢t❡r ❜❡✐♥❣ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❝❤r♦♠❛t✐❝ ♠✐rr♦r✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ❛rr✐✈❡s ❛t
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧❡♥s ✭❜♦tt♦♠ ❧❡♥s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡s ✐t ♦♥t♦ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ♣♦✐♥t✳ ■❢
✐t ✐s ✢✉♦r❡s❝❡♥t✱ ✐t r❡❡♠✐ts s♦♠❡ ❧✐❣❤t✳ ❆ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❡♠✐tt❡❞ ❧✐❣❤t ✐s t❤❡♥
❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✭t♦♣✮✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡✳ ❋r♦♠
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠✐❝r♦s❝♦♣②✉✳❝♦♠✳

❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣✐♥❣ ♦✛❡rs s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣
s✉❝❤ ❛s ❛ s♠❛❧❧ ❞❡♣t❤✲♦❢✲✜❡❧❞✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲❢♦❝✉s ❜❧✉r ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣ ✸❉ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❡①♣❧❛✐♥ ✐ts q✉✐❝❦ ❣r♦✇ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛r✐t②
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s✉✛❡rs ❢r♦♠ t✇♦ ❜❛s✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥s✿ r❡♠❛✐♥✲
✐♥❣ ❜❧✉r ❢r♦♠ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❢♦❝✉s ❧✐❣❤t ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ❛♥❞

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✻

P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❧✐❣❤t ❞❡t❡❝t❡❞✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ① ∈ R
n ✭n ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✈♦①❡❧s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ② ∈ R
n t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠

✇✐t❤ ❛ P♦✐♥t ❙♣r❡❛❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮ h ❛♥❞ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ♣r♦❝❡ss
P✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❬✸✾❪✿

② = P(❍①) ✭✶✮

✇❤❡r❡ ❍ : R
n → R

n st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
P❙❋ h✳ ❆ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❙❋ h ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛♥② ♥♦♥✲❜❧✐♥❞ ❞❡✲
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✻✱ ✸✽❪✳

❯s✐♥❣ ❛ ❜❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✶✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

p(②|①) =
∏

✐∈Ω

(
[

(❍①)
②]

✐
. exp [−❍①]✐
②✐!

)

✭✷✮

▼❛①✐♠✐③✐♥❣ ✭✷✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ① ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ − log p(②|①) ✐✳❡✳ t♦
♠✐♥✐♠✐③❡✿

JL(①,②) = ✶T (❍①) − ②T log[❍①] ✭✸✮

❚❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ ✭✸✮ ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♠❛②
❜❡ t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ✭❘▲✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✹✱ ✸✸❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t P♦✐ss♦♥ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❝♦✉t✐♥❣ ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♠♣♦s❡s
♣♦s✐t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r❡✈❡♥t
♥♦✐s❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s✉✲
❛❧❧② st♦♣♣❡❞ ❛❢t❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
▼❛♥② ❛✉t❤♦rs ❢❛✈♦✉r ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤✉s ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡✲
❧✐❤♦♦❞ ❛s ✐♥ ❬✶✻✱ ✶✼✱ ✸✵❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✶✻❪ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥
✭❚❱✮ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s♠♦♦t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❡❞❣❡s✳
❍♦✇❡✈❡r s♠❛❧❧ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ t❡①t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ■♥ ❬✶✼✱ ✸✵❪✱ ❛ t✐❣❤t✲❢r❛♠❡
s②♥t❤❡s✐s l1✲♥♦r♠ t❡r♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦♠♦t❡ s♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡
❜❛s✐s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ st✉❞② ❛ ❢r❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r✐♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ l1✲♥♦r♠ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡t ❢r❛♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

✶✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r

❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜✐✲
♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ l1✲♥♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠♦❞❡❧ s♠❛❧❧ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ t❡①t✉r❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡❧❡❝t
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r P♦✐s✲
s♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❆❉▼✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ st❛❜✐❧✐t②
✐ss✉❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❣✐✈❡ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❚❱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✼

✷ ❙t❛t❡ ♦❢ ❛rt

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ st❛t❡ ♦❢ ❛rt ♦❢ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧
♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s s♣❧✐tt❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♣r✐♦rs ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
♣r❡s❡♥ts r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❧❛st
♣❛rt ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✷✳✶ Pr✐♦rs ❢♦r ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐s❝r♦s❝♦♣②

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ♠❛♥② ✇♦r❦s ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r✐♦rs
♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(①|②) = p(②|①)p(①)

p(②) ✱ ✇❤❡r❡ p(①) ✐s t❤❡ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡
♦❜❥❡❝t ❣✐✈❡♥ ❜② p(①) = α exp[−τJR(①)] ✭α ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ JR

✐s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ t❡r♠✮✱ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

arg min J(①,②) := JL(①,②) + τJR(①)
s✉❜❥❡❝t t♦ ① ∈ R

n

✭✹✮

τ ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✜rst r❡❣✉✲
❧❛r✐③✐♥❣ t❡r♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✇❛s t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲▼✐❧❧❡r r❡❣✉❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② JR(①) = ‖∇①‖2

2 ❬✹✵❪✳ ❚❤✐s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡✣❝✐❡♥t t♦ r❡♠♦✈❡
♥♦✐s❡ ❜✉t ✐ts ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t ✐t s♠♦♦t❤s t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s s✐❞❡
❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✶✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ l1✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❚♦t❛❧
❱❛r✐❛t✐♦♥ ✭❚❱✮ ❬✸✹❪✳ ❚❤❡ ❚❱ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❧❡ s❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s
❜✉t s♠♦♦t❤s t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ t❡①t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r♥❡rs✳
❲❛✈❡❧❡ts ♣r✐♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦ r❡tr✐❡✈❡
t❤✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❡①t✉r❡s ✭❬✷✺❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ❇✉t ✐t ✐s ♦♥❧② r❡✲
❝❡♥t❧② t❤❛t t❤❡s❡ ♣r✐♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❬✶✵❪✳ ❚❤❡s❡
♣r✐♦rs ❛ss✉♠❡ ✭❛♥❞ ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞✮ t❤❛t ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✭s♣❛rs✐t②✮ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛✈❡❧❡t ❜❛s✐s✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ❛❜✐❧✐t② t♦
r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s s♣❛rs✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r❝❡❞ ✇❤❡♥ ❛ l1✲♥♦r♠
t❡r♠ ✐s ✉s❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✶✵❪ ✉s❡❞ ❛ ✇❛✈❡❧❡t ❍❛❛r tr❛♥s❢♦r♠ ❛s ❛ ♣r✐♦r ❛♥❞ ❬✶✼❪
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥♥❛r② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞❡❝✐♠❛t❡❞
✇❛✈❡❧❡t ❛♥❞ ❛ ❝✉r✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❬✶✼❪ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ✷❉ ✐♠❛❣❡s✳ ❖♥
✸❉ ✐♠❛❣❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✉♥❞❡❝✐♠❛t❡❞ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s ✐t ❣✐✈❡s ❛♥
✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s 7L ✭L ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✮ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r
❛♥❞ ✐s✱ t❤✉s✱ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❝♦st✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t ❬✸✵❪
s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ✇❛✈❡❧❡t ♣r✐♦rs ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ t❤❡ ❚♦t❛❧
❱❛r✐❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ✐♥ ❜✐♦❧♦❣② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ♣r✐♦rs ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✭s✉❝❤ ❛s ✇❛✈❡❧❡ts ♣r✐♦rs✮✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❬✶✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛✲
t✐♦♥ ✭●❈❱✮ ❬✷✷❪ ♦♥ t❤❡ ❆♥s❝♦♠❜❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡
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❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✽

t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✸✷❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦❢
❬✸✶❪ t♦ ❛♥ ✉♥❜✐❛✐s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ✭MSE✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛
♣✐①❡❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❘❡❝❡♥t❧② ❬✷❪ ♣r❡s❡♥t❡❞
t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡
♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s t❤✐s
✐❞❡❛ ♦❢ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❬✷❪ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❚❛②❧♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ JL(①) ✐♥ ✭✸✮ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦♥ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✐rst t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r JL ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ① ❛♥❞
②✱ t❤❡♥ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ♦❜❥❡❝ts ①̄✱ ②̄ = ❍①̄ ✇r✐t❡s✿

JL(①,②) ≃ JL(①̄, ②̄) + Jwls
L (①,②) ✭✺✮

✇✐t❤✿

Jwls
L (①,②) =

1

2
‖ (❍①− ②) /②‖2

2 ✭✻✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ E ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇ ♦❢ ②✮✱ ✇❡
❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❛t ❛r♦✉♥❞ ①̄✿

JL(①̄,②) ≃ JL(①̄, ②̄) + E(Jwls
L (①̄,②)) ✭✼✮

❉❡♥♦t✐♥❣ ①τ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✺✮✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦
✇r✐t❡✿

JL(①τ ,②) ≃ JL(①̄, ②̄) + Jwls
L (①τ ,②) ✭✽✮

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✽✮ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤
✈❡r✐✜❡s✿

Jwls
L (①τ ,②) = E(Jwls

L (①̄,②)) ✭✾✮

❬✷❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t E(Jwls
L (①̄,②)) ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ❬✷✸❪✿
② = ❍①̄+ ❡ ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ ❡ ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 0 ❛♥❞ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ②✳ ■❢ ✇❡ s❡t✿

r(①) = (❍①− ②) /② ✭✶✶✮

❚❤❡♥ r(①̄) ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 0 ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ■✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t ❣✐✈❡s✿

‖r(①̄)‖2
2 ∼ χ2(n) ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ χ2(n) ✐s t❤❡ ❝❤✐✲sq✉❛r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ n ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛
♠❡❛♥ ❡q✉❛❧ t♦ n✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ❛♥❞ ✭✾✮ ✇❡ ❣❡t t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τ ✈❡r✐✜❡s✿

2Jwls
L (①τ ,②) ≃ n ✭✶✸✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✷❪ t♦ ✜♥❞ τ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

τopt = arg min
(

2Jwls
L (①τ ,②) − n

)2

s✉❜❥❡❝t t♦ τ ∈ R
+

✭✶✹✮
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❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✾

✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②

❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲
▲✉❝② ✭❘▲✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✹✱ ✸✸❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ P❙❋ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ♠✐♥✐✲
♠✐③✐♥❣ ✭✸✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢♦r♠✮✿

①k+1 = ①k.
{

❍∗
[ ②

❍①

]}

✭✶✺✮

✇❤❡r❡ ❍∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ❍✳ ❍❡r❡✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✈✐s✐♦♥
♠✉st ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ♣♦✐♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t✇♦ ✐♥✲
t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✉♥ts ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t
❛♥❞ ❤❛s ❛❧s♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t②✿ ✐❢ t❤❡ ✜rst ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱
t❤❡♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❡st✐♠❛t❡s st❛② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
✐♠❛❣❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛❢t❡r s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❬✹✶❪✳
❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲▼✐❧❧❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

①k+1 =
①k

1 − 2τ❞✐✈ (∇①k)
.

{

❍∗
[

②

❍①k

]}

✭✶✻✮

✇❤❡r❡ ∇ ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ❞✐✈ ✐s t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ✭✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡
t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs✮✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ l2✲♥♦r♠ s♠♦♦t❤❡s t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢
❬✶✻❪ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ❛ l1✲♥♦r♠ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

①k+1 =
①k

1 − τ❞✐✈
(

∇①k

|∇①k|

) .

{

❍∗
[

②

❍①k

]}

✭✶✼✮

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜✉✐❧t ✉♥❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♠❛② s✉✛❡r ❢r♦♠ ✉♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❙❡✈❡r❛❧
❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ ✏✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✑ ✷❉ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✸❉
❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡
✏❢♦r✇❛r❞✲❜❛❝❦✇❛r❞✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②
✉s❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣
t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
✐s ❝♦♥✈❡① ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦♣❡rt② r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❬✶✶❪✮✳
■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ tr❛♥s✲
❢♦r♠ ✭❱❙❚✮ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❆♥s❝♦♠❜❡s ❬✶❪ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❬✶✼❪ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
✉s❡ t❤❡ ❆♥s❝♦♠❜❡s tr❛♥s❢♦r♠ ❜✉t r❡✜♥❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❱❙❚ ✐s t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❬✶✵❪✳ ❚❤❡s❡ ❱❙❚ ♠❛② ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t②
❛s ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② s♦ ❬✶✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐s✲
s♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ✏❢♦r✇❛r❞✲❜❛❝❦✇❛r❞✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ♦♥ ❛
P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧✳

◆♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥ ❬✸✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞
✐s t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❡♥✐♥❣ ❜♦t❤ P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳
❚❤✉s t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✶✵

✇✐t❤ ✇❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t②✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❬✶✹❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢
❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❬✸✵❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❬✸✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧s♦ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❧✐t ❇r❡❣♠❛♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ r❡❛❧❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❛❞❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥
t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❆❉▼✮✳ ❚❤❡
❆❉▼ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❞❡❜❧✉rr✐♥❣ P♦✐ss♦♥✐❛♥ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❬✷✵❪✳ ❲❡
♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ s♣❧✐t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s t❤❡
✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❬✷✵❪ ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✮✳ ❆ ♣❡rs♦♥❛❧
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ ❬✷✵❪ r❡✈❡❛❧❡❞ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤✐s ✐♥♥❡r ❧♦♦♣
❛❝t✉❛❧❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❉▼ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s❧♦✇❡r ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧
❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦✳
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❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✶✶

✸ Pr♦♣♦s❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✲
✐③✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r
P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ❡①t❡♥❞ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r✱ t❤❡ ❘▲
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❧❣♦rt❤✐♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❉▼ ♠❡t❤♦❞✳

✸✳✶ Pr♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r

❆s s❤♦✇♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✶✼❪✱ ❛♥ ✉♥❞❡❝✐♠❛t❡❞ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧❧② t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛r② ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠s ❝❧❡❛r❧②
✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❢♦r ✸❉ ✐♠❛❣❡s ✐s r❡❛❧❧② ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s ✐t ♥❡❡❞s ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❉✉❛❧✲❚r❡❡ ❈♦♠♣❧❡① ❲❛✈❡❧❡t ❚r❛♥s❢♦r♠
❬✸✺❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❡♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✭✽ ✐♥
✸❉✮✳ ❯♥❧✐❦❡ ❬✶✼❪ ✇❤♦ ✉s❡ ❛ ♣r✐♦r ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❞♦♠❛✐♥ ✭s②♥t❤❡s✐s
♣r✐♦r✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣r❡ss ♦✉r ♣r✐♦r ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭❛♥❛❧②s✐s ♣r✐♦r✮✱ ❛s t❤✐s
❧❛st ♦♥❡ s❡❡♠s t♦ ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❛ s②♥t❤❡s✐s ♣r✐♦r ✭❛t ❧❡❛st ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡ ❬✼✱ ✶✽✱ ✸✻❪✮✳

❙✐♥❝❡ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✱ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t♦ r❡st♦r❡ t❤✐♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s❝❡♥❡s✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✱ ✉s✉❛❧
✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠s s✉✛❡r ❢r♦♠ s❤✐❢t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ s❡✲
❧❡❝t✐✈✐t②✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❬✶✷✱ ✸✺❪ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❜✉✐❧❞
❛ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ✉s✐♥❣ t✇♦ tr❡❡s✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❍✐❧❜❡rt
♣❛✐r ✭♦♥❡ tr❡❡ ✐s ✾✵➦ ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✮✳ ❚❤❡s❡ ❞✉❛❧✲tr❡❡ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s✲
❢♦r♠s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ r❡❛❧ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ✇✐t❤
st✐❧❧ ❛ ❧♦✇ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ r❡❝❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✉❛❧✲tr❡❡
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡ ❬✸✺❪✳ ❚❤✐s ❉✉❛❧✲❚r❡❡ ❈♦♠♣❧❡① ❲❛✈❡❧❡t ✭❉❚❈❲✮ tr❛♥s❢♦r♠
✐s q✉❛s✐ ✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ✭t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✉s❡ ❛
tr❛♥s❢♦r♠ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✮ ❛♥❞ ✉s❡s t✇♦ r❡❛❧ tr❡❡s ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❣✐✈❡
❝♦♠♣❧❡① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✮ ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ 8 ✐♥ ✸❉✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❉❚❈❲ tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r ❛♥ ✶❉ s✐❣♥❛❧✳ ❆t
❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ tr❡❡ ❣✐✈❡ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r②
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
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❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✶✷

■t ❤❛s ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸✺❪ t❤❛t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❣✐✈❡s ❧❡ss ❛rt✐❢❛❝ts t❤❛t r❡❛❧ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥❞
t❤✉s ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r r❡st♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦
tr❡❡s ❣✐✈❡s ♦r✐❡♥t❡❞ ✇❛✈❡❧❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤✉s ❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✐♥
✐♠❛❣❡ ❧✐❦❡ ❡❞❣❡s ♦r s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡
✇❛✈❡❧❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ψ(u) = ψa(u) + jψb(u)✱ ψa ❛♥❞ ψb ❜❡✐♥❣ t❤❡
✇❛✈❡❧❡ts ♦❢ t❤❡ tr❡❡s a ❛♥❞ b✮ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐ts ❋♦✉rr✐❡r tr❛♥s✲
❢♦r♠ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❧❛♥❡ ✭✉♥❧✐❦❡ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❧❛♥❡✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤ ❛ ✷❉
✇❛✈❡❧❡t ψ1(u, v) = ψ(u)ψ(v)✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ψ1(u, v) ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥
♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❧❛♥❡✳ ■❢ t❤❡ t❛❦❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇❛✈❡❧❡t✱
✇❡ ❣❡t ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♣❧❛♥❡✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✲✹✺➦♦r✐❡♥t❡❞ ✇❛✈❡❧❡t ✭s❡❝♦♥❞ ✇❛✈❡❧❡t ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t
♦❢ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✮✳ ❚❤❡ ✰✹✺➦♦r✐❡♥t❡❞ ✇❛✈❡❧❡t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣
ψ2(u, v) = ψ(x)ψ(v)✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r
❝♦r♥❡rs ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❜② t❤❡ ✜❢t❤ ✇❛✈❡❧❡t ♦❢ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✮✳
❚❤❡ ♦t❤❡rs ✇❛✈❡❧❡ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ φ(u)ψ(v)✱ ψ(u)φ(v)✱ φ(u)ψ(v)
❛♥❞ ψ(u)φ(v)✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❲❛✈❡❧❡ts ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❉❚❈❲ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ r♦✇s r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ r♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t✳

❚❤✐s ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s✉❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r✐❡♥t❡❞ ❞❡t❛✐❧s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ❛ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❬✽❪ ♦♥ ✷❉
✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦❝❛❧
♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♥ ❬✷✾❪ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤❡r❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❛❧s♦
♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ s✉❜❜❛♥❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇r✐t❡s✿

JR(①) =

L
∑

j=1

αj‖❲j①‖1 ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱❲j ✐s t❤❡ ❉❚❈❲ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ j ❛♥❞ αj ✐s t❤❡ s✉❜❜❛♥❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆s ✇❡ ❞❡❛❧
✇✐t❤ ✸❉ ❞❛t❛✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ✸❉ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ s❝❛❧❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
2
√

2✱ t❤✉s ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡✿

αj =
(

2
√

2
)−j

✭✶✾✮

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✶✸

▲♦✇✲♣❛ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✶✽✮✳ ❆s t❤❡r❡ ✐s ♥♦
r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❜❡ s♣❛rs❡✱ ✇❡ s❡t α0 = 0✳ ❇② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡
s❝❛❧✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❲j ✱ ✭✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

JR(①) = ‖❲①‖1 ✭✷✵✮

❲ st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤✐s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❛❧s♦ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t✱ ✉s✉❛❧❧②✱
✐♠❛❣❡s ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt tr②✐♥❣ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♠❡t❤♦❞ ❛s t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳

✸✳✷ ❘❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡♥t
✇♦r❦ ♦❢ ❬✹✷❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡
❜✉t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❧✐♥❡s t❤❛t t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

f(②λ) = 2
(

②λ log
(②λ

λ

)

+ λ− ②λ

)

✭✷✶✮

✇❤❡r❡ ②λ ✐s ❛ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ λ✳ ❚❤❡♥✱ ❬✹✷❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✿

E(f(②λ)) = 1 +O

(

1

λ

)

✭✷✷✮

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬✹✷❪ ✐s ② = P(①)✳ ❲❡ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✜ts t♦
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✶✮ ✇✐t❤ λ = ①✳ ❙♦✱ ❢r♦♠ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❬✹✷❪ ❞❡✜♥❡❞✿

Jber
L (①τ ,②) =

2

n

(

②T log

(

②

①τ

)

+ ✶T①τ − ✶T②

)

✭✷✸✮

■❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ tr✉❡ ♦❜❥❡❝t ①✱ ♦♥❡ ❣❡t t❤❛t Jber
L (①,②) ≃ 1✳

❚❤✉s✱ ❬✹✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t τ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s✿

τopt = arg min
(

Jber
L (①τ ,②) − 1

)2

s✉❜❥❡❝t t♦ τ ∈ R
+

✭✷✹✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✭✷✷✮ st✐❧❧ ❤♦❧❞s ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ② =
P(❍①) ❛♥❞ t❤✉s ② ✐s ❛ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❍①✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
Jber

L (①τ ,②) s✐♠♣❧② ✇r✐t❡s✿

Jber
L (①τ ,②) =

2

n

(

②T log

(

②

❍①τ

)

+ ✶T (❍①τ ) − ✶T②

)

✭✷✺✮

❛♥❞ ✭✷✹✮ ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❇❛r❞s❧❡② ❡st✐♠❛t♦r✱
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✷✱ ♦♥ t❤❡ t✇♦ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡
✜❣✉r❡ ✹✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s t❡st ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❱❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡s❡ t✇♦ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ✭▼❙❊✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

MSE(①τ ) = ‖①− ①τ‖2
2 ✭✷✻✮
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❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✶✹

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ τ ♦♥ t❤❡
s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✹

✇❤❡r❡ ① ✐s t❤❡ tr✉❡ ✐♠❛❣❡✳

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✺✱ ✻ ❛♥❞ ✼✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✇❡
❣❡t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❡st ✐♠❛❣❡✳ ❖♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✭❛✮ ❛♥❞
✭❝✮✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✭✷✹✮ ❣✐✈❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊✳ ❲❡ ❣❡t τ = 0.124 ✭t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊ ✐s τ = 0.092✮ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ❛♥❞ τ = 0.148
✭t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡ ✐s τ = 0.117✮ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❝✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❢❛✐❧ ♦♥ s♦♠❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ✇❡
❣❡t τ = 0.3360 ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡ ✐s τ = 0.0183✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷❪ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t♦♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ t❡♥❞s t♦
♦✈❡rs♠♦♦t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦❢
❬✶✼❪ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦r t❡st❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s
s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈✐♥❣
❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❝❤ ❛s ✐♠❛❣❡s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ♣r✐♦r ✐s ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❈❧❡❛r❧②
✐♠❛❣❡s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♣r✐♦r ✇❤✐❧❡ t❤✐s ♣r✐♦r
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❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✶✺

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ τ ♦♥ t❤❡
s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✳

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ τ ♦♥ t❤❡
s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ✭❝✮ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✳

♠❛② ♥♦t s✉✐t t♦ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮✳ ❋♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❡st✐♠❛t♦r t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τ ✳

✸✳✸ Pr♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✿

J(①,②) = JL(①,②) + τJR(①) = ✶T (❍①) − ②T log[❍①] + τ‖❲①‖1 ✭✷✼✮

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥✈❡① ✐❢ ② > 0 ❬✺❪✳ ❆s
♦❢t❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s♦❧✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
l1✲♥♦r♠ ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❍ ❛♥❞ ❲✳
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❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✶✻

✸✳✸✳✶ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✐ts ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ✇r✐t❡s ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✿

①k+1 =
①k

1 + τ❲∗
(

❲①k

|❲①k|

) .

{

❍∗
[

②

❍①k

]}

✭✷✽✮

✇❤❡r❡❲∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦❢❲✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ ✜❧t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r τ ❤❛s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡
♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τ ✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉♥st❛❜❧❡✱ ❛s
t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ ✭✷✽✮ ♠❛② ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ 0✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤
❛♥♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✳

✸✳✸✳✷ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❬✶✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛ st❛❜❧❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ τ ✱ ✐✳❡✳ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✭✷✼✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✳ ❖♥
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ st❡♣ ❞❡s❝❡♥t ♦❢ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ♦r❞❡r ♦❢ O(ǫ2)✱
✇❤❡r❡ ǫ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts ❍① ✐♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ t♦
❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 0✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② s❧♦✇✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❬✹✱ ✷✼❪✱ ❜✉t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡s❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ♥♦t ❣✐✈❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ✐♥st❡❛❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❧t❡r✲
♥❛t✐♥❣ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❆❉▼✮ ❬✶✾✱ ✷✽❪✳

❚❤❡ ❆❉▼ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿

arg min f1(✉) + f2(✈)
s✉❜❥❡❝t t♦ A✉+B✈ = ❛

✉ ∈ R
n,✈ ∈ R

m

✭✷✾✮

✇❤❡r❡✿

❼ f1 : R
n → R ❛♥❞ f2 : R

m → R ❛r❡ t✇♦ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❼ ❆ ∈ R
l×n ❛♥❞ ❇ ∈ R

l×m ❛r❡ t✇♦ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠s✳

❼ ❛ ∈ R
l ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡❝t♦r✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▲❛❣r❛❣✐❛♥✳ ❯s✐♥❣
❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r λ ∈ R

l ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥t ✭✷✾✮✱ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇r✐t❡s✿

L(✉,✈, λ) = f1(✉) + f2(✈) + λT (❆✉+❇✈− ❛) +
β

2
‖❆✉+❇✈− ❛‖2

2 ✭✸✵✮

β ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥t ❬✷✶❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✲
s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ✐♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✇❛②✱ s✉❜❥❡❝t
t♦ ✉✱ ✈✱ t❤❡♥ t♦ λ✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇r✐t❡s ✿
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❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✶✼

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❆❉▼ t♦ s♦❧✈❡ ✭✷✾✮

❉❛t❛✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s N ❀
❆ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✉0 ∈ R

n❀
❆ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✈0 ∈ R

m❀
❆ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t λ0 ∈ R

l❀
❱❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ > 0 ❛♥❞ β > 0❀
❘❡s✉❧t✿ (✉N ,✈N )✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✾✮✳
❜❡❣✐♥

❢♦r k ❢r♦♠ 0 t♦ N − 1 ❞♦

❙t❡♣ ✶✳ ✉k+1 = arg min L(✉,✈k, λk)
s✉❜❥❡❝t t♦ ✉ ∈ R

m

✳

❙t❡♣ ✷✳ ✈k+1 = arg min L(✉k+1,✈, λk)
s✉❜❥❡❝t t♦ ✈ ∈ R

n

✳

❙t❡♣ ✸✳ λk+1 = λk + βγ(❆✉k+1 +❇✈k+1 − ❛)✳
❡♥❞

❡♥❞

γ ✐s ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ]0,
√

5+1
2 [ ❬✷✶❪ t♦ ❡♥s✉r❡

t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐♥
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ β ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢♦r ∀β > 0✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■❢ β ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦rt✐❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢❛st
❜✉t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐❧❧ t❛❦❡ ♠❛♥② ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞✳ ❖♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r② ✐❢ β ✐s ❤✐❣❤✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ s❧♦✇ ❜✉t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥t
✇✐❧❧ ❜❡ q✉✐❝❦❧② r❡s♣❡❝t❡❞✳ ❙❡tt✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞✱ ❢♦r ♦✉r ❡①♣r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦ 0.1✳

❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❧✐♥❡s ❤♦✇ t❤❡ ❆❉▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
P♦✐ss♦♥✐❛♥ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞✿

arg min ✶T (❍①) − ②T log[❍①] + τ‖❲①‖1

s✉❜❥❡❝t t♦ ① ∈ R
n,① ≥ ǫ

✭✸✶✮

❋✐rst✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

arg min ✶T✇− ②T log[✇] + τ‖③‖1

s✉❜❥❡❝t t♦ ① ∈ R
n,① ≥ ǫ

✇ ∈ R
n,✇ = ❍①

③ ∈ R
m, ③ = ❲①

✭✸✷✮

❲❡ s❡t✿

✉ =





①

✇

③



 ∈ R
n × R

n × R
m, ❆ = −■, ❇ =





■

❍

❲



 ✭✸✸✮

f1(✉) = ✶T✇− ②T log[✇] + τ‖③‖1 + χC(①), f2(✈) = 0 ✭✸✹✮

✇✐t❤ χC ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❝♦♥✈❡① s❡t C✿

χC(①) =

{

0 ✐❢ ① ∈ R
n,①✐ ≥ ǫ ∀✐ ∈ Ω

∞ ♦t❤❡r✇✐s❡
✭✸✺✮

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✶✽

❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

arg min f1(✉)
s✉❜❥❡❝t t♦ −✉+❇✈ = 0

✉ ∈ R
n,✈ ∈ R

m

✭✸✻✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✜ts ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❆❉▼
♠❡t❤♦❞ ✭✷✾✮✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ✜♥❞✿

✉k+1 = arg min L(✉,✈k, λk)
s✉❜❥❡❝t t♦ ✉ ∈ R

n

✭✸✼✮

❋r♦♠ ✭✸✻✮ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛s✿

L(✉,✈, λ) = f1(✉) + λT (❇✈− ✉) +
β

2
‖❇✈− ✉‖2

2 ✭✸✽✮

❚❤❡♥ ✭✸✼✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

✉k+1 = arg min f1(✉) + λkT
(❇✈k − ✉) + β

2 ‖❇✈k − ✉‖2
2

s✉❜❥❡❝t t♦ ✉ ∈ R
n

= arg min 1
β
f1(✉) + 1

2‖❇✈k − ✉+ λk

β
‖2
2

s✉❜❥❡❝t t♦ ✉ ∈ R
n

= prox 1
β

f1

(

❇✈k + λk

β

)

✭✸✾✮

✇❤❡r❡ ♣r♦① ✐s t❤❡ ♣r♦①✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❬✶✺❪✿

proxγΨ

(

①0

)

= arg min γΨ(①) + 1
2‖①0 − ①‖2

2

s✉❜❥❡❝t t♦ ① ∈ R
n

✭✹✵✮

❚❤✐s ♣r♦①✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Ψ✳
❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❬✶✺❪✿

❼ ■❢ Ψ(x) = ‖x‖1 t❤❡♥ proxγΨ

(

①0

)

✐s t❤❡ s♦❢t✲t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r shrinkγ (①0)
♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞ γ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

shrinkγ (①0) = sign(①0) max(|①0| − γ, 0) ✭✹✶✮

❼ ■❢ Ψ(x) = ✶T①− ②T log(①) t❤❡♥✿

proxγΨ

(

①0

)

=
1

2

(

①0 − γ +

√

(①0 − γ)
2

+ 4γ②

)

✭✹✷✮

❼ ■❢ Ψ(x) = χC(①) ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t C✱ t❤❡♥✿

proxγΨ

(

①0

)

= ΠC(①0) ✭✹✸✮

✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s s❡t✳

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✶✾

❆s t❤❡ ♣r♦①✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✇✐s❡✱ ❢r♦♠ ✭✸✾✮ ✇❡ ❣❡t t❤❛t ❢♦r ❛♥②

✉ =





①

✇

③



 ∈ R
n × R

n × R
m✿

prox 1
β

f1

(

✉
)

=











max(①, ǫ)

1
2

[

✇− 1
β

+

√

(

✇− 1
β

)2

+ 4②
β

]

sign(③) max(|③| − τ
β
, 0)











✭✹✹✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ✜♥❞✿

✈k+1 = arg min L(✉k+1,✈, λk)
s✉❜❥❡❝t t♦ ✈ ∈ R

n

= arg min λkT
(❇✈− ✉k+1) + β

2 ‖❇✈− ✉k+1|22
s✉❜❥❡❝t t♦ ✈ ∈ R

n

= arg min ‖❇✈− ✉k+1 + λk

β
‖2
2

s✉❜❥❡❝t t♦ ✈ ∈ R
n

✭✹✺✮

❚❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠✿

❇∗❇✈k+1 = ❇∗
(

✉k+1 − λk

β
+ ❛

)

✭✹✻✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❬✺❪ s✐♥❝❡ (❇∗❇)∗ =
❇∗❇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥♥❡r ❧♦♦♣✱ ✇❡
❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❇∗❇✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❧♦♦♣ ♦♥❧② ♥❡❡❞ 6 t♦ 7
✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❣✐✈❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ 10−5✱ t❤✐s ✐s r❡❛❧❧② ❝♦st❧② ❢♦r ❛ ✸❉ ✐♠❛❣❡
❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳ ❇✉t ✭✹✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛❝t❧② s♦❧✈❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❍ ❛♥❞ ❲✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥
✉s✐♥❣ ❛ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ t✐❣❤t✲❢r❛♠❡ ✭✐✳❡✳ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❲ s✉❝❤ t❤❛t❲∗❲ = ■✮ ❧✐❦❡
t❤❡ ❉❚❈❲ tr❛♥s❢♦r♠✱ ❈✉r✈❡❧❡ts ❬✻❪✱ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✱ ♦r ❜♦t❤ ❛s ✐♥
❬✶✼❪✳ ❆s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❍ ❝❛♥✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ ❜❡ ✇❡❧❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❋❋❚✮✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t✐❣❤t✲❢r❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠
❛♥❞ t❤✉s ✭✹✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

✈k+1 = (❍∗❍+ 2■)−1❇∗
(

✉k+1 − λk

β
+ ❛

)

✭✹✼✮

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✷✵

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❋❋❚✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇r✐t❡s✿

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❆❉▼ t♦ s♦❧✈❡ ✭✸✶✮

❉❛t❛✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s N ❀
❆ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✉0 ∈ R

n❀
❆ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✈0 ∈ R

m, t0 = ❇✈0 ∈ R
l❀

❆ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t λ0 ∈ R
l❀

❱❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ > 0 ❛♥❞ β > 0❀
❘❡s✉❧t✿ ✈N ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✶✮✳
❜❡❣✐♥

❢♦r k ❢r♦♠ 0 t♦ N − 1 ❞♦

❙t❡♣ ✶✳ ✉k+1 = prox 1
β

f1

(

tk + λk

β

)

❙t❡♣ ✷✳ ✈k+1 = (❍∗❍+ 2■)−1❇∗
(

✉k+1 − λk

β

)

❙t❡♣ ✸✳ tk+1 = ❇✈k+1

❙t❡♣ ✹✳ λk+1 = λk + βγ(tk+1 − ✉k+1)
❡♥❞

❡♥❞

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✈❡♥ ✐❢ ✭✹✻✮ ✐s ♥♦t
s♦❧✈❡❞ ❡①❛❝t❧② ✭t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐❢ t❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡
s✉♠♠❛❜❧❡ ❬✶✾❪✮✳ ■♥ ♣r❛t✐❝❡✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✶✮ ✐♥ ✶✵✵
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
t❡r♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥
✷✺ ♠✐♥✉t❡s ✭❢♦r ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ ♦❢ ✷✺✻✯✷✺✻✯✻✹ ✈♦①❡❧s✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❉❚❈❲
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭♦r t❤❡ ❈✉r✈❡❧❡ts✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t✐♠❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ ❛❜♦✉t
✶❤✶✺ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ✉s❡
❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐s t❤❛t ✐t ♥❡❡❞s s♦♠❡ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❣❡t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✷✶

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮ ✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❧✉r ❛♥❞ ♥♦✐s② s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡✳ ✭❛✮ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠✲
❛❣❡✱ ✭❜✮ ✐s t❤❡ ❞❡❣r❛❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭PSNR = 28.60 dB✮✱ ✭❝✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♣r✐♦r ✭PSNR = 33.87 dB✮✱ ✭❞✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r ✭PSNR = 33.65 dB✮✱ ✭❡✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ♣r✐♦r ✭PSNR = 33.49 dB✮✳

✹ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❉▼
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❉❚❈❲ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡
❆❉▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❱ ❛♥❞ t❤❡ ❈✉r✈❡❧❡ts ❬✻❪ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

✹✳✶ ❘❡s✉❧ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛

❲❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✉s✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡ts ❛s r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ♦❢ ✜❣✉r❡
✹✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ❤❛s ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ♠✐♥✐♠✐③❡s
t❤❡ MSE✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦♠❛♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡s ✽ ❛♥❞ ✾✳

❖♥ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❛✈❡❧❡ts ♣r✐♦rs ❛❧❧♦✇ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❛♥ t❤❡
❚❱ ♣r✐♦r✳ ❱✐s✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t❤✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❜❡tt❡r r❡tr✐❡✈❡❞✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❛s ✇❛✈❡❧❡ts r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♥❞ ❝♦♥t♦✉rs ♠❛②
❜❡ s❧✐❣❤t❧② s♠♦♦t❤❡❞✳ ❚❤✐s ✐s q✉✐t❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
❈✉r✈❡❧❡ts r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✾✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✷✷

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮ ✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❧✉r ❛♥❞ ♥♦✐s② s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡✳ ✭❛✮ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠✲
❛❣❡✱ ✭❜✮ ✐s t❤❡ ❞❡❣r❛❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭PSNR = 29.43 dB✮✱ ✭❝✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♣r✐♦r ✭PSNR = 33.83 dB✮✱ ✭❞✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r ✭PSNR = 34.53 dB✮✱ ✭❡✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ♣r✐♦r ✭PSNR = 33.56 dB✮✳

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✷✸

❈✉r✈❡❧❡ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝✉r✈❡s✱ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ♥♦t ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t
t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ t❡①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥
✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥✳

✹✳✷ ❘❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t❡st t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞
♦♥ ✜❣✉r❡s ✶✵ ❛♥❞ ✶✷✳ ❖♥ ❡❛❝❤ t❡st✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❜❡ ❝❤♦s❡♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐s ❛ ❝♦♥❢♦❝❛❧✴♠✉❧t✐✲
♣❤♦t♦♥ ❩❡✐ss ❆①✐♦✈❡rt ✷✵✵▼✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❛♥✲
✉❢❛❝t✉r❡r✮ ♦❢ ✸✳✸①✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♦✐❧ ❆♣♦❝❤r♦♠❛t✶ ✹✵① ❢♦r t❤❡
✜rst ✐♠❛❣❡✱ ✻✸① ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ NA = 1.4✳ ❚❤❡ ♦✐❧
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s 1.518 ✭23o ❈✮✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❩❡✐ss ▲❙▼ ✺✶✵
▼❡t❛✳

❋✐❣✉r❡s ✶✵ ❛♥❞ ✶✷ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r
❛♥❞ t❤❡ ❆❉▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❱✱ ❉❚❈❲ ❛♥❞ ❈✉r✈❡❧❡ts ♣r✐♦rs
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦✉s❡ ✐♥t❡st✐♥❡ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ❜❡❛❞✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❡❡ ♦♥
❜♦t❤ ✜❣✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r t❡♥❞s t♦ ♦✈❡rs♠♦♦t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s
✐s q✉✐t❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✐♥❞❡❡❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞
❡st✐♠❛t♦r ❢♦r P♦✐ss♦♥ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ♦✈❡rs♠♦♦t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❬✷✱ ✶✼✱ ✹✷❪✳
❖♥ ✜❣✉r❡ ✶✵ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ s♠♦♦t❤s t❤❡ t❡①t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✱
st✐❝❦✐♥❣ ✐t t♦❣❡t❤❡r ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛tt❡r♥ ✭r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮✳ ❚❤❡ ❉❚❈❲
♣r✐♦r ❛❧❧♦✇s t♦ r❡tr✐❡✈❡ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✐t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✐s t♦♦ s♠♦♦t❤❡❞✳ ❚❤❡ ❉❚❈❲ ♣r✐♦r ✐s q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t
❛♥❞ ❣✐✈❡s ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ✭③♦♦♠ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✶✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈✉r✈❡❧❡ts ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛s ✇❡ ❣❡t ♠❛♥② ❛rt✐❢❛❝ts ♦♥
t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❛✐❞✱ ❝✉r✈❡❧❡ts ❛r❡ ♥♦t ❜② t❤❡♠s❡❧❢ ❛❜❧❡
t♦ ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥♥❛r② ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇❛✈❡❧❡ts ❛♥❞ ❝✉r✈❡❧❡ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥ ❬✶✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❧❡❛❞s t♦ s♦♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ❛ ✸❉ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠
♥❡❡❞ ❛ ❤✉❣❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r s❡❡♠s
t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡ss♦✉r❝❡s✳
❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✵ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ❞❡t❛✐❧s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ ❛ s♠♦♦t❤ ♦❜❥❡❝t
✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♠❛♥② ❞❡t❛✐❧s ✭❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✷✮✱ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r ❞♦❡s ♥♦t ❜r✐♥❣ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♠♦♦t❤❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

✶❆♣♦❝❤r♦♠❛t ✐s ❛ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❛❜❡rr❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇♦r❞r❡❢❡r❡♥❝❡✳❝♦♠✱

t❤❛t ✐s ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✧❛ ❧❡♥s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡ ♦r ♠♦r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❣❧❛ss✱ t❤❛t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜r✐♥❣ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦❧♦✉rs t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t✱

t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ ✐ts ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❛❜❡rr❛t✐♦♥✧✳

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✷✹

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦✉s❡ ✐♥t❡st✐♥✳ ✭❛✮ ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡✱
✭❜✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❱ ♣r✐♦r✱ ✭❝✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r ❛♥❞ ✭❞✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❝✉r✈❡❧❡ts ♣r✐♦r✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr✉♣t❡❞
❜② ❜❧✉r ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t ♦♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ✇❛✈❡❧❡t ♣r✐♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤✐♥
str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③✲
✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❤✐❝❤ ✐s ❡✣❝✐❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✸❉
❝♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡❧❡❝t
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛② ❣✐✈❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ t❤❡
✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ♠❛② ❜❡ t❤❡♥ s♠♦♦t❤❡❞ t♦♦ ♠✉❝❤✳ ❋✉t✉r ✇♦r❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦❝✉ss❡❞
♦♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦r ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✷✺

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❩♦♦♠ ♦♥ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦✉s❡ ✐♥t❡st✐♥✳ ✭❛✮ ✐s t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ✭❜✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❱ ♣r✐♦r✱ ✭❝✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r ❛♥❞ ✭❞✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❝✉r✈❡❧❡ts
♣r✐♦r✳

❆ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ❛❧❣♦r✐t❤♠s

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳

❆✳✶ ◆♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ❛❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✿ ② = P(❍①)✳ ② ✐s t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥✱ ① ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❍ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❙❋ h ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ P ✐s t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t ✇✐t❤ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

p(①|②) = p(②|①).
p(①)

p(②)
✭✹✽✮

✇❤❡r❡ p(②|①) ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ p(①|②) t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱
❛♥❞ p(①) ❛ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✷✻

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❡❛❞✳ ✭❛✮ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ✭❜✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❱ ♣r✐♦r✱ ✭❝✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r
❛♥❞ ✭❞✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈✉r✈❡❧❡ts ♣r✐♦r✳

❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

p(②|①) =
∏

✐∈Ω

(
[

(❍①)
②]

✐
. exp [−❍①]✐
②✐!

)

✭✹✾✮

❖♥❡ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤✐s ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✿

− log p(②|①) = ✶T❍①− ②T log [❍①] + log (②!) ✭✺✵✮

❚❤❡ t❡r♠ log (②!) ✐♥ ✭✺✵✮ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ①✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡
♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛s✿

Jp(①) = ✶T❍①− ②T log [❍①] ✭✺✶✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ρs ♦❢ ① ✭ρ > 0✮✱ ✭✺✶✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

Jp(①+ ρs) = ✶T❍ (①+ ρs) − ②T log [❍ (①+ ρs)] ✭✺✷✮

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✷✼

Pr❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

Jp(①+ ρs) = ✶T❍①+ ρ✶T❍s− ②T log

[

❍①

(

1 + ρ
❍s

❍①

)]

≃ ✶T❍①+ ρ✶T❍s− ②T log [❍①] − ρ②T ❍①

❍s

= Jp(①) + ρ

(

✶T❍s− ②T ❍①

❍s

)

✭✺✸✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Jp ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

ρsT ∂Jp

∂①
(①) = lim

ρ→0

Jp (①+ ρs) − Jp(①)

ρ
✭✺✹✮

❊①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ✭✺✸✮ ❛s ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❧❡❛❞s t♦✿

✶T❍s− ②T ❍s

❍①
= ✶T❍s−

[ ②

❍①

]T

❍s

= sT (❍∗✶) − sT
(

❍∗ ②

❍①

)

= sT
(

❍∗✶−❍∗ ②

❍①

)

✭✺✺✮

❍∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ❍✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ∇①Jp =
∂Jp

∂①

❛s✿
∇Jp(①) = ❍∗

[

✶− ②

❍①

]

✭✺✻✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✭✺✻✮✱ ✐✳❡✳ s♦❧✈❡ ∇Jp(①) = 0✿

✶T❍∗✶− ✶T❍∗ ②

❍①
= 0 ✭✺✼✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ P❙❋ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ 1✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❍∗ ②

❍①
= ✶ ✭✺✽✮

❇② s♦❧✈✐♥❣ ✭✺✽✮ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❣❡t t♦ t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ✐t❡r❛t✐✈❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ r❛t✐♦ ①k+1

①k
✐s ✶✿

①k+1 = ①k.
{

❍∗
[ ②

❍①

]}

✭✺✾✮

❆✳✷ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲▼✐❧❧❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❚✐❦❤♦♥♦✈✲▼✐❧❧❡r ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ l2✲♥♦r♠ ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥
✇r✐t❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛s p(①) = Ce−τ ||∇①||22 ✳ τ ✐s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ ❛♥❞ C ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(①|②)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿

J(①) = ✶T❍①− ②T log [❍①] + τ‖∇①‖2
2 ✭✻✵✮

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✷✽

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❛s✭✺✻✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✭t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ Jr✮ ❣✐✈❡s✿

Jr(①+ ρs) = ‖∇ (①+ ρs) ‖2
2 ✭✻✶✮

≃ ‖∇①‖2
2 + 2ρ (∇s)T

(∇①) ✭✻✷✮

= Jr(①) + 2ρ (∇s)T
(∇①) ✭✻✸✮

= Jr(①) − 2ρsT❞✐✈(∇①) ✭✻✹✮

✭✻✺✮

✇❤❡r❡ ∇∗ = −❞✐✈ ✐s t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❢♦r Jr t❤❡ s❛♠❡
❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ✭✺✹✮ t♦ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ o✿

✶T❍∗✶−❍∗ ②

❍①
− 2τ✶T❞✐✈(∇①) ✭✻✻✮

❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✺✾✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛
r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

①k+1 =
①k

✶− 2τ❞✐✈ (∇①k)
.

{

❍∗
[

②

❍①k

]}

✭✻✼✮

❆✳✸ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬✸✹❪ ♦♥ t❤❡ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❲❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿

arg min Jp(①) + τ‖∇①‖1

s✉❜❥❡❝t t♦ ① ∈ R
n

✭✻✽✮

τ ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ ✜rst r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥
♠❡♠❜❡r ❜② ✐ts s♠♦♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t µ2 t❤❛t
❛✈♦✐❞ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♥❡❛r t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ t❡r♠

Jr(①) =
∑

✐∈Ω

√

|(∇①)✐|2 + µ2 ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ①+ ρs ♦❢ ① ②✐❡❧❞s✿

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✷✾

Jr(①+ ρs) =
∑

✐∈Ω

√

|(∇①)✐|2 + ρ2|(∇s)✐|2 + 2ρ(∇①)✐(∇s)✐ + µ2

≃
∑

✐∈Ω

√

|(∇①)✐|2 + µ2.

√

1 + 2ρ
(∇①)✐(∇s)✐
|∇①)✐|2 + µ2

≃ Jr(①) + ρ
∑

✐∈Ω

(∇①)✐
√

|(∇①)✐|2 + µ2
(∇s)✐

≃ Jr(①) + ρ
∑

✐∈Ω

(∇①)✐
|(∇①)✐|

(∇s)✐

= Jr(①) + ρ

( ∇①
|∇①|

)T

∇s

= Jr(①) + ρ

(

∇∗ ∇①
|∇①|

)T

s

= Jr(①) − ρ

[

❞✐✈

( ∇①
|∇①|

)]T

s ✭✻✾✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Jp(①) ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✭✺✻✮ ❛♥❞ ❣✐✈❡s✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠s✿

✶T❍∗✶−❍∗ ②

❍①
− τ❞✐✈

( ∇①
|∇①|

)

= 0 ✭✼✵✮

■❢ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭✺✾✮✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❘✐❝❤❛rs♦♥✲▲✉❝② r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✇✐t❤ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥✿

①k+1 =
①k

✶− τ❞✐✈
(

∇①k

|∇①k|

) .

{

❍∗
[

②

❍①k

]}

✭✼✶✮

❆✳✹ ❉✉❛❧✲❚r❡❡ ❈♦♠♣❧❡① ❲❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❉❚❈❲ ✐s ❛ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸✺❪✳ ❯s✐♥❣ ✐t ❛s ❛ ♣r✐♦r✱ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥♥❛❧ ❜❡❝♦♠❡s✿

arg min Jp(①) + τ‖❲①‖1

s✉❜❥❡❝t t♦ ① ∈ R
n

✭✼✷✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥✳ ❇② s❡tt✐♥❣
❲ = ∇✱ ✇❡ ❣❡t✿

✶T❍∗✶−❍∗ ②

❍①
+ τ❲∗

(

❲①

|❲①|

)

= 0 ✭✼✸✮

✇❤❡r❡❲∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦❢❲✳ ❯s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛s ✭✺✾✮✱ t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❉✉❛❧✲❚r❡❡ ❈♦♠♣❧❡① ❲❛✈❡❧❡t
♣r✐♦r ✇r✐t❡s✿

①k+1 =
①k

✶+ τ❲∗
(

❲①k

|❲①k|

) .

{

❍∗
[

②

❍①k

]}

✭✼✹✮

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✸✵

❇ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❲❛✈❡❧❡t ❚r❛♥s❢♦r♠

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ s✉❜❜❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❛s t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞②❛❞✐❝ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥
❛♥✐str♦♣✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ s♦♠❡ r❡s✉❧ts
♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❇✳✶ ❉✐s❝r❡t❡ ❲❛✈❡❧❡t ❚r❛♥s❢♦r♠

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ♠❛✐♥❧② r❡❝❛❧❧❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✺❪✳ ◆♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
r❡❛❧ s✐❣♥❛❧s✳ ❆ ✇❛✈❡❧❡t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ x(t) ♦♥ ❛♥
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ψj,k(t) ✭(j, k) ∈ Z × Z✮✿

dj,k =

∫

R

ψj,k(t)x(t)dt ✭✼✺✮

✇❤❡r❡ dj [k] ❛r❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ x(t) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❛❝❦
❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿

x(t) =
∑

k∈Z

∑

j∈Z

dj [k]ψj,k(t) ✭✼✻✮

❊❛❝❤ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ψj,k(t) ❞❡✜♥❡s ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ❲j ❛♥❞ ✐s ❜✉✐❧t ❜② s❤✐❢t✐♥❣ ❛♥❞
str❡t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠♦t❤❡r ✇❛✈❡❧❡t ψ(t)✿

ψj,k(t) =
√

2−jψ
(

2−jt− k
)

✭✼✼✮

❲❛✈❡❧❡ts ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✏❞❡t❛✐❧✑ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ x(t)✳ ❚❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡✲
t❛✐❧ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛s j → ∞ ❛♥❞ ❲j ❣❡ts s♠❛❧❧❡r ✭❲j+1 ⊂ ❲j✮✳ ❆ ❢❛♠✐❧② ♦❢
s❝❛❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s φj,k(t) ✭❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ❱j✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡
✏❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✑ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cj [k] ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ x(t)✿

φj,k(t) =
√

2−jφ
(

2−jt− k
)

✭✼✽✮

❙✐♥❝❡ ❱1 ⊂ ❱0 ❛♥❞ φ0,k(t) ∈ ❱0✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ s♦♠❡ ✜❧t❡r h[k] s✉❝❤ t❤❛t φ1,0(t)
✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ φ0,k(t)✿

φ(t) =
√

2
∑

k∈Z

h[k]φ(2t− k) ✭✼✾✮

❲j+1 ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ❱j+1 t♦ ❣❡t t♦ ❱j ✱ ❤❡♥❝❡ ❱j = ❱j+1 ⊕❲j+1✳ ❙♦✱
s✐♥❝❡❲1 ⊂ ❱0✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ g[k] s✉❝❤ t❤❛t✿

ψ(t) =
√

2
∑

k∈Z

g[k]φ(2t− k) ✭✽✵✮

▲❡t c0[k] ❜❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

x(t) =
∑

k

c0[k]φ0,k(t) ✭✽✶✮
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❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✸✶

❆s ❱0 = ❱1 ⊕❲1✱ t❤✐s ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

x(t) =
∑

k

c0[k]φ0,k(t) =
∑

k

c1[k]φ1,k(t) +
∑

k

d1[k]ψ1,k(t) ✭✽✷✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❛t✿

c1[k] = 〈x(t), φ1,k〉 =
∑

n

c0[n]〈φ0,n(t), φ1,k(t)〉

=
∑

n

c0[n]
∑

m

h[m]〈φ(t− n), φ(t−m− 2k)〉 =
∑

n

c0[n]h[n− 2k] ✭✽✸✮

❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ 1 ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜❧t❡r✐♥❣
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ 0 ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ ✜❧t❡r ♦❢ h
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ✷✳ ❙❛♠❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿

d1[k] =
∑

n

c0[n]g[n− 2k] ✭✽✹✮

■t ✐s q✉✐t❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧
0 ❛r❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ x(t)✱ ✐✳❡✳ c0[k] = x[k] ❧❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✸✳ ❚❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧②
❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✷❉ ♦r ✸❉ s✐❣♥❛❧s s❛♠♣❧❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡
✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐s❝r❡t ❲❛✈❡❧❡t ❚r❛♥s❢♦r♠✳

❇✳✷ Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✸❉ ✐♠❛❣❡ i(x, y, z) s❛♠♣❧❡❞ ❛t r❛t❡ ∆x✱ ∆y ❛♥❞ ∆z✳ ❖✉r ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ✐s t❤✉s t❤❡ ✸❉ ♠❛tr✐① I(m,n, o) = i(m∆x, n∆y, o∆z) ✇✐t❤ (n,m, o) ∈ N

3✳
❯s✉❛❧❧② ✐♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ∆x = ∆y ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❛t ∆z = α∆x

✇✐t❤ α > 1✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✉s❡ ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t♦
✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦t❤❡r s❝❛❧❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❧❡✈❡❧ 0✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t✿

c0(n,m, o) = I(m,n, o) ✭✽✺✮
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❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✸✷

❇✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡t✱ ✐✳❡✳ φ(x, y, z) = φ(x)φ(y)φ(z)✮✿

c0(n,m, o) =

∫∫∫

R3

i(x, y, z′)φ(x−m, y − n, z′ − o) dxdydz′

=

∫∫∫

R3

i(x, y, z′)φ(x−m)φ(y − n)φ(z′ − o) dxdydz′

= i(m∆x, n∆y, o∆
′
z) ✭✽✻✮

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ∆′
z = ∆x = ∆y✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t

tr❛♥s❢♦r♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ i(x, y, z) s❛♠♣❧❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡
(∆x,∆y,∆

′
z) ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛s ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❛t

t❤❡ r❛t❡ (∆x,∆y,∆z)✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

I(m,n, o) = i(m∆x, n∆y, oα∆′
z)

=

∫∫∫

R3

i(x, y, αz′)φ(x−m)φ(y − n)φ(z′ − o) dxdydz′

= 2J

∫∫∫

R3

i(x, y, z)φ(x−m)φ(y − n)φ
( z

2J
− o
)

dxdydz

=
(√

2J

)3
∫∫∫

R3

i(x, y, z)φ0,m(x)φ0,n(y)φJ,o(z) dxdydz ✭✽✼✮

✇❤❡r❡ J = log2(α)✳ ❋♦r t❤❡ ❳ ❛♥❞ ❨ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❧❧② ♠❛❞❡
♦♥ t❤❡ ♠♦t❤❡r s❝❛❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r t❤❡ ❩ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝❤✐❧❞ s❝❛❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ J
❧❡✈❡❧✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢
❛ ✇❛✈❡❧❡t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ J ❧❡✈❡❧s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❩ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝
✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❩ ❛r❡ t❤✉s ❛❧✇❛②s ❛t ❛ ❣r❡❛t❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❆ s✉❜❜❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤✐s
♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s t♦♦ ♠✉❝❤✳ ●❡tt✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
t❤✉s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❥❡❝t ❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ♠♦t❤❡r s❝❛❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲♣❛ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ J ✳ ❙❡tt✐♥❣ t❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ 0 ❛♥❞
r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛❞❞ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t t♦ r❡s❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❇✳✸ Pr♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥

❇✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✿

❼ ❈❤♦♦s❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s L✳

❼ ❋✐♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✭❝♦❛rs❡r✮ ✐♥t❡❣❡r ❞②❛❞✐❝ s❝❛❧❡ J ′✳

❼ Pr♦❥❡❝t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥ J ′ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❩ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❼ ❈♦♠♣✉t❡ J ′ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❞②❛❞✐❝ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ♦♥ ❳ ❛♥❞ ❨ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s✳

❼ ❈♦♠♣✉t❡ L − J ′ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❞②❛❞✐❝ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ✭❛t t❤✐s st❡♣✱
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✸ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✳

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✸✸

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ s✉❜❜❛♥❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❛t❡r
❛s t❤❡ ✸❉ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❣❡t t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ J ′ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝♦❛rs❡r s❝❛❧❡✱
✐✳❡✳✿

J ′ = min{j ∈ Z|j ≥ J} ✭✽✽✮

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s s❝❛❧❡ J ′ ✐s ♥♦t ❤♦✇❡✈❡r ♦❜✈✐♦✉s✳

❇✳✸✳✷ ▼❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡✿ φ(x, y, z) = φ(x)φ(y)φ(z)✳ ❆s ❱J ⊂
❱J′ ✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ✜❧t❡r r(n) s✉❝❤ t❤❛t✿

φJ,0(z) =
∑

n∈Z

r(n)φJ′,n(z) ✭✽✾✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ J ′ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

cJ′(., ., o) = 〈i(., ., z), φJ′,o(z)〉 =
∑

k∈Z

cJ(., ., k)〈φJ,k(z), φJ′,o(z)〉

=
∑

k∈Z

cJ(., ., k)r(o− 2J−J′

k) ✭✾✵✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ J ′ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜❧t❡r✐♥❣ ♦✉r
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✜❧t❡r r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s✉❜s❛♠♣❧❡ ❜② t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r 2J−J′

✳ ❲❡
❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ J ′ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞✿

dJ′(., ., o) =
∑

k∈Z

cJ(., ., k)s(o− 2J−J′

k) ✭✾✶✮

✇❤❡r❡✿
ψJ,0(z) =

∑

n∈Z

s(n)φJ′,n(z) ✭✾✷✮

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s✉❜s❛♠✲
♣❧❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝t♦r 2J−J′

✇❤✐❝❤ ∈ [1, 2]✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥t❡❣❡rs M ❛♥❞
P ✭P < M✮ s✉❝❤ t❤❛t M

P
= 2J−J′

✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡
♣r❡s❡♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✹✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r r ❤❛s ❛ ❝✉t✲❢r❡q✉❡♥❝② P
2M

✇❤✐❝❤ ∈
[

1
4 ,

1
2

]

❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤✲♣❛ss
✜❧t❡r s ❤❛s ❛ ❝✉t✲❢r❡q✉❡♥❝② M−P

2M
✇❤✐❝❤ ∈

[

0, 1
4

]

✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✺✮✳
❚❤❡s❡ ✜❧t❡rs ❛❝t✉❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✐♠♣♦s✲
s✐❜❧❡✳ ❆s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
✇❡ ❝❛♥ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ✜❧t❡r s ❛s ✇❡ ✇❛♥t s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣❡r❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✜❧t❡rs ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✻✳

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✸✹

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ■❞❡❛❧ ✜❧t❡rs r ✭❛✮ ❛♥❞ s ✭❜✮ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ■❞❡❛❧ ✜❧t❡rs r ✭❛✮ ❛♥❞ s ✭❜✮✱ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❢✉❧❧② ❞❡❝✐♠❛t❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲♣❛ss ❜r❛♥❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ s✉❜s❛♠♣❧❡❞ ❜②
❛ ❢❛❝t♦r M

M−P
✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤✐s s✉❜s❛♠♣❧❡ ❢❛❝t♦r✱ ♣❡r❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✐❢M = P +1 ❬✸❪✳ ❆s ✸❉ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♠❛② ❜❡
s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❦ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❛r❡❧② ❤♦❧❞ t❤✐s
r✉❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲♣❛ss ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠♣❧❡t❡
❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡ ❢❛❝t♦r ✭❝❛❧❧❡❞ Q✮ ♦❢ t❤✐s ❜r❛♥❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s
r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✭✇❤✐❧❡ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ✈❡r✐❢② P

M
+ 1

Q
> 1 t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❡r❢❡❝t

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✼✳
❚❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸❪ ❛s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ✭❢♦r
r❛t✐♦♥❛❧ s✉❜s❛♠♣❧❡ ❢❛❝t♦r✮ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸❪ t♦ r❡❛❧✐③❡ ♦✉r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❘❘ ♥➦ ✼✸✻✻



❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✸✺

❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❋✐♥❛❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❇✳✸✳✸ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ t♦ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧✉r ❛♥❞ ♥♦✐s②
✭P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✮ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✽✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡
✭❛✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❜s❛♠♣❧❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r 2✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭α = 2✮✱
t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ✷❉ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝♦❧✉♠♥s ❛t t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ♥♦t ✜❧t❡r❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ✭t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t
r❡q✉✐r❡❞ ❤❡r❡✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✽ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
❜❡ t✉♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❧✐❣❤t❧②
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❜✉t ❛❧s♦ ♠♦r❡ ♥♦✐s❡✳ ❆t t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥✐str♦♣✐❝
✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ✜❧t❡r❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝✐♠❛t❡❞✱
t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤✉s st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ♥♦✐s❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡
t❤❡ ♥♦✐s❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ t♦ s❤✉t ♦✛ ❛ ✇❤♦❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❤♦✇❡✈❡r s♦♠❡ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❣♦♦❞ st❛rt ❛s
✐t s❤♦✇s t❤❛t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♠❛② ❜r✐♥❣ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
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❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✸✻

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛♥✐str♦♣✐❝ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✳ ✭❛✮ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡
✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r α = 2✱ ✭❜✮ ✐s t❤❡ ❜❧✉r ❛♥❞ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✭❝✮ ✐s t❤❡
r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡❧❡t ♣r✐♦r ✭❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❞✉❛❧✲tr❡❡ ❝♦♠♣❧❡①
✇❛✈❡❧❡t ♣r✐♦r t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✮ ✭PSNR = 30.7 dB✮ ❛♥❞
✭❞✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥✐str♦♣✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠
✭PSNR = 30.2 dB✮✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❋✳❏✳ ❆♥s❝♦♠❜❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦❢ P♦✐ss♦♥✱ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✲
❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✸✺✭✸✴✹✮✿✷✹✻✕✷✺✹✱ ❉❡❝✳ ✶✾✹✽✳

❬✷❪ ❏✳ ▼✳ ❇❛r❞s❧❡② ❛♥❞ ❏✳ ❏♦❤♥ ●♦❧❞❡s✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣♦✐ss♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥✈❡rs❡
Pr♦❜❧❡♠s✱ ✷✺✭✾✮✱ ✷✵✵✾✳

❬✸❪ ■✳ ❇❛②r❛♠ ❛♥❞ ■✳ ❲✳ ❙❡❧❡s♥✐❝❦✳ ❖✈❡r❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠s
✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱
✺✼✭✶✮✿✶✸✶✕✶✹✺✱ ✷✵✵✾✳

❬✹❪ ❆✳ ❇❡❝❦ ❛♥❞ ❚❡❜♦✉❧❧❡ ▼✳ ❆ ❢❛st ✐t❡r❛t✐✈❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ■♠❛❣✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✭✶✮✱ ✷✵✵✾✳

❬✺❪ ❙✳ ❇♦②❞ ❛♥❞ ▲✳ ❱❛♥❞❡♥❜❡r❣❤❡✳ ❈♦♥✈❡① ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✱ ▼❛r✳ ✷✵✵✹✳

❬✻❪ ❊✳ ❈❛♥❞ès✱ ▲✳ ❉❡♠❛♥❡t✱ ❉✳ ❉♦♥♦❤♦✱ ❛♥❞ ▲✳ ❨✐♥❣✳ ❋❛st ❞✐s❝r❡t❡ ❝✉r✈❡❧❡t
tr❛♥s❢♦r♠s✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✫ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✺✭✸✮✿✽✻✶✕✽✾✾✱ ✷✵✵✻✳
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❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✸✼

❬✼❪ ▼✳ ❈❛r❧❛✈❛♥✱ P✳ ❲❡✐ss✱ ❛♥❞ ▲✳ ❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞✳ ❘é❣✉❧❛r✐té ❡t ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡
♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s✳
❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❙✐❣♥❛❧✱ ✷✵✶✵✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r✳

❬✽❪ ▼✳ ❈❛r❧❛✈❛♥✱ P✳ ❲❡✐ss✱ ▲✳ ❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞✱ ❛♥❞ ❏✳ ❩❡r✉❜✐❛✳ ❈♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❧❡t
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■❊❊❊
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ✭■●❆❘❙❙✮✱ ❈❛♣❡
❚♦✇♥✱ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛✱ ❏✉❧✳ ✷✵✵✾✳

❬✾❪ ❆✳ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ ■♠❛❣✐♥❣ ❱✐s✳✱ ✷✵✭✶✲✷✮✿✽✾✕✾✼✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✵❪ ❈✳ ❈❤❛✉①✱ ▲✳ ❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞✱ ❛♥❞ ❏✳ ❩❡r✉❜✐❛✳ ❲❛✈❡❧❡t✲❜❛s❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✸❞ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ❙P■❊
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❲❛✈❡❧❡ts✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✶❪ ❈✳ ❈❤❛✉①✱ P✳ ▲✳ ❈♦♠❜❡tt❡s✱ ❏✳✲❈✳ P❡sq✉❡t✱ ❛♥❞ ❱✳ ❘✳ ❲❛❥s✳ ❆ ❢♦r✇❛r❞✲
❜❛❝❦✇❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳
■♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐t❤ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ ❙♣❛rs❡ ❙tr✉❝t✉r❡❞ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
✭❙P❆❘❙✬✵✺✮✱ ♣❛❣❡s ✹✾✕✺✷✱ ❘❡♥♥❡s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ◆♦✈✳ ✷✵✵✺✳

❬✶✷❪ ❈✳ ❈❤❛✉①✱ ▲✳ ❉✉✈❛❧✱ ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ P❡sq✉❡t✳ ■♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ ❛ ❞✉❛❧✲
tr❡❡ ♠✲❜❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱
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❬✶✸❪ ❈✳ ❈❤❛✉①✱ ❏✳✲❈✳ P❡sq✉❡t✱ ❛♥❞ ◆✳ P✉st❡❧♥✐❦✳ ◆❡st❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r
❝♦♥✈❡① ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ■♠❛❣✐♥❣
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