♥ts P σ = {p 0 , p 1 , . . . , p k

❈♦r♦••❛r② ✷ ✭❬❈❚✵✾(✮ ▲❡t B ❞❡♥♦t❡ t❤❡ •❛r❣❡st 3✲❜❛•• ✐♥ E 3 t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✲ t❛✐♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ GP ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳ ■❢ B ❤❛s ❞✐❛♠❡t❡r < 1 2 ✱ t❤❡♥ π(DT (GP ′ )) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ✐♥ T 3 ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ P ′ ⊇ P✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉♦t✐❡♥t s♣❛❝❡ T 3 27 := E 3 /G 27 ✇✐t❤ G 27 := ((3Z) 3 , +)✳ ❚❤❡♥ T 3 27 ✐s ❛ 27✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ T 3 ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬❆r♠✽✷( ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s✮✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❡♥s✉r❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✐t ✐s ❛•✇❛②s ♣♦ss✐❜•❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❉❡•❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ✐♥ T 3 27 ✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✭❬❈❚✵✾(✮ ❋♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t P ✐♥ E 3 ✱ t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡•❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ GP ✐♥ E 3 ♦♥t♦ T 3 27 ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❛♥❞ ❈♦r♦••❛r② ✷ •❡❛❞ t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛• ❛•❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❉❡•❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥s ✐♥ E 3 ❬❇♦✇✽✶(✿ ❼ ■t st❛rts ✇✐t❤ ✐♥s❡rt✐♥❣ ✷✼ ❝♦♣✐❡s ♣❡r ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡✐r ❉❡•❛✉✲ ♥❛② tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ✐♥ T 3 27 ✳ || ♥➦ ✼✸✺✷ ❉❡•❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥s ✐♥ ❈•♦s❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ ▼❛♥✐❢♦•❞s ✺ ❼ ❖♥❝❡ t❤❡ •❛r❣❡st 3✲❜❛•• ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥② ✈❡rt❡① ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r ❤❛s ❞✐❛♠❡✲ t❡r s♠❛••❡r t❤❛♥ 1 2 ✱ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ s✇✐t❝❤❡s t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T 3 ❛♥❞ ✐♥s❡rts ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥•② ♦♥❝❡✳ ❲❤✐•❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T 3 27 ✱ ✷✼ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ P ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ❙♦✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ t♦ ✇♦r❦✿ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ✭❬❈❚✵✾(✮ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ st✐•• ❤♦•❞s ✐❢ ✇❡ r❡♣•❛❝❡ GP ❜② GP ∪ G 27 Q ❢♦r ❛♥② Q ⊆ Gp ✇✐t❤ ❛♥② p ∈ E 3 ✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❈❚✵✾(✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts P✱ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠✲ ♣✉t❡s ❡✐t❤❡r ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ T 3 ✐❢ ♣♦ss✐❜•❡✱ ♦r ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ T 3 27 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T 3 ✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ •✐❦❡•② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡•❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ T 3 ✳ ❚❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ♦♣t✐♠❛• r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠✲ ♣•❡①✐t②✳ ✹ ❈•♦s❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ ▼❛♥✐❢♦•❞s ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❝•♦s❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ ♠❛♥✐❢♦•❞s✱ t❤❡✐r ♣r♦♣✲ ❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡♠✳ ▼♦st ❝♦♥❝❡♣ts ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❚❤✉✾✼❜(✳ ❆ ❝•♦s❡❞ ♠❛♥✐❢♦•❞ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦•❞ ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❆ d✲♠❛♥✐❢♦•❞ ✐s ❝❛••❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ ♦r ✢❛t✱ ✐❢ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s♦♠❡tr✐❝ t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ E d ✳ ❲❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ♠♦r❡ ♥♦t✐♦♥s✿ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ H ❞❡♥♦t❡ ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G✳ H ✐s ❝❛••❡❞ ♥♦r♠❛• ✐♥ G ✐❢ ✐t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❝♦♥•✉❣❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ❢♦r ❛•• h ∈ H ❛♥❞ g ∈ G✱ ghg -1 ∈ H✳ ❋♦r ❛ ❣r♦✉♣ ❡•❡♠❡♥t g ∈ G✱ t❤❡ s❡t {gh | h ∈ H} ✐s ❝❛••❡❞ ❛ ❝♦s❡t ♦❢ H ✐♥ G✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ s✉❜❣r♦✉♣ H ✐♥ G ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦s❡ts ♦❢ H ✐♥ G✳ ❆ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣ G B ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s ♦❢ E d ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t q✉♦t✐❡♥t s♣❛❝❡ E d /G B ✳ ❙✉❝❤ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❛•s♦ ❝❛••❡❞ ❝r②st❛••♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣s ♦r s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ✭❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❬❇✐❡✶✵(✮ ❼ ▲❡t G B ❜❡ ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r♦✉♣ G T ♦❢ d •✐♥❡❛r•② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s•❛t✐♦♥s t❤❛t ✐s ❛ ♥♦r♠❛• s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G B ♦❢ ✜♥✐t❡ ✐♥❞❡①✳ ❲❡ ❝❛•• G T t❤❡ tr❛♥s•❛t✐♦♥❛• s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G B ✳ ❼ ❋♦r ❛♥② d✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥•② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣s✱ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ q✉♦t✐❡♥t s♣❛❝❡ E d /G B ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐•② ❛ ♠❛♥✐❢♦•❞✿ ■❢ G B •❡❛✈❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡❞✱ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ E d /G B t❤❛t ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ E d ✳ ❚❤❡ q✉♦t✐❡♥t s♣❛❝❡ E d /G B ❝❛♥ ❛•✇❛②s ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛• ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛♥ ♦r❜✐❢♦•❞ ❬❇▼P✵✸✱ ❚❤✉✵✷(✳ ❋♦r t❤❡ q✉♦t✐❡♥t s♣❛❝❡ t♦ ❜❡ ❛ ♠❛♥✐❢♦•❞✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♠✉st ♥♦t ❤❛✈❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s t❤❡ ❣r♦✉♣ ♠✉st ❜❡ t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠✉st ❜❡ t❤❡ ♦♥•② ❡•❡♠❡♥t ♦❢ ✜♥✐t❡ ♦r❞❡r✳ ■❢ G T ✐s ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ d ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s•❛t✐♦♥s ♦❢ G B ✱ t❤❡♥ E d /G T ✐s ❛ ❚❤❡♦r❡♠ ✼ ■❢ t❤❡ ✶✲s❦❡•❡t♦♥ ♦❢ π(DT (G F P)) ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❝②❝•❡s ♦❢ •❡♥❣t❤ ≤ 2 t❤❡♥ π(DT (G F P)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ X✳ ▼♦st ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❛r❡ ❝♦♠♣•❡t❡•② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛• ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡✱ s♦ t❤❡② ❡①t❡♥❞ ❞✐r❡❝t•② t♦ X ❛♥❞ ✇❡ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❲❡ ♦♥•② ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛•✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶ ♦❢ ❬❈❚✵✾(✿ ▲❡♠♠❛ ✽ ▲❡t K ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣•✐❝❡s ✐♥ E d ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❡①❛❝t•② t❤❡ ❡•❡♠❡♥ts ♦❢ G F P✱ ❛♥❞ t❤❛t ❢✉•✜••s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ❉❡•❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ G F P✳ ❚❤❡♥ K s❛t✐s✜❡s t❤❡ •♦❝❛• ✜♥✐t❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✭✐✐✐✮ ❛s ✇❡••✳ ❚❤✉s✱ K ✐s ❛ s✐♠♣•✐❝✐❛• ❝♦♠♣•❡①✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡rt❡① v ∈ K ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t s✐♠♣•✐❝❡s ❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❞❣❡s ✐♥ K✳ ❙✐♥❝❡ P ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥•② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛t •❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t q ✐♥ P s✉❝❤ t❤❛t ✐♥✜♥✐t❡•② ♠❛♥② ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥t s❡t G F q ❛r❡ ❛❞•❛❝❡♥t t♦ v✳ ◆♦t❡ t❤❛t δ(G F ) > 0 ❛♥❞ ∆(G F q) < ∞ ❤♦•❞ ❜❡❝❛✉s❡ G F ✐s ❛ t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣✳ Pr♦•❡❝t✐♥❣ ❛•• t❤❡ ❡❞❣❡s ❢r♦♠ v t♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ G F q ♦♥t♦ t❤❡ ✉♥✐t d✲s♣❤❡r❡ S ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ v ②✐❡•❞s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t P S ✳ ❆s S ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ P S ♠✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉♠✉•❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ q 1 ❛♥❞ q 2 ❢r♦♠ G F q s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♣r♦•❡❝t✐♦♥s ♦♥t♦ S ✐s s♠❛••❡r t❤❛♥ ε ❢♦r s♦♠❡ ε < δ(G F ) 3 ∆(G F q) 3 ❛♥❞ ε > 0✳ ❲✐t❤♦✉t •♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛•✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❞✐st(v, q 2 ) ≥ ❞✐st(v, q 1 )✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ •♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r D ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝✐r❝•❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣•❡ vq 1 q 2 ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✮✿ D ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡❞❣❡ •❡♥❣t❤s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t✇✐❝❡ t❤❡ tr✐❛♥❣•❡✬s ❛r❡❛✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❡❞❣❡ •❡♥❣t❤s ❛r❡ ❡❛❝❤ ❛t •❡❛st δ(G F )✳ ❆•s♦ ❞✐st(v, q 2 ) ≤ ∆(G F q) ❛♥❞ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣•❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t vq 2 ✐s ❛t ♠♦st ∆(G F q)ε✳ ❚❤✐s ②✐❡•❞s D ≥ δ(G F ) 3 ∆(G F q) 2 ε > δ(G F ) 3 ∆(G F q) 2 δ(G F ) 3 ∆(G F q) 3 = ∆(G F q)✳ ❙♦✱ t❤❡ d✲❜❛•• B vq2 ✇✐t❤ v ❛♥❞ q 2 ♦♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ♠✉st ❤❛✈❡ ❞✐❛♠❡t❡r •❛r❣❡r t❤❛♥ ∆(G F q) t♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ q 1 ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳ ❆s t❤❡ •❛r❣❡st ❡♠♣t② d✲❜❛•• ❤❛s ❞✐❛♠❡t❡r ∆(G F q)✱ B vq2 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♠♣t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ K ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❉❡•❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ❣r❛② ❛r❡❛ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦ss✐❜•❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ q 1 ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t p ✐♥ E d t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ K✳ ▲❡t σ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✐♠♣•❡① t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s p ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r ❛♥❞ •❡t v σ ❞❡♥♦t❡ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ σ✳ ▲❡t St(v σ ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s✐♠♣•✐❝❡s t❤❛t v σ ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦✳ ❆❜♦✈❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t St(v σ ) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥•② ✜♥✐t❡•② ♠❛♥② ❡•❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡t St(σ) ♦❢ s✐♠♣•✐❝❡s t❤❛t σ ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ St(v σ )✱ t❤✉s ✐t ✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ U (p) t❤❛t ❤❛s ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①❛❝t•② t❤❡ ❡•❡♠❡♥ts St(σ)✳ ❈♦r♦••❛r② ✷ ♠❡♥t✐♦♥s t❤❡ t❤r❡s❤♦•❞ 1 2 ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ G✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛•✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦r♦••❛r② ❢♦••♦✇s ❜② s✐♠♣•❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ || ♥➦ ✼✸✺✷ ❉❡•❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥s ✐♥ ❈•♦s❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ ▼❛♥✐❢♦•❞s ✽ ❈♦r♦••❛r② ✾ ■❢ ∆(G F P) < δ(G F ) 2 ✱ t❤❡♥ π(DT (G F P ′ )) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ X ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ P ′ ⊇ P✳ ❋♦r ❛♥② t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦✐♥t s❡ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❈♦r♦••❛r② ✾ ✐s ❢✉•✜••❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ δ ✐s str✐❝t•② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ∆ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐•② s♠❛•• ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t✳ ❋✐♥❛••②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛•✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦r♠❛• s✉❜❣r♦✉♣ G C ♦❢ G F ♦❢ ✜♥✐t❡ ✐♥❞❡① s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡•❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ G F P ∪ G C Q ✐♥ E d ♦♥t♦ X C = E d /G C ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t P ✐♥ E d ❛♥❞ ❛♥② Q ⊆ G F q ✇✐t❤ ❛♥② q ∈ E d ✳ Pr♦♦❢✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r♦✉♣ G T ♦❢ d •✐♥❡❛r•② ✐♥❞❡♣❡♥✲ ❞❡♥t tr❛♥s•❛t✐♦♥s t❤❛t ✐s ❛ ♥♦r♠❛• s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G F ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ✐♥❞❡① h ′ ✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs g 1 , . . . , g d ♦❢ G T ✐♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ▲❡t g 1 ❜❡ t❤❡ s❤♦rt❡st tr❛♥s•❛t✐♦♥ ✐♥ G T ✳ ▲❡t g i+1 ❜❡ t❤❡ s❤♦rt❡st tr❛♥s•❛t✐♦♥ ✐♥ G T t❤❛t ✐s •✐♥❡❛r•② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s•❛t✐♦♥s g 1 , . . . , g i ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ∆(G T p) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ p ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t c s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ g i t❤❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② ❞✐st(p, g c i p) > 2∆(G T p) ❤♦•❞s ❢♦r ❛♥② p ∈ E d ✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ G C ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② g c 1 , . . . , g c d ✐s ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G T ♦❢ ✐♥❞❡① c d ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② δ(G C ) > 2∆(G T p) ❢♦r ❛♥② p ∈ E d ✳ ❆s G T ✐s ♥♦r♠❛• ✐♥ G F ✇❡ ❤❛✈❡ gg T g -1 ∈ G T ❢♦r ❡❛❝❤ g ∈ G F , g T ∈ G T ✳ ❇② ❝♦♥str✉❝✲ t✐♦♥ ♦❢ G C t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐•❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ g T ∈ G T ❛♥❞ t❤❡ g C ∈ G C ❣✐✈❡♥ ❜② g C = g c T ✳ ◆♦✇ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t G C ✐s ❛ ♥♦r♠❛• s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G F ✇✐t❤ ✐♥❞❡① h = h ′ • c d ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ∆(G C G F P) = ∆(G F P) ≤ ∆(G T p) ❢♦r ❛♥② p ∈ E d ✳ ❚❤✉s ∆(G C G F P) < δ(G C ) 2 ❤♦•❞s ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈♦r♦••❛r② ✾ t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡•❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ G C G F P = G F P ♦♥t♦ X C ❢♦r♠s ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ♣♦✐♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t G C ❢r♦♠ G T ✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ G T ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ G F ✱ ❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ t❤❡ |❡✐❞❡♠❡✐st❡r✲ ❙❝❤r❡✐❡r ❛•❣♦r✐t❤♠ ❬❙✐♠✾✹(✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♣❛❝❡ X C ✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❉❡•❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t π(P) ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ X C ✐s ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ X ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❡❡ts ❬❆r♠✽✷(✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ❝❛♥ ❛•s♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ X C ❢r♦♠ X ❞✐r❡❝t•②✱ ❛s ❢♦••♦✇s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛• ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣ G ♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s ✐♥ E d ✇✐t❤ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ π : E d → E d /G ✐s ❛ ❝•♦s❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① s✉❜s❡t D G ♦❢ E d s✉❝❤ t❤❛t ❼ D G ❝♦♥t❛✐♥s ❛t •❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ ❜② π ♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ E d /G✳ ❼ ■❢ D G ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡✐♠❛❣❡✱ t❤❡♥ ❛•• ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤✐s ♣r❡✐♠❛❣❡ •✐❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ D G ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣•❡ t❤❡ ✉♥✐t ❝✉❜❡ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛• ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ T 3 ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❊❛❝❤ ❝•♦s❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ d✲♠❛♥✐❢♦•❞ ❤❛s ❛ d✲t♦r✉s ❛s ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❡❡ts✳ ❚❤✐s ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛• ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ d✲t♦r✉s ✐s ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❤②♣❡r♣❛r❛••❡•❡♣✐♣❡❞✳ ❇② ❣•✉✐♥❣ t✇♦ ♦❢ t❤❡s❡ ❤②♣❡r♣❛r❛••❡•❡♣✐♣❡❞s t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ♥❡✇ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ t❤❛t ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ d✲t♦r✉s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t X C ❜② ❣•✉✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ❝♦♣✐❡s ♦❢ || ♥➦ ✼✸✺✷ ❉❡•❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥s ✐♥ ❈•♦s❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ ▼❛♥✐❢♦•❞s ✾ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛• ❞♦♠❛✐♥ ❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢✉•✜•• t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❈♦r♦••❛r② ✾✱ ✐✳❡✳✱ ∆(G C G F P) = ∆(G F P) < δ(G C ) 2 ✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❢♦r ❛♥ ✐••✉str❛t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛• ❞♦♠❛✐♥ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣•❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✢❛t ❑•❡✐♥ ❜♦tt•❡ E 2 /G K ✱ ✇❤❡r❡ G K ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s•❛t✐♦♥ g t ❛♥❞ ❛ ❣•✐❞❡✲r❡✢❡❝t✐♦♥ g g ✱ t❤❛t ✐s ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s•❛t✐♦♥ ♣❛r❛••❡• t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛①✐s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✮✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② g t ❛♥❞ g 2 g ✐s ❛ tr❛♥s•❛t✐♦♥❛• s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G K ♦❢ ✐♥❞❡① ✷✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ t❤✐s tr❛♥s•❛t✐♦♥❛• s✉❜❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ✐♥❞❡① t❤❛t ❢✉•✜••s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t ❣r✐❞ G K p✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❈♦r♦••❛r② ✾ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ✇❡ ❞❡❛• ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∆ < δ 2 ✳ ■♥ ❈♦r♦••❛r② ✾ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t P t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ∆✱ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❣r♦✉♣ G C t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ δ✳ ✻ ❆•❣♦r✐t❤♠ ❚❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❣❡♥❡r❛•✐③❡s t♦ X = E d /G F ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉•ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ P ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ❼ ❚❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ st❛rts ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ h✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ X C = E d /G C ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✱ ✐♥s❡rt✐♥❣ h ❝♦♣✐❡s ♣❡r ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ✭❤❡r❡ ✇❡ ❝❛•• ❝♦♣② ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t p ❛♥ ❡•❡♠❡♥t ♦❢ ✐ts ♦r❜✐t ❜② G C ✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣♦✐♥t g c p✱ ❢♦r g c ∈ G C ✮✳ ❼ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❈♦r♦••❛r② ✾ ✐s ♠❡t ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t s❡t✱ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ s✇✐t❝❤❡s t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ X ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ✐♥s❡rt ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥•② ♦♥❝❡✳ || ♥➦ ✼✸✺✷ ❉❡•❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥s ✐♥ ❈•♦s❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ ▼❛♥✐❢♦•❞s ✶✵ ■❢ P ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❈♦r♦••❛r② ✾ ✐s ♥❡✈❡r ❢✉•✜••❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ r❡t✉r♥s t❤❡ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ X C ✳ ❚✇♦ ✐ss✉❡s ❛♣♣❡❛r✱ ♥❛♠❡•②✱ ❤♦✇ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ✐♥s❡rt ❛ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ❛s ❛ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❋✉••✲ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• s✐♠♣•✐❝❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ✇✐t❤ ❛ •✐st ♦❢ t❤❡✐r ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt❡① ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦✳ ❆❞❞✐t✐♦♥✲ ❛••②✱ ❡❛❝❤ d✲s✐♠♣•❡① st♦r❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ♠❛♣ ✐t ✐s♦♠❡tr✐❝❛••② ✐♥t♦ E d ✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡•❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐♠♣•❡①✬ ♣r❡✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ π✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♣•✐t ✐♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛• ❛♥❞ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛rt✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛• ♣❛rt ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛• ✐♥❝r❡♠❡♥t❛• ❛•❣♦r✐t❤♠✿ t❤❡ s✐♠♣•✐❝❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❉❡•❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉•t✐♥❣ ❤♦•❡ ✐s t❤❡♥ tr✐❛♥✲ ❣✉•❛t❡❞ ❜② s✐♠♣•✐❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♠❛✐♥•② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ d + 1 ♣♦✐♥ts ✭t♦ •♦❝❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣♦✐♥t ✐s s✐t✉❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ ♦r ♦✉ts✐❞❡ ❛ d✲❜❛•• ❝✐r❝✉♠✲ s❝r✐❜✐♥❣ d + 1 ♣♦✐♥ts ✭t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❉❡•❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✮✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ s♦✲❝❛••❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❡✈❛•✉❛t❡❞ ✐♥ E d ✿ ❋♦r ❡❛❝❤ d✲s✐♠♣•❡①✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡✈❛•✉❛t❡ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ✇❡ t❛❦❡ ✐ts ♣r❡✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r π ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡✈❛•✉❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦♥ t❤✐s ♣r❡✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦s ❡①❛❝t•② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❡✈❡♥ ✐❢ X ✐s ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜•❡✿ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r π ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥ E d ✳ ✼ ❈♦♥❝•✉s✐♦♥ ❲❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❈❚✵✾( t♦ ❛♥② ❝•♦s❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ d✲♠❛♥✐❢♦•❞✳ ❆ ♥❛t✉r❛• q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ t❤❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉•ts t♦ ❣❡♥❡r❛• ♦r❜✐❢♦•❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉•ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❡①❝•✉❞❡ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛♥② ♦r❜✐❢♦•❞ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡•② s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ t❤❛t ✐s ❛ ❝•♦s❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ ♠❛♥✐❢♦•❞ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s✳ ❙♦✱ ✇❤✐•❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r❜✐❢♦•❞✱ ✐t ❝❛♥ ❛•✇❛②s ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❉❡•❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ❉❡•❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❤②♣❡r❜♦•✐❝ ♠❛♥✐❢♦•❞s t❤❛t ❛r❡ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ❤②♣❡r❜♦•✐❝ s♣❛❝❡s H d ❜② ❛ ❋✉❝❤s✐❛♥ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ♥❛t✉r❛• ❛♥❞ ❡①❝✐t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♠✉❝❤ r✐❝❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝r②st❛••♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣s✳ Pr❡•✐♠✐♥❛r② ❛tt❡♠♣ts s❤♦✇ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ❝❤❛••❡♥❣✐♥❣ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣•❡st ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❢♦✉r ❤②♣❡r❜♦•✐❝ tr❛♥s•❛t✐♦♥s ✐♥ H 2 ✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✇♦✉•❞ ❛•r❡❛❞② ✜♥❞ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✜❡•❞s ❛s ❞✐✈❡rs❡ ❛s ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ❬|❏•✶✵( ❛♥❞ ♥❡✉r♦♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❬❈❋✵✾(✳ ❆❝❦♥♦✇•❡❞❣♠❡♥ts ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❙❝❤•❡♥❦❡r ❢♦r ❤❡•♣❢✉• ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ •ü♥t❡r |♦t❡ ❢♦r ❤✐s ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ ❛ ♣r❡•✐♠✐♥❛r② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ || ♥➦ ✼✸✺✷ |❡❢❡r❡♥❝❡s ❬❆r♠✽✷( ▼✳ ❆✳ ❆r♠str♦♥❣✳ ❇❛s✐❝ ❚♦♣♦•♦❣②✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲✈❡r•❛❣✱ ✶✾✽✷✳ ❬❇✐❡✶✵( ▲✉❞✇✐❣ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤✳ Ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣r✉♣♣❡♥ ❞❡s n✲ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛•❡♥ ❡✉❦•✐❞✐s❝❤❡♥ |❛✉♠❡s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡♥❞•✐❝❤❡♥ ❋✉♥❞❛✲ ♠❡♥t❛•❜❡r❡✐❝❤✳ •ött✐♥❣❡r ◆❛❝❤r✐❝❤t❡♥✱ ✼✺✱ ✶✾✶✵✳ ❬❇▼P✵✸( ▼✐❝❤❡• ❇♦✐•❡❛✉✱ ❙②•✈❛✐♥ ▼❛✐••♦t✱ ❛♥❞ ❏♦❛♥ P♦rt✐✳ ❚❤r❡❡✲ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ♦r❜✐❢♦•❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❙♦❝✐été ♠❛t❤é♠❛t❤✐q✉❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡✱ P❛r✐s✱ ✷✵✵✸✳ ❬❇♦✇✽✶( ❆❞r✐❛♥ ❇♦✇②❡r✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❉✐r✐❝❤•❡t t❡ss❡••❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛•✱ ✷✹✿✶✻✷✕✶✻✻✱ ✶✾✽✶✳ ❬❇(✾✽( ❏❡❛♥✲❉❛♥✐❡• ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ▼❛r✐❡tt❡ (✈✐♥❡❝✳ ❆•❣♦r✐t❤♠✐❝ •❡♦♠✲ ❡tr②✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❯❑✱ ✶✾✾✽✳ ❚r❛♥s•❛t❡❞ ❜② ❍❡r✈é ❇rö♥♥✐♠❛♥♥✳ ❬❈❋✵✾( P❛s❝❛• ❈❤♦ss❛t ❛♥❞ ❖•✐✈✐❡r ❋❛✉❣❡r❛s✳ ❍②♣❡r❜♦•✐❝ ♣•❛♥❢♦r♠s ✐♥ r❡•❛t✐♦♥ t♦ ✈✐s✉❛• ❡❞❣❡s ❛♥❞ t❡①t✉r❡s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ✷✵✵✾✳ ❛r❳✐✈✴✵✾✵✼✳✵✾✻✸✳ ❬❈❚✵✾( ▼❛♥✉❡• ❈❛r♦•✐ ❛♥❞ ▼♦♥✐q✉❡ ❚❡✐••❛✉❞✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐✲ ❛♥❣✉•❛t✐♦♥s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✶✼t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆•❣♦✲ r✐t❤♠s✱ ✈♦•✉♠❡ ✺✼✺✼ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✼✕✹✽✱ ✷✵✵✾✳ ❤tt♣✿✴✴❤❛•✳✐♥r✐❛✳❢r✴✐♥r✐❛✲✵✵✸✺✻✽✼✶✴✳ ❬❈❚✶✵( ▼❛♥✉❡• ❈❛r♦•✐ ❛♥❞ ▼♦♥✐q✉❡ ❚❡✐••❛✉❞✳ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❈•❆▲ ❊❞✐t♦r✐❛• ❇♦❛r❞✱ ❡❞✐t♦r✱ ❈•❆▲ ❯s❡r ❛♥❞ |❡❢❡r❡♥❝❡ ▼❛♥✉❛•✳ ✸✳✻ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✶✵✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❣❛•✳♦r❣✴✳ ❬❞❇✈❑❖❙✵✵( ▼❛r❦ ❞❡ ❇❡r❣✱ ▼❛r❝ ✈❛♥ ❑r❡✈❡•❞✱ ▼❛r❦ ❖✈❡r♠❛rs✱ ❛♥❞ ❖t❢r✐❡❞ ❙❝❤✇❛r③❦♦♣❢✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛• •❡♦♠❡tr②✿ ❆•❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❆♣♣•✐❝❛✲ t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r•❛❣✱ ❇❡r•✐♥✱ •❡r♠❛♥②✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✵✳ ❬❉❚✵✸( ❖•✐✈✐❡r ❉❡✈✐••❡rs ❛♥❞ ▼♦♥✐q✉❡ ❚❡✐••❛✉❞✳ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛• ✐♥ ❛ ✸❉ ❉❡•❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❡❡♥t❤ ❆❈▼✲❙■❆▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆•❣♦r✐t❤♠s✱ ♣❛❣❡s ✸✶✸✕✸✶✾✱ ✷✵✵✸✳ ❤tt♣✿✴✴❤❛•✳✐♥r✐❛✳❢r✴✐♥r✐❛✲✵✵✶✻✻✼✶✵✴✳ ❬▲❡❡✵✵( ❏♦❤♥ ▼✳ ▲❡❡✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❚♦♣♦•♦❣✐❝❛• ▼❛♥✐❢♦•❞s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲ ❱❡r•❛❣✱ ◆❡✇ (♦r❦✱ ✷✵✵✵✳ ❬|❏•✶✵( •✉♦❞♦♥❣ |♦♥✱ ▼✐❛♦ ❏✐♥✱ ❛♥❞ ❳✐❛♦❤✉ •✉♦✳ ❍②♣❡r❜♦•✐❝ ❝❡♥tr♦✐❞❛• ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡••❛t✐♦♥✳ ■♥ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❙♦•✐❞ ❛♥❞ P❤②s✐❝❛• ▼♦❞❡•✐♥❣✱ ✷✵✶✵✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r✳ ❬❙✐♠✾✹( ❈❤❛r•❡s ❈✳ ❙✐♠s✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✇✐t❤ ❋✐♥✐t❡•② Pr❡s❡♥t❡❞ •r♦✉♣s✳ ❈❛♠✲ ❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❯❑✱ ✶✾✾✹✳ ❬❙•♦( ◆✳ ❏✳ ❆✳ ❙•♦❛♥❡✳ ❚❤❡ ♦♥✲•✐♥❡ ❡♥❝②❝•♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ✐♥t❡❣❡r s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r❡s❡❛r❝❤✳❛tt✳❝♦♠✴⑦♥•❛s✴s❡q✉❡♥❝❡s✴✳ || ♥➦ ✼✸✺✷ ❉❡•❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥s ✐♥ ❈•♦s❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ ▼❛♥✐❢♦•❞s ✶✷ ❬❚❤✉✾✼❛( ❲✐••✐❛♠ P✳ ❚❤✉rst♦♥✳ ❚❤r❡❡✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛• •❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❚♦♣♦•♦❣②✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ✶✾✾✼✳ ❬❚❤✉✾✼❜( ❲✐••✐❛♠ P✳ ❚❤✉rst♦♥✳ ❚❤r❡❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛• •❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❚♦♣♦•♦❣②✱ ✈♦•✳ ■✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ✶✾✾✼✳ ❬❚❤✉✵✷( ❲✐••✐❛♠ P✳ ❚❤✉rst♦♥✳ ❚❤❡ •❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❚♦♣♦•♦❣② ♦❢ ❚❤r❡❡✲▼❛♥✐❢♦•❞s✳ ✷✵✵✷✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠sr✐✳♦r❣✴♣✉❜•✐❝❛t✐♦♥s✴❜♦♦❦s✴❣t✸♠✴✳ ❬❲✐•✵✽( P✳ ▼✳ ❍✳ ❲✐•s♦♥✳ ❈✉r✈❡❞ ❙♣❛❝❡s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✷✵✵✽✳ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼ ❆s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦••♦✇s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❈❚✵✾( ✈❡r② ❝•♦s❡•②✳ ❲❡ ❝❛•• ♦r✐❣✐♥❛• ❞♦♠❛✐♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛• ❞♦♠❛✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t•② ♦♥❡ ❡•❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ ❜② π ♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ E d /G✳ ▲❡t D ❜❡ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛• ❞♦♠❛✐♥✳ ❆t ✜rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❛❝t✉❛••② ♠❛❦❡s s❡♥s❡✿ ❲❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ s✐♠♣•✐❝❡s ✏♠❛t❝❤✑ ✉♥❞❡r π✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ❛•• ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ s✐♠♣•❡① ✐♥ DT (G F P) ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠♣•❡① ✐♥ X ✉♥❞❡r π✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t |π(DT (G F P))| ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ X✳ ❲❡ ❛•s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ π(DT (G F P)) ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣•✐❝❡s✱ t❤❡♥ ✐t ❢✉•✜••s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮✳ ❋✐♥❛••②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ✐s ❢✉•✜••❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡•❞s t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ π(DT (G F P)) t♦ ❜❡ ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst •❡♠♠❛✿ ▲❡♠♠❛ ✶✶ ■❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π t♦ ❛♥② s✐♠♣•❡① ✐♥ DT (G F P) ✐s ✐♥•❡❝t✐✈❡✱ t❤❡♥ π(DT (G F P)) ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛••② ❞✐s•♦✐♥t s✐♠♣•✐❝❡s ✐♥ X t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ π(G F P) ✐♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r✐♦r✳ Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ d✲s✐♠♣•❡① σ ♦❢ DT (G F P)✱ ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❛ (d + 1)✲t✉♣•❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts P σ ⊂ G F P✳ σ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉❡•❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✱ s♦ ❛•• ❝♦♣✐❡s G F P σ ❛•s♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♠♣t② ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛••✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❛•• t❤❡s❡ ❝♦♣✐❡s ❢♦r♠ d✲s✐♠♣•✐❝❡s ♦❢ DT (G F P)✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s✿ ■❢ ✇❡ ❤❛♥❞•❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ❛s ✐♥ ❬❉❚✵✸(✱ t❤❡♥ t❤❡ ❉❡•❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦s♣❤❡r✐❝❛• ♣♦✐♥ts ♦♥•② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s♦♠❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜•❡ ✇✐t❤ G F ✱ ❛•• ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❛t ♣♦✐♥t s❡t ❛r❡ tr✐❛♥❣✉•❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❋♦••♦✇✐♥❣•②✱ π ❝♦••❛♣s❡s ♣r❡❝✐s❡•② ❛•• t❤❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ σ ♦♥t♦ ✐ts ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ❝•❛ss ✐♥ X✳ ❆s ❛♥② •♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• s✐♠♣•❡① ✐♥ DT (G F P) ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ s♦♠❡ d✲s✐♠♣•❡①✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦•❞s ❢♦r s✐♠♣•✐❝❡s ♦❢ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ◆♦✇ t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r π ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r♥❛••② ❞✐s•♦✐♥t k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• s✐♠✲ ♣•✐❝❡s σ ❛♥❞ τ ✐♥ DT (G F P) ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❡q✉❛• ♦r ✐♥t❡r♥❛••② ❞✐s•♦✐♥t ❢♦r k ≥ 1✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜✐•❡❝t✐✈✐t② ♦❢ π ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s✐♠♣•✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♠♣•✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ s✐♠♣•❡① ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✈❡rt❡①✳ || ♥➦ ✼✸✺✷ ❉❡•❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥s ✐♥ ❈•♦s❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ ▼❛♥✐❢♦•❞s ✶✸ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t π(DT (G F P)) ✐s ✜♥✐t❡✿ DT (G F P) ✐s •♦❝❛••② ✜♥✐t❡ ✭▲❡♠♠❛ ✽✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ st❛r ♦❢ ❛♥② ✈❡rt❡① ✐s ✜♥✐t❡✳ ❆s P ✐s ✜♥✐t❡✱ G F P ✐s ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❛•• d✲ s✐♠♣•✐❝❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦•✉♠❡ •❛r❣❡r t❤❛♥ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦••♦✇✐♥❣•②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥•② ✜♥✐t❡•② ♠❛♥② d✲s✐♠♣•✐❝❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜•• t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛• ❞♦♠❛✐♥ D ❛♥❞ t❤✉s X✳ ❋✐♥✐t❡•② ♠❛♥② d✲s✐♠♣•✐❝❡s ❤❛✈❡ ♦♥•② ✜♥✐t❡•② ♠❛♥② ❢❛❝❡s s♦ t❤❡ ♦✈❡r❛•• ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣•✐❝❡s ✐♥ π(DT (G F P)) ✐s ✜♥✐t❡ ❛s ✇❡••✳ ❙✐♥❝❡ π(DT (G F P)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ X✱ ✐t ♦♥•② r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇✿ ▲❡♠♠❛ ✶✷ |π(DT (G F P))| ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ X✳ Pr♦♦❢✳ ❇② ✐ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ |DT (G F P)| = E d ❛♥❞ π ✐s s✉r•❡❝t✐✈❡✳ ❋♦••♦✇✐♥❣•②✱ π(|DT (G F P)|) ✐s ❡q✉❛• t♦ X✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❡q✉❛•✐t✐❡s π(|DT (G F P)|) = π   σ∈DT (G F P) σ   (1) = π   τ ∈π(DT (G F P)) π -1 (τ )   (2) = τ ∈π(DT (G F P)) τ = σ∈DT (G F P) π(σ) = |π(DT (G F P))| ❤♦•❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts✿ ✭✶✮ ❚❤✐s st❡♣ •✉st r❡❣r♦✉♣s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s✐♠♣•✐❝❡s ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❡t ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✶✶✮✳ ✭✷✮ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥•② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡•❡♠❡♥ts ✐♥ π(DT (G F P))✳ ❙♦ ❢❛r ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛•• s✐♠♣•✐❝❡s ✐♥ DT (G F P) ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛s s✐♠♣•✐❝❡s ♦♥t♦ X✱ t❤❡♥ t❤❡ ✇❤♦•❡ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣•✐❝❡s ✐♥ X✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡•❛t✐♦♥✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✶✸ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π t♦ ❛♥② s✐♠♣•❡① ✐♥ DT (G F P) ✐s ✐♥•❡❝t✐✈❡✳ ■❢ τ ✐s ❛ s✐♠♣•❡① ✐♥ π(DT (G F P)) ❛♥❞ τ ′ ≤ τ ✱ t❤❡♥ τ ′ ✐s ❛ s✐♠♣•❡① ✐♥ π(DT (G F P))✳ ❚❤✐s ❢♦••♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡•② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡•❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② π ❛♥❞ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✶✳ ■t ♦♥•② r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s✐♠♣•✐❝❡s σ ❛♥❞ τ ✐♥ π(DT (G F P)) ✐s ❛♥♦t❤❡r s✐♠♣•❡① χ t❤❛t ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❜♦t❤ σ ❛♥❞ τ ✳ ▲❡♠♠❛ ✶✹ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π t♦ ❛♥② s✐♠♣•❡① ✐♥ DT (G F P) ✐s ✐♥•❡❝t✐✈❡✳ ▲❡t σ, τ ∈ π(DT (G F P)) ❜❡ ❛♥② t✇♦ s✐♠♣•✐❝❡s ✐♥ X✱ t❤❡♥ σ ∩ τ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣•✐❝❡s ✐♥ π(DT (G F P))✳ Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤♦✉t •♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛•✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t σ ∩ τ = ∅✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t σ ∩ τ = p∈σ∩τ χ p ✱ ✇❤❡r❡ χ p ✐s ❛ s✐♠♣•❡① ✐♥ π(DT (G F P))✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ✐s ✜♥✐t❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥•② ✜♥✐t❡•② ♠❛♥② s✐♠♣•✐❝❡s ✐♥ π(DT (G F P))✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t p ∈ σ ∩τ ✳ ■❢ p ✐s ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ π(DT (G F P))✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r s✐♠♣•❡①✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✶✶✱ ❛♥❞ ✇❡ s❡t χ p = {p}✳ ■❢ p ✐s ♥♦t ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ π(DT (G F P))✱ t❤❡♥ p ∈ σ′ ❛♥❞ p ∈ τ ′ ❢♦r s♦♠❡ ♣r♦♣❡r ❢❛❝❡s σ ′ ≤ σ ❛♥❞ τ ′ ≤ τ ❜❡❝❛✉s❡ σ ❛♥❞ τ ❛r❡ ✐♥t❡r♥❛••② ❞✐s•♦✐♥t ✭▲❡♠♠❛ ✶✶✮✳ ❙✐♥❝❡ σ ′ ❛♥❞ τ ′ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❡✐t❤❡r ✐♥t❡r♥❛••② ❞✐s•♦✐♥t ♦r ✐❞❡♥t✐❝❛•✱ ✐t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ✇❡ s❡t χ p := σ ′ = τ ′ ✳ ❇② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✮ t❤❡ s✐♠♣•❡① χ p ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ π(DT (G F P))✳ || ♥➦ ✼✸✺✷ ❉❡•❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥s ✐♥ ❈•♦s❡❞ ❊✉❝•✐❞❡❛♥ ▼❛♥✐❢♦•❞s ✶✹ |❡♠❡♠❜❡r t❤❛t |❙t(v)| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣•✐❝❡s ✐♥ t❤❡ st❛r ♦❢ v✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❢♦r♠✉•❛t❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ▲❡♠♠❛ ✶✺ ■❢ ❢♦r ❛•• ✈❡rt✐❝❡s v ♦❢ DT (G F P) t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ π| |❙t(v)| ✐s ✐♥•❡❝t✐✈❡✱ t❤❡♥ π(DT (G F P)) ❢♦r♠s ❛ s✐♠♣•✐❝✐❛• ❝♦♠♣•❡①✳ Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❡t K = π(DT (G F P))✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛ s✐♠♣•❡① ♦❢ DT (G F P) ❛♥❞ v ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✈❡rt❡①✳ ❚❤❡♥ σ ⊆ |❙t(v)

  |✱ t❤✉s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π| |❙t(v)| t♦ σ ✐s ✐♥•❡❝t✐✈❡ ❛s ✇❡••✱ ❛♥❞ K ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣•✐❝❡s ✭▲❡♠♠❛ ✶✶✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❢♦••♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮✿ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ s✐♠♣•✐❝❡s σ, τ ∈ K ✇✐t❤ σ ∩ τ = ∅✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣•❡①✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s❡ts P σ , P τ ✐♥ G F D s✉❝❤ t❤❛t σ = π(❈❤(P σ )) ❛♥❞ τ = π(❈❤(P τ ))✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✹✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t σ ∩ τ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣•✐❝❡s ✐♥ K✳ ❙♦ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❡rt❡① v ∈ σ ∩ τ ❛♥❞ σ, τ ∈ ❙t(v)✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ π| |❙t(v)| ✐s ✐♥•❡❝t✐✈❡✱ s♦ π ✐s ✐♥•❡❝t✐✈❡ ♦♥ σ ❛♥❞ τ ✱ ❛♥❞ σ ∩ τ = π(❈❤(P σ )) ∩ π(❈❤(P τ )) = π(❈❤(P σ ∩ P τ ))✳ ❆•s♦✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π| |❙t(v)| t♦ ❈❤(P σ ∩ P τ ) ✐s ✐♥•❡❝t✐✈❡✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✱ ✐t ❢♦••♦✇s t❤❛t σ ∩ τ ✐s ❛ s✐♠♣•❡①✳ ❙✐♥❝❡ σ ∩ τ ⊆ σ, τ ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σ ∩ τ ≤ σ, τ ✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ ❲❡ s❡t K = π(DT (G F P))✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✶ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✶✸✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t K ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s✐♠♣•✐❝❡s t❤❛t ❢✉•✜••s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t K ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣•✐❝✐❛• ❝♦♠♣•❡①✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✺ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡rt❡① v ∈ K ❢♦r ✇❤✐❝❤ π| |❙t(v)| ✐s ♥♦t ✐♥•❡❝t✐✈❡✳ ❆s π ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤✐s ✐♠♣•✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts p, q ∈ |❙t(v)| ✇✐t❤ π(p) = π(q)✳ ▲❡t σ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✐♠♣•❡① ♦❢ K t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s π(p) = π(q) ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠♣•✐❝❡s σ ′ R ∈ π -1 (σ) ❛♥❞ σ ′′ R ∈ π -1 (σ) ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ p ❛♥❞ q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡•②✳ ❚❤✉s σ ′ R ❛♥❞ σ ′′ R ❛r❡ ❜♦t❤ ❡•❡♠❡♥ts ♦❢ ❙t(v) ✭t❤❡ ❝•♦s✉r❡ L ♦❢ ❛ s✉❜s❡t L ⊆ K ✐s t❤❡ s♠❛••❡st s✉❜❝♦♠♣•❡① ♦❢ K ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ L✮✳ ▲❡t u, w ❜❡ ✈❡rt✐❝❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ v ✇✐t❤ u ≤ σ ′ R ❛♥❞ w ≤ σ ′′ R ✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s u, w ❛r❡ ❛•s♦ ❡•❡♠❡♥ts ♦❢ ❙t(v) ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ❛r❡ ❡❞❣❡s (u, v) ❛♥❞ (v, w) ✐♥ DT (G F P)✳ ❋r♦♠ π(σ ′ R ) = π(σ ′′ R ) ❢♦••♦✇s t❤❛t π(u) = π(w)✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ♦❢ (u, v) ❛♥❞ (v, w) ✉♥❞❡r π ❢♦r♠s ❛ ❝②❝•❡ ♦❢ •❡♥❣t❤ t✇♦ ✐♥ X✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t π| |❙t(v)| ✐s ✐♥•❡❝t✐✈❡✳ ❙♦ K ♠✉st ❜❡ ❛ s✐♠♣•✐❝✐❛• ❝♦♠♣•❡① t❤❛t ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ X ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✷✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t π(DT (G F P)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♦♥ ♦❢ X✳ || ♥➦ ✼✸✺✷