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RESUME. Dans ce travail, nous considérons le modéle mathématique de deux espéces microbiennes
en compétition sur une seule ressource alimentaire dans un chemostat, ou on prend en considération
les interactions interspécifiques entre les deux populations de micro-organisme et les interactions
intraspécifiques entre les individus eux méme, en utilisant des fonctions de croissance strictement
monotones et des taux de dilution distincts. Nous déterminons des points d’équilibre, ainsi que leur
stabilité locale.

ABSTRACT. In this paper, we consider the mathematical model of two species microbial competition
on a single food resource in a chemostat, when one takes into account species interactions between
the two populations of micro-organism and intraspecific interactions between individuals themselves,
using growth functions strictly monotonic and dilution ratios distinct. We determine the equilibrium
points, and their local stability.
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KEYWORDS : Competition, intraspecific, interspecific, Species coexistence , chemostat

Volume 1 — 2010, pages 1 a 8 - CARI'10



2 CARI'10 - Volume 1 -2010

1. Introduction

Le chemostat est un appareil de laboratoire qui permet la culture et I’étude d’especes
de micro-organismes. Dans le modele mathématique de la compétition pour une ressource
dans un chemostat, un résultat classique, connu sous le nom de principe d’exclusion com-
pétitive, affirme qu’une seule espece peut survivre a la compétition [3, 2]. Par exemple,
dans le systeme

S = D(S°=8) =T, & fi(9)X,
X, = X(f(8)-D), i=1-n.
si on suppose que A\; < Aj, pour j > 2ol \; := f[l(D), alors toutes les solutions

tendent vers 1’équilibre globalement asymptotiquement stable
S:>\1, Xlzyl(SO—)\l), XJ:O,]22

Dans ce systeme, S(t) désigne la concentration du substrat a I’instant ¢ (nutriment), X;(¢)
désigne la concentration de I’espece i (biomasse), S la concentration du substrat 4 ’en-
trée du chemostat et D le taux de dilution dans le chemostat. La fonction f;(.S) représente
le taux de croissance de 1’espece ¢ et y; est un coefficient de rendement.

Ce résultat mathématique contredit la grande biodiversité que 1’on trouve dans les mi-
lieux naturels ainsi que dans les bioréacteurs. Pour construire des modeles mathématiques
qui soient plus en accord avec les observations, plusieurs améliorations du modele idéa-
lisé de la compétition ont été proposés [1, 3, 4]. On se propose d’étudier ici le modele
suivant

s = D(SO—S)—Zleifi(S)Xia
Xi = Xi(fi(S) = i (X))~ Do), i=1.2

ol I’on prend en considération des termes de compétition intraspécifique ¢;; (X;)X; ainsi
que des termes de compétition interspécifique supplémentaires g;;(X;)X; entre les es-
peces.

Ce modele a été proposé et étudié dans [4], dans le cas de la compétition interspéci-
fique (¢q11 = g22 = 0), et dans le cas de la compétition intraspécifique (g12 = g21 = 0).
Un modele, pertinent pour les applications, et qui n’a pas été examiné dans la littérature,
est celui ou I’on consideére une compétition interspécifique dans la dynamique de 1’es-
pece X1 (q11 = 0) et une compétition intraspécifique dans la dynamique de I’espece Xo
(g21 = 0). Plus précisément, on se propose d’étudier le systeme

S=D(S"-59) - ifl(S))ﬁ - ifQ(S)Xz,

X1 = X1(f1(8) — q1(X2) — Dy), [
Xo = Xo(f2(S) — q2(X2) — D3)
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On suppose que

- f:(0) = 0 et pour tout S > 0, f/(S) > 0,aveci = 1,2.

—¢i(0) = 0 et pour tout X > 0, ¢;(X) >0
Dans toute la suite, on suppose que A1 < Ao, oll \; 1= fi’l(Di) c’est a dire qu’en 1’ab-
sence des termes de compétition g1 (X3) et g2(X2), X1 emporterait la compétition devant
Xo. Nous allons montrer que le systeéme avec les termes g1 (X2) et g2(X2) peut présen-

ter de la coexistence, c’est a dire que pour X5, une stratégie pour rétablir la coexistence,
consiste a inhiber la croissance de X grace au terme ¢; (X2). On montre que

Proposition 1.1 Pour des valeurs initiales positives, les solutions de (1) restent positives
au cours du temps et sont bornées quand t — +00.

2. Les points d’équilibre et leur stabilité

2.1. Existence des équilibres

Le point d’équilibre
EO = (507 Oa 0)

existe toujours et représente le lessivage. Un deuxiéme point est donné par

Dy1(50 - )\1)

El = ()\17 D1

70)

qui existe si et seulement si \; < SO <= D; < f1(S9).

Un troisiéme point est donné par
E> = (5,0, X2)
avec S £ 0, X, = 0, et tels que

5> Dys(8°-9)
{X2 T RG)

X2 =g (f2(5) — Do)

0_ .
Notons &(S) = ¢ (fi(S) — Di), avec i = 1,2, &(8) = 22525 i, < 59,
alors &, est continue et strictement croissante sur [\o, S°], et &3 est continue et strictement
décroissante. Par suite, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une unique

solution S € A2, 8%] telle que £5(8) = &(S) (voir Fig. 1). On conclut donc que Fs

CARI'10



4 CARI'10 - Volume 1 -2010

Xo X2 =&3(5)
X = £2(5)
B £l 8) = fa(S
2 52(5) 53(‘?) Xo :él(s)
&1(9)
A Ao 5 50 S
Figure 1. Condition d’existence du point d’équilibre E-.
existe et est unique si et seulement si Ay < S°.
Le dernier point d’équilibre est donné par
E = (S, X1, X2)
avec S > 0 et X > 0 les solutions du systeme :
{ XQZQIi(fI(S)_Dl):gl(S:’) 2]
Xo =q; (f2(5) — D2) = &(5)

et X; > 0 donné par
0o = 1 — 1 S
D(S” = 8) = —[i(S) X1 + — fa(5) X,
W Y2

Pour avoir X, > 0, il faut que \; < S, pour i = 1,2. De plus pour que X; > 0 il
faut que S < S°. Une condition suffisante mais non nécessaire d’existence de E est que
£1(8Y%) < (8% etde plus X; > 0. En effet, dans ce cas, d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaire, il existe au moins S €]y, SO[ tel que &;(S) = &(S) = X,. Notons que
I'on a

G 1 X, | - _n f2(5)

= 7(5) —8) 7 9% = 5= TGS Xl

Dot X; > 0 si et seulement si £;(S) < &3(S) pour i = 1,2. On peut conclure que
I’équilibre E existe si \; < S°, £1(S%) < &(S9) et £&2(S) < &3(S) (voir Figure 2).

CARI'10
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£(5°)
£1(S°)
B o &(9)
X = &1(5) = &2(9)

M Ao S 50 S

Figure 2. Condition d’existence du point d’équilibre E.

2.2. Stabilité locale

On se propose de déterminer si les équilibres du systéme sont localement asymptoti-
quement stables (LAS). La matrice Jacobienne en (S, X7, X2) est:

—mi1 —Mi2 —Mi3

J= may Moz  —M23
ma3y 0 —m33
avec
(S (S S S
RS D 1 IV 1 B )
Y1 Y2 Y1 Y2

mor = f1(S) X1, moz = f1(S) — q1(X2) — D1, mas = q1(X2) X1,
mgy = f3(S) X2, mas = q3(X2) X2 — [f2(S) — ¢2(X2) — Da].

Proposition 2.1 Ej est LAS si et seulement si S° < \; pouri = 1,2.

Preuve. La matrice Jacobienne en Ej est égale a

D _ A8 _ f2(89)
Y1 Y2
Jo=| 0 fi(S°)-D; 0
0 0 fg(SO) — Dy
Donc I’équilibre Ey est LAS si et seulement si f1(SY) < D et fo(SY) < Do [ |

Remarquons que si Fy est LAS alors on ne peut pas avoir 1’existence ni de £ ni de
Esnide E.

CARI'10
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Proposition 2.2 FE; est LAS si et seulement si Ay < Ao et Ay < S°.

Preuve. On sait que F existe si et seulement si Ay < S’ 0. La matrice Jacobienne en E;

est )
Ji= fln) Xy 0 —q1(0) X,
0 0 fa(A1) — Do

Donc fa(A1) — D2 est une valeur propre de J;. Cette valeur propre est négative si et
seulement si A\; < As. Les deux autres valeurs propres de J; sont les valeurs propres de

la matrice )
fi(A) Xy 0
Ona ,
det A = %f{()\l)Xl >0, twA=-D-— ! ;Tl)Xl <0.

Par conséquent, les deux valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative. l

Proposition 2.3 Es est LAS si et seulement si Ay < SO et fl(S') - D < ql(Xg) c’esta
dire £1(S) < &2(5) = &3(9).

Preuve. La matrice Jacobienne en Fs est égale a

_p_ £ % _h(®) _f2(5)
Y2 2 N Y1 Y2
J2 = 0 f1(8) — qi(X2) — Dy 0o
f2(5) X 0 —¢5(X2) X2

Donc f1(S) —q1(X 2) — D1 est une valeur propre de J3. Cette valeur propore est négative

si et seulement si f1(S) — Dy < ql(Xg). Les deux autres valeurs propres de J2 sont les
valeurs propres de la matrice

_p_ B8 % _h(S)
A= _uy 2 y2
f3(8) X2 —q5(X2) X

det A = ¢4(X2)Xo(D + féy(j) Xo) + ny(f) (89X, >0,

trA = —(D + fy(S)XQ + g4(X2)X>) < 0.
2

Par conséquent les deux valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative. l
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Proposition 2.4 E est LAS si et seulement si £,(S) < &,(S).

Preuve. Supposons que I’équilibre F existe. La matrice Jacobienne en F est égale &

—mi1 —Miz2 —MNi3
Jg = may 0 —Mag
ma3y 0 —ma33
avec
/ S B / 5« B 5« 5,
m11:D+f1( )X1+f2( )X27 m12:f1( )7 m13:f2( )7
Y1 Y2 Y1 Y2

ma1 = f{(S)XH, ma3 = qll(XZ)le m31 = f2’(5')X27 ma3 = qlz(X2)X2.
Le polyndme caractéristique est donné par
Pr(\) = ao\® + a1 )® 4 as\ + a3
avec
ag = —1, a; = —(ms3 + mi1), as = —(mgsmi1 + miamay + maimis)
a3 = M12M31M23 — M12M21M33
D’apres le critere de Routh-Hurwitz, E est LAS si et seulement si on a

a; <0, i=0---3
aijas — agag >0

Ce qui est équivalent a
m31maz < M21M33,
c’est adire f5(9)Xaq) (X2) X1 < f1(9)X1¢5(X2)Xa, soit £5(S) < &(S). [ |
Sur la Fig. 3 on voit qu’il y a deux points d’équilibre Ejet By , car I’équation &; (S) =

§2(5) possede deux solutions Sy et Sp. Le point d’équilbre F; est instable puisque
&5(S1) > &1 (Sh), tandis que le point d’equilibre E5 est LAS car £5(S2) < &1(S2).

3. Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié le modele mathématique (1) de deux especes mi-
crobiennes en compétition dans un chemostat pour une seule ressource. On a supposé que
A1 < Ag C’est a dire que la premiere espece remporte la compétition sur la deuxieme es-
pece pour des termes de compétition spécifique nuls. Dans ce cas le point d’équilibre F/q

CARI'10
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Xo Xo 253(S)
£1(52)
£(51) _X2 =£&1(9)
(5s) = £0(54 - Xo = &(5
£1(52) = &2(52) 2(51)
&1(51) = &(51) 1(51)
1 i S
A1 A2 51 Sa s°

Figure 3. Condition de stabilité locale des points d’équilibres E, et Es.

correspondant a la concentration de la premiere espece non nulle et la deuxieme espece
nulle, est globalement assymptotiquement stable : c’est le principe d’exclusion compéti-
tive [3]. L’ajout de termes de compétitions inter et intra spécifiques entre les deux especes,
c’est a dire ’ajout des termes ¢1 (X2) et g2(X2) non nuls, dans les équations, conduit &
un systeme ou le point d’équilibre E5 correspondant a la concentration de la premiere
espece nulle et la deuxieme espece non nulle, peut gagner de la stabilité locale. On peut
aussi faire apparaitre un équilibre de coexistence E stable localement. Noter que F; reste
toujours LAS méme lorsque les équilibres F5 et £ sont stables. Donc E; et E ne peuvent
jamais étre gobalement assymptotiquement stables. Selon la condition initiale la solution
converge soit vers E soit vers F, ou E selon le cas.
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