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❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

❨✈❡s ❇❡rt♦t∗†✱ ❋ré❞❡r✐q✉❡ ●✉✐❧❤♦t ✱ ❆ss✐❛ ▼❛❤❜♦✉❜✐ †

❉♦♠❛✐♥❡ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
➱q✉✐♣❡s✲Pr♦❥❡ts ▼❛r❡❧❧❡ ✱ ❚②♣✐❈❛❧

❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥➦ ❄❄❄❄ ✖ ❏✉❧② ✷✵✶✵ ✖ ✸✶ ♣❛❣❡s

❆❜str❛❝t✿ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦
✐s♦❧❛t❡ r❡❛❧ r♦♦ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛
s✐♥❣❧❡ r♦♦t ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ P♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉✱ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❈♦q✱ ❈♦♥✲
str✉❝t✐✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❘❡❛❧ r♦♦t ✐s♦❧❛t✐♦♥

∗ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ●❛❧❛♣❛❣♦s ♣r♦❥❡❝t✱ ♦❢ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❆◆❘✳
† ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❋❖❘▼❆❚❍ ♣r♦❥❡❝t✱ ♥r✳ ✷✹✸✽✹✼✱ ♦❢ t❤❡ ❋❊❚

♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✼t❤ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

❘és✉♠é ✿ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝r❵❡t❡
❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞♦♥♥é✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ✐s♦❧❡r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s
✉♥ ❝r✐tèr❡ s✉✣s❛♥t à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❛❝✐♥❡ ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ P♦❧②♥ô♠❡s✱ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉✱ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✱ ❈♦q✱ ▼❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s✱ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥s✐❞❡ ❛
❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❆s s✉❝❤ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧s t♦ s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ ❧♦❝❛t✐♥❣
t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡s❡ r♦♦ts ♦r s♦❧✈✐♥❣ s②st❡♠s ♦❢ ✐♥❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❡♠❜❡rs✳ ■♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❛✐❞❡❞ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥✲
t❡♥s✐✈❡❧② ❛s t❤❡② ❣✐✈❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t t♦♦❧ t♦ ❞r❛✇ ❝✉r✈❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜②
♣♦✐♥ts t❤❛t ✉s❡rs ❝❛♥ ❣r❛❜ ❛♥❞ ❞r❛❣✱ ✇✐t❤ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ♠♦✈❡ ❛r♦✉♥❞✳ ❇❡r♥st❡✐♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ s♣❧✐♥❡s ❛♥❞ ❇❡③✐❡r ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r②
s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳

❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❣r❡❡✱ ❛♥❞
❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ✐s n✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r♠ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐③❡
n + 1✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿

✶✳ ✐❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❛❦❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r ❡①❤✐❜✐t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡♥ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳

✷✳ ✐❢ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦
❤❛✈❡ ♥♦ r♦♦t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

✸✳ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❛s② ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ t✇♦
✐♥t❡r✈❛❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ✐♥t❡r✈❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤✐s ❧❛r❣❡r ✐♥t❡r✈❛❧✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♦❢s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❤♦s❡
r♦♦ts ❛r❡ ❛❧❧ s✐♠♣❧❡✱ ❝❛❧❧❡❞ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r♦♦ts ❜②
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❝♦♠♠♦♥ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❧❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt② ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
♣❛✐rs (I0, P0) t♦ (I3, P3)✱ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ s♦
t❤❛t ❡✈❡r② r♦♦t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Pi ✐♥s✐❞❡ Ii ✐s ✐♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✇✐t❤
❛ r♦♦t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Pi+1 ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Ii+1✳ ■❢ ✇❡ st✉❞② t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (l, r)✱ t❤❡♥ I0 ❛♥❞ P0 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② (l, r) ❛♥❞ P ✳
❚❤❡ ❧❛st ✐♥t❡r✈❛❧ I3 ✐s (0,+∞) ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P3 ✐s c0+c1X+· · ·+cnXn✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ci ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ❛s t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ●♦✐♥❣
❢r♦♠ Pi t♦ Pi+1 ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦ t❤❛t I1 ✐s (0, 1) ❛♥❞ P1(x) = P0(x×r+(1−x)l)✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s♦ t❤❛t I2 ✐s (1,+∞) ❛♥❞ P2(x) = 0 ❡①❛❝t❧② ✇❤❡♥ P1(1/x) = 0✱
❛s ❧♦♥❣ ❛s x 6= 0✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t I3 = (0,+∞)
❛♥❞ P3(x) = P2(1+x)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
s✐♠♣❧② ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ❉❡s❝❛rt❡s✬ ❧❛✇ ♦❢ s✐❣♥ ❬❉❡s✻✾✱ ❇P❘✵✻❪ ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P3 ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
❚❤✐s ♣❛t❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

❉❡s❝❛rt❡s✬ ❧❛✇ ♦❢ s✐❣♥s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t ❢♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ +∞✳ ■♥ ✐ts ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧
❢♦r♠✱ t❤✐s ❧❛✇ ❡①♣r❡ss❡s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦♦ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✹

❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ +∞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤✐s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦♦ts ❛♥❞
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♥✉♠❜❡rs ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✷✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐s ✶✱ t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ +∞✳

❋♦r ♦✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ❉❡s❝❛rt❡s✬ ❧❛✇ ♦❢ s✐❣♥s
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ❊①♣r❡ss✐♥❣ ❉❡s❝❛rt❡s✬ ❧❛✇ ♦♥
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P3 ②✐❡❧❞s ❞✐r❡❝t❧② ❛ ❧❛✇ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐❣♥
❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❇❡r♥st❡✐♥✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (l, r)✳ ❚❤✐s
♣r♦♦❢ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳

❆♥♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞✐❝❤♦t♦♠②✳ ❑♥♦✇✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❢♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❤❛❧❢ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✉❡ t♦ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉
❬❞❈✽✺❪✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❉❡ ❈❛st❡❧❥❛✉✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❛❦✐♥❣ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚♦ ❥✉s✲
t✐❢② t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❝❡ss ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻ t❤❛t ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❛❝t✉❛❧❧② ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s✐s ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧
♠♦♥♦♠✐❛❧s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s✐s✳

▼♦st ♦❢ ♦✉r ♣r♦♦❢s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛s ♥✉♠❡r✐❝ ✈❛❧✲
✉❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ t②♣❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ✇❤❡r❡ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❛r❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r♦♦ts t❛❦❡s ❛ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♠❡❛♥✐♥❣✿ ✐❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ s✐♠♣❧❡ r❡❛❧ r♦♦t ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤✐s
r♦♦t ♠❛② ♥♦t ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦♥ r❛✲
t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✿ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜✲✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥s✐❞❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
s❧♦♣❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛t t❤❡ s✉❜✲
✐♥t❡r✈❛❧ ❜♦✉♥❞s ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✈❡✐♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡
t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ❜✉t ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t✱
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞✲✈❛❧✉❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ❞♦❡s✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t r❡❧✐❡s ♦♥
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
r♦♦ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳

❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣♣✐♥❣ st♦♥❡ t♦ ❛❞❞r❡ss ✈❛r✐♦✉s
❛s♣❡❝ts ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs✱ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r r❡❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱ ❛♥❞
♠♦r❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬❇P❘✵✻✱ ▼❛❤✵✼❪✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦q
s②st❡♠❬❇❈✵✹❪✱ ✇✐t❤ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ❬●▼✵✽❪✳ ❲❡ t❤✐♥❦ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲
t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ♣❧❛②❡❞ ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✳
❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ ❦❡② ❛s♣❡❝ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳

✷ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❇é③✐❡r ❝✉r✈❡s ❬❇é③✽✻❪ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝✉r✈❡s t❤❛t ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t
s♠♦♦t❤ ♣❧❛♥❡ ❝✉r✈❡s ✇❤♦s❡ s❤❛♣❡ ❛r❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✲
tr♦❧ ♣♦✐♥ts✳ ❆ ❇é③✐❡r ❝✉r✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② n+1 ♣♦✐♥ts ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ ❞❡❣r❡❡ n ✐♥ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡r t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts P0 ❛♥❞ P1✱ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❇é③✐❡r ❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ s❡❣♠❡♥t B(P0,P1)(t) = tP0 + (1 − t)P1✳ ❋♦r
t❤r❡❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts P0, P1, P3✱ t❤❡ ❇é③✐❡r ❝✉r✈❡ ✐s B(P0,P1,P2)(t) = (1− t)2P0 +
2(1 − t)tP1 + t3P2✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❛t ❛ ❇é③✐❡r ❝✉r✈❡ ❞♦❡s ♥♦t
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❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✺

♠❡❡t ❛❧❧ ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✜rst ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❇é③✐❡r ❝✉r✈❡✱ t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t P1 ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥ts t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛t P0

❛♥❞ P2✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❇é③✐❡r ❝✉r✈❡ ❛t n ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✐s✿

B(P0,...,Pn
(t) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

(1 − t)n−ktkPi

✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥✿

B(P0,...,Pn) = (1, t)B(P0,...,Pn−1) + tB(P1,...,Pn)

❇é③✐❡r ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♥❛♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r P❛✉❧ ❇é③✐❡r ✇❤♦ ✇❛s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥
❝♦❛❝❤❜✉✐❧❞✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s✿ ❛ ❇é③✐❡r ❝✉r✈❡ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧
♦❢ ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❧✐❦❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦r r♦t❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ P♦✐♥ts ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ k✲t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛t ✐ts ❡①tr❡♠❡ ♣♦✐♥ts ✐s
❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ k + 1 ♥❡❛r❡st ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✳

❈♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛t❤s ✭❝❛❧❧❡❞
s♣❧✐♥❡s✮ ♦❢ ❧♦✇ ❞❡❣r❡❡✳ ▼♦st ♠♦❞❡r♥ ✈❡❝t♦r ❣r❛♣❤✐❝s st❛♥❞❛r❞s✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
❙❱●✱ ❢❡❛t✉r❡ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❇é③✐❡r s♣❧✐♥❡s✳ ❚r✉❡❚②♣❡ ❢♦♥ts ✉s❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❇é③✐❡r
s♣❧✐♥❡s✱ ✇❤❡r❡❛s P♦st❙❝r✐♣t ♦r ▼❡t❛❋♦♥t ❬❑♥✉✽✻❪ ✉s❡ ❝✉❜✐❝ ❇é③✐❡r s♣❧✐♥❡s✳

❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧
♣♦✐♥t✿ t❤❡ k✲t❤ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Pb(n, k) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

B(P0,...,Pn)(t) =

n
∑

k=0

Pb(n, k)(t)

(

n

k

)

Pi

❤❡♥❝❡✿

Pb(n, k)(t) =

(

n

k

)

(1 − t)n−ktk

❋♦r ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡rs l ❛♥❞ r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r ❞❡❣r❡❡ n ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (l, r) ❢♦r
0 ≤ k ≤ n

Pb(n, l, r, k) =

(

n

k

)

(x − l)n−k(r − x)k

r − l

n

.

❚❤❡s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛❧s♦ ❝♦♥st✐t✉❡ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢
❞❡❣r❡❡ n✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧ ✐t t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s✐s ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞
t❤❡ ✈❛❧✉❡s l ❛♥❞ r ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❊✈❡r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ❤❡♥❝❡ ❤❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❝♦❡✣❝✐❡♥ts bi✱ s♦ t❤❛t p(x) =

∑n

i=0 Pb(n, l, r, i)(x)✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bi ❛r❡ t❤❡
❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❲❤❡♥ l < r✱ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢
✐♥❞❡① k r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t dk = l+ (r−l)k

n
✱ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

bk s♦♠❡❤♦✇ ❤❛s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛r♦✉♥❞ dk✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

(

n
k

)

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Pb(n, k, r, k) ❛r❡ ❝❤♦✲
s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t bk ✇♦✉❧❞ t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ dk✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ p1 ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ 1✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ✐ts ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶❀ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ p2 ✐s
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❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✻

t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛♥❞ n ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❢♦r p2 ❛r❡ l + (r−l)k

n
✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

n
∑

i=0

(

l +
(r − l)i

n

)(

n

i

)

(x − l)i(r − x)n−i

(r − l)n

=

n
∑

i=0

l

(

n

i

)

(x − l)i(r − x)n−i

(r − l)n
+

n
∑

i=0

i

n

(

n

i

)

(x − l)i(r − x)n−i

(r − l)n−1

= l
((x − l) + (r − x))n

(r − l)n
+

n
∑

i=1

(

n − 1

i − 1

)

(x − l)i(r − x)n−i

(r − l)n−1

= l + (x − l)

n−1
∑

i=0

(

n − 1

i

)

(x − l)i(r − x)(n−1)−i

(r − l)n−1

= l + (x − l)
((x − l) + (r − x))n−1

(r − l)n−1
= x

❆t t❤❡ ✜rst ❡q✉❛❧✐t② s✐❣♥✱ ✇❡ ❞✐str✐❜✉t❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜rst s✉♠❀ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱
✇❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r (r− l)✳ ❆t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t②
s✐❣♥✱ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ((x−l)+(r−x))n❀ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
s✉♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✵✱ ❛❧s♦ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t i

n

(

n
i

)

✐s
(

n−1
i−1

)

✇❤❡♥
i 6= 0✳ ❆t t❤❡ t❤✐r❞ ❡q✉❛❧✐t② s✐❣♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② (x − l) + (r − x) = r − l
❢♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❛♥❞ ✇❡ ❢❛❝t♦r ♦✉t (x − l) ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥❞❡①❡❞ s✉♠
❛♥❞ r❡✲✐♥❞❡① t❤❛t s✉♠✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛♥♦t❤❡r ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ❝❛♥
❝♦♥❝❧✉❞❡✳

❚❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❜r♦❦❡♥ ❧✐♥❡ ✭♠❛❞❡ ♦❢ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s
str❛✐❣❤t❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✮ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞s (l, r) ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❛♥❞
t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (b0, . . . , bn) ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p✱ t❤❡ n + 1 ♣♦✐♥ts ✇✐t❤
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (l+ i r−l

n
), bi) ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❛ ❇é③✐❡r ❝✉r✈❡

♦❢✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
x ✐s ❝❧♦s❡ t♦ l + i r−l

n
✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧

t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ s♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❝❛♥
❜❡ ♠♦✈❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ x = l + i r−l

n
✳ ❲❤❡♥ bi ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❜❡t✇❡❡♥ bi−1 ❛♥❞ bi+1 ✭✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ ci ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❥♦✐♥✐♥❣
ci−1 ❛♥❞ ci+1✮✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ✐s q✉✐t❡ ❡✈❡♥t❧❡ss✳
❇✉t ✇❤❡♥ ci ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s s❡❣♠❡♥t✱ ci ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♣✉❧❧✐♥❣
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ❝✉r✈❡ ✐♥ ✐ts ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉s✉❛❧❧②
❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ x = l + i r−l

n
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ci✳

❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✭✶✲❛✮ t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ❝✉r✈❡ ✭t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✶✱ ✸✱ ✲✶✵✱ ✶✱ ✹✱ ✶ ❛♥❞ ✲✶✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ♣❡❛❦✮✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣r♦✈♦❦❡s t✇♦ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ r♦♦ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✭✶✲❜✮✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts st✐❧❧ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ♣❡❛❦ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❜✉t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ❝✉r✈❡ st❛②s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ①✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ t✇♦
s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥② r❡❛❧ r♦♦t ❢♦r
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭t❤✐s ✐s ❛ ❢❛❧s❡ ❛❧❡rt✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✭✶✲❝✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✱
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❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✼

✭❛✮ ✶✱ ✸✱ ✲✶✵✱ ✶✱ ✹✱ ✶ ✭❜✮ ✶✱ ✸✱ ✲✶✱ ✶✱ ✹✱ ✶ ✭❝✮ ✸✱ ✵✱ ✶✱ ✶✵✱ ✲✷✱ ✲✶

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❇❡r♥st❡✐♥ ❈♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝✉r✈❡s

s♦ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✜rst ❛♥❞
t❤❡ ❧❛st ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛t t❤❡
❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ s♦ t❤✐s ✐♠♣♦s❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r♦♦t✳ ❇✉t
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t
❛♥② ♦t❤❡r ❜❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ st❛②s ❛✇❛② ♦❢ t❤❡ ①✲❛①✐s✳

✸ ❉❡s❝r✐❜✐♥❣ r♦♦ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧

s❡tt✐♥❣

❘♦♦ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜❡❧❞ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥
t❤✐s ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞s ❧✐❦❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢
❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✳ ❘❡❛❧ ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ❣✐✈❡ ✇❡❛❦❡r
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r♦♦ts✿ ♦♥❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ♦❞❞ ❞❡❣r❡❡ ❤❛✈❡
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r♦♦t ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ✜❡❧❞s ❛r❡
♦r❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❡♥♦✉❣❤ ❡❧❡♠❡♥ts s♦ t❤❛t t❤❡② ❡♥❥♦② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✿ ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❤❛t ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♦♥❡
♣♦✐♥t a ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t b ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ r♦♦t ❛t
s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ a ❛♥❞ b✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r ✜❡❧❞s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳
❍❡r❡ ✇❡ ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ❛♥②♠♦r❡✳ ❙t✐❧❧✱ ✐t ♠❛❦❡s
s❡♥s❡ t♦ s❛② t❤❛t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❛❧ r♦♦t
✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❞♣♦✐♥ts✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❞❡✜♥✐♥❣ r❡❛❧ ♣♦✐♥ts✳
■♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝r♦ss❡s t❤❡ r❡❛❧ ①✲❛①✐s ✐♥ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♣r❡❝✐s❡❧② ❜② r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ✐s
✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✳

✸✳✶ ❈r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ r♦♦t

❲❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r♦♦t ✐♥s✐❞❡ ❛♥
✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❈❛✉❝❤② s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤♦s❡
❧✐♠✐t ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r♦♦t✳ ❖✉r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❧♦♣❡s✳

❊♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐s s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❤❡❧♣s ♠❛❦✐♥❣
s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t t✇♦ r♦♦ts✳ ■♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❤❛✈❡ ♦♥❧② s✐♠♣❧❡ r♦♦ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ str♦♥❣❡r ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ✐s
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❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✽

s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✵ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ r❛t✐♦✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡s✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡
s❧♦♣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ✐♥s✐❞❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ I ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∃k, 0 < k ∧ ∀x y, [x ∈ I ∧ y ∈ I ∧ x < y ⇒ k(y − x) < p(y) − p(x)]

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ r♦♦t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳

✶✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✱ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ✈❛❧✉❡ ✐s ❛❧✇❛②s
♥❡❣❛t✐✈❡ ✭I1 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ✈❛❧✉❡ ❣♦❡s
❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇✐t❤ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ✭I2 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✱
❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ✈❛❧✉❡ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭I3 ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ }

} } }

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ r♦♦t ✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞
✐♥t❡r✈❛❧

✷✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✱ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✈❛❧✉❡ ✐s ❛❧✇❛②s
♥❡❣❛t✐✈❡ ✭I1 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t
♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡ ✭I2 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳

✸✳✷ ❋✐♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ✈❛❧✉❡ ✐s ❛r❜✐✲

tr❛r✐❧② s♠❛❧❧

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛♥✬t ❜❡ s✉r❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♦❢ ✐♥t❡r❡st r❡t✉r♥s t❤❡ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ❛t ❧❡❛st ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥
✐♥♣✉t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧✳ ■♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ❛t
t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ r♦♦t ❢♦r t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤✐s
✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❋♦r t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤
❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✱ r❡❛❧ ♣♦✐♥t ❢r❡❡✱ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡
t❤❡♦r❡♠ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✇❡ ♣r♦✈❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠✿

∀p x y ε,

0 < ε ∧ p(x) < 0 ≤ p(y) ⇒ [∃x′ y′,−ε ≤ p(x′) < 0 ≤ p(y′) ≤ ε ∧

x ≤ x′ < y′ ≤ y]
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❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✾

}
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ r♦♦t ✐♥ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
✐♥t❡r✈❛❧

❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✳
❲❡ ❛❣❛✐♥ r❡❧② ♦♥ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t s❧♦♣❡s✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥

❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s x ❛♥❞ y ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❤❛s t❤❡ s❤❛♣❡ a+X×p′✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥♦t❤❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ′′ ✇❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❛r❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ P ′′✳ ❚❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❛♥❞ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐♥ [x, y] ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ y✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥s✐❞❡ [x, y] ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ k = P ′′(y)✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡
♦♥ ❛♥② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛♥② z, t ∈ [x, y]✱ ✇❡ ❤❛✈❡

|p(z) − p(t)| ≤ |k × (z − t)|.

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ε✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ p(x) < 0 < p(y) ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ n s♦ t❤❛t
k(y−x)

n
< ε ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ n + 1 ✈❛❧✉❡s ai = x + i×(y−x)

n
❛♥❞ ✇❡ s♦❧✈❡ ❛

❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ai✳ ❲❡ s✐♠♣❧② ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r❡✜①
a0, . . . , aj−1 s♦ t❤❛t ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s p(ak) ✐♥ t❤✐s ♣r❡✜① ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡t x′ =
aj−1✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥❡①t ✈❛❧✉❡ aj ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ p(aj)−p(x′) < ε✱
t❤✉s −ε < p(x′) < 0✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡t y′ = aj ❜❡❝❛✉s❡ 0 ≤ p(y′) < ε✳

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ai✬s
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s❧♦♣❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ l = a0 ❛♥❞ r = a12✳
❚❤❡ ♣♦✐♥t s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s a8✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ r♦♦ts ✐♥
t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ a1 ❛♥❞ a2 ❜✉t ♥❡✐t❤❡r a1 ♥♦r a2 ✐s ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t❛❦❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳

✹ ❆ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❉❡s❝❛rt❡s✬ ❧❛✇ ♦❢ s✐❣♥s

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
(l, r) ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ r♦♦t ♦❢ p ✐♥s✐❞❡ (l, r)✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t
r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♣❡rt② ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
q✿ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ q t❤❡♥ q ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡
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❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶✵

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❇♦✉♥❞✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✈❛❧✉❡

r♦♦t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (l, r)✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s
♣r♦✈❡❞ ❢♦r♠❛❧❧②✳

✹✳✶ ❆ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢

▲❡t✬s ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝✉r✈❡s ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ +∞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♣r♦♦❢✱ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡♠
❜② t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ X ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t❀ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s
✏❍♦r♥❡r✬s s❝❤❡♠❡✑✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❡❛❞✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❍♦r♥❡r✬s
s❝❤❡♠❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐t
❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐t ❛❣❛✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✇✐t❤
♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ♦♥❧② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛✈❡ ❝✉r✈❡s ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡
t❤❡ ❝✉r✈❡s ✭✺✲❛✮ ♦r ✭✺✲❜✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✜rst ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✵✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t♦ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✺✲❛✮ ♦r ✭✺✲❜✮ ②✐❡❧❞s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✺✲❛✮✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✺✲❛✮ ♦r ✭✺✲❜✮ ❜② t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ X ②✐❡❧❞s ❛ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✺✲❜✮✳ ❚❤✉s✱ ❍♦r♥❡r✬s s❝❤❡♠❡
✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts ❦❡❡♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ✭❛✲❜✮ ❢♦r♠✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥
❛♣♣❧②✐♥❣ ❍♦r♥❡r✬s s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s✐❣♥
❝❤❛♥❣❡✮✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② X ✜rst ❜✉✐❧❞s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ✭✺✲❜✮ ❢♦r♠✱
❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❝✉r✈❡ ✇❤♦s❡ s❤❛♣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
✭✺✲❝✮✳ ❋r♦♠ t❤❡♥ ♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✺✲❝✮✱ ✭✺✲❞✮✱ ♦r ✭✺✲❡✮
❜② X ②✐❡❧❞s ❛ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ✭✺✲❞✮ ❢♦r♠❀ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t t♦
❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✺✲❞✮ ♦r ✭✺✲❡✮ ②✐❡❧❞s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ✭✺✲❡✮ ❢♦r♠✳
P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✺✲❞✮ ♦r ✭✺✲❡✮ s❤❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✿ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ x✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥
✵ ❛♥❞ x✱ ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❜♦✈❡ x✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
s❧♦♣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✜♥❞ ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣r♦♦❢✱ ♦✉t❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶✶

✭❛✮ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✜rst ♦♥❡ ♥♦♥✲③❡r♦✱
✭❜✮ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✜rst ♦♥❡ ③❡r♦✱
✭❝✮ ✜rst ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛❧❧ ♦t❤❡rs ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱
✭❞✮ ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✱ ✜rst ❝♦❡✣❝✐❡♥t ③❡r♦✱
✭❡✮ ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✱ ✜rst ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈❧❛ss❡s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶✷

✹✳✷ ▲❡♠♠❛s ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ s✐♠♣❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡✐r ❧✐sts ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧s ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ✐s ❞♦♥❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍♦r♥❡r✬s s❝❤❡♠❡✱ ❛♥❞
r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ♦♥❧② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❛❧s♦ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛
s✐♠♣❧❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

❋✐①♣♦✐♥t ❛❧❧❴♣♦s❴♦r❴③❡r♦ ✭❧✿s❡q ◗❝❜✮ ✿ ❜♦♦❧ ✿❂

✐❢ ❧ ✐s ❛✿✿t❧ t❤❡♥ ✭✵ ❁❂ ❛✮ ✫✫ ❛❧❧❴♣♦s❴♦r❴③❡r♦ t❧ ❡❧s❡ tr✉❡✳

❆s ❛ r❡♠✐♥❞❡r✱ t❤❡ ❈♦q s②♥t❛① ✈❛r✐❛♥t t❤❛t ✇❡ ✉s❡✱ ❙❙❘❡❢❧❡❝t✱ ♣r✐✈✐❧❡❣✐❡s
❜♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ s♦ t❤❛t ✭✵ ❁❂ ❛✮ st❛♥❞s ❢♦r ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q ❧✐tt❡r❛t✉r❡✳
❆❧s♦✱ t❤❡ t②♣❡ ◗❝❜ st❛♥❞s ❢♦r ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ❛s ❢r❛❝t✐♦♥s
✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧❡tt❡r ❝✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥
✐s ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✐s ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧❡tt❡r
❝✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② t❡st ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❢r❛❝t✐♦♥s ✐s s✐♠♣❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ s②♥t❛❝t✐❝ ❡q✉❛❧✐t②✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ▲❡✐❜♥✐t③ ❡q✉❛❧✐t②✳
❚❤❡ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦r s❡q ✐s ❛ t②♣❡ ❢♦r ❧✐sts✱ ✇✐t❤ ❡①tr❛ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ t②♣❡s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❧✐sts✿ ❡q✉❛❧✐t② ♠✉st ❜❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❛ ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ❝❛♥
t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣❛❝❦❛❣❡ ❬●▼✵✽❪✳

❲❡ s❤♦✉❧❞ r❡♠❛r❦ t❤❛t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛❧❧❴♣♦s❴♦r❴③❡r♦
♠❛② ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡
t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥②✇❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ +∞✳

❲❡ ♣r♦✈❡ ❡❛s✐❧② ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❧✐sts t❤❛t ✐❢ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧✇❛②s ❤❛s ❛ ♣♦st✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥
(0,+∞) ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤
♦♥❧② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳

❲❡ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t x×P (x) ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ✇❤✐❧❡ x st❛②s ✐♥ (0,+∞)✳

✹✳✸ ❚✇♦ ❧❡♠♠❛s ♦♥ s❧♦♣❡s

❆ ✜rst ❧❡♠♠❛ ♦♥ s❧♦♣❡s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
P t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❜♦✉♥❞ a✳ ■❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜②
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t✐♦ k✱ t❤✐s ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛s ✐t s✉✣❝❡s t♦ t❛❦❡ ❛ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐s ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤✳ ❆s t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✿ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❡ s❧♦♣❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k ❢♦r ❛♥② y ❧❛r❣❡r t❤❛♥ x1✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ t❛❦❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡
❧❛r❣❡r t❤❛♥ x1 + a−P (x1)

k
✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s r❡♠❡♠❜❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✉♥❞❡r

t❤❡ ♥❛♠❡ ❛❜♦✈❡❴s❧♦♣❡✳
❆ s❡❝♦♥❞ ❧❡♠♠❛ ♦♥ s❧♦♣❡s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ x ×

P (x)✳ ❚❤✐s ❧❡♠♠❛ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts
♦❢ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ s♦❧❡❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ s❧♦♣❡s✿
■❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❤❛s ❛ s❧♦♣❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ r❛t✐♦ kf ✇❤❡♥
x ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❜♦✉♥❞ a✱ t❤❡♥ t❤❡♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t x× f(x)
✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ akf + f(x)✳

❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t r❡q✉✐r❡s f t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡✱ ❜✉t ✐t ❧❡❛✈❡s ♦♣❡♥ ✇❤❡t❤❡r
f(x) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥♦t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s a ❛♥❞ kr ❝❛♥ ❜❡ ✜①❡❞ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡
✐♥t❡r✈❛❧✿ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ a t♦ ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ I2 ❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
❢♦r ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ r♦♦t ✐♥ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶✸

✹✳✹ P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡

❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ❲❡
✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t✳ ❲❡ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ t✇♦
✐♥t❡r✈❛❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ x1 ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t✐♦ k s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, x1) ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ✈❛❧✉❡s ❛❜♦✈❡ x1 ✐s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ k✳

❚♦ ❞❡t❡❝t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t✇♦ r❡❝✉rs✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛❧t❡r♥❛t❡❴✶✱ r❡❝♦❣♥✐③❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts ✭♣♦ss✐❜❧② ✵✮✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦♥❧② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛s ❝❤❡❝❦❡❞
❜② ❛❧❧❴♣♦s❴♦r❴③❡r♦✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❋✐①♣♦✐♥t ❛❧t❡r♥❛t❡❴✶ ✭❧✿s❡q ◗❝❜✮ ✿ ❜♦♦❧ ✿❂

✐❢ ❧ ✐s ❛✿✿t❧ t❤❡♥

✐❢ ✵ ❁ ❛ t❤❡♥ ❛❧❧❴♣♦s❴♦r❴③❡r♦ t❧ ❡❧s❡ ❛❧t❡r♥❛t❡❴✶ t❧

❡❧s❡ ❢❛❧s❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛❧t❡r♥❛t❡✱ ❝❤❡❝❦s ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛❧❧s ❛❧t❡r♥❛t❡❴✶✳ ❚❤✉s✱ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❝❛❧❧s
✐ts❡❧❢ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ✜♥❞s ③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t❡❴✶

❛❧s♦ ❝❛❧❧s ✐ts❡❧❢ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ✜♥❞s ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳
❆s ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛❧t❡r♥❛t❡❴✶ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t❡✱ ✇❡ ❛❝t✉✲

❛❧❧② ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t✇♦ ♣r♦♦❢s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♣r♦♦❢ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s❤♦✇s
t❤❛t s♦♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

❚❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t❡❴✶ ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P t❤❛t
♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ s♦ t❤❛t t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝❛♥♥♦t
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❛❦❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳
■♥st❡❛❞✱ t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ε t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
① ❛♥❞ ❛ k s♦ t❤❛t✿

✶✳ ❢♦r ❛♥② y ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ x✱ P (y) ≤ P (x) ✱

✷✳ t❤❡ s❧♦♣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❧❛r❣❡r x ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k✱

✸✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r x × P (x) ✐s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ ε✳

❚❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t❡ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t ✐♥ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧✐st✳ ❚❤❡ ❡♠♣t② ❧✐st ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡
❛❧t❡r♥❛t❡ s♦ t❤❛t t❤✐s ❝❛s❡ ✐s t❛❦❡♥ ❝❛r❡ ♦❢ ❡❛s✐❧②✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ a✿✿l✱ s♦ t❤❛t l r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥♦t❤❡r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Pl ❛♥❞ P (x) = a + x× Pl(x)✳ ❍❡r❡ ❛♥♦t❤❡r ❝❛s❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♠✉t ❜❡
st✉❞✐❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r a ✐s ③❡r♦ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳

■❢ a ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
l ✐s ♦♥❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛❧t❡r♥❛t❡❴✶✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t❡❴✶ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ x s♦ t❤❛t x×Pl(x)
✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ −a✱ t❤✐s x ✐s t❤❡ r✐❣❤t ✇✐t♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ✐s Pl(x)✳
❙✐♥❝❡ Pl ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ x ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t y ×Pl(y) ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡
✇❤❡♥ 0 < y ≤ x✱ ❛♥❞ t❤✉s P (y) ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚♦ r❡❛s♦♥ ♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡✱ ✇❡ ✉s❡ ♦✉r
❧❡♠♠❛ ❛❜♦✉t t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ x × P (x)✱ ✉s✐♥❣ 0 ❢♦r t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ P ✭✇❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇
t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶✹

■❢ ❛ ✐s ③❡r♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ x ❛♥❞ k s♦
t❤❛t Pl ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ x ❛♥❞ ❤❛s ❛ s❧♦♣❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢
x✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t x ✐s t❤❡ r✐❣❤t ✇✐t♥❡ss ❢♦r P ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ x × Pl(x) ✐s ♦♥❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Pl(x) + x × k✱ ❛♥❞ Pl(x) ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ♥♦t❡ t❤❛t Pl ♥❡❝❡ss❛r② t❛❦❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ s♦♠❡ ♣♦✐♥t v1

♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ x ❛♥❞ t♦ ✉s❡ ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ❢r♦♠
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ x1 s♦ t❤❛t −kv1

2 ≤ Pl(x1) ≤ 0✳ ◆♦✇ Pl ✐s st✐❧❧
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ x1✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞
♥♦✇ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ x1 ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ kv1

2 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♣♦s✐t✐✈❡✳

✺ ❋r♦♠ ❇❡r♥st❡✐♥ t♦ ❉❡s❝❛rt❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❧✐♥❦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ (l, r)
s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❛♥ ♦t❤❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 1) ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ②❡t ❛♥♦t❤❡r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0,+∞)✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥♦t❤❡r ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② s✐♠♣❧②
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

Pr♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇♦r❦s ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ r♦✉t❡
❢r♦♠ ❉❡s❝❛rt❡s✬ ❧❛✇ ♦❢ s✐❣♥s t♦ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❉❡s❝❛rt❡s✬ ❧❛✇ ♦❢ s✐❣♥s
✇♦r❦s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0,+∞)✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛♥②
❤❛❧❢✲❧✐♥❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (a,+∞) ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t♦ (1,+∞)✳ ❚❤❡♥ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥
(1,+∞) ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥ (0, 1)✳ ❚❤✐s ❝❛♥✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❜❡
tr❛♥s♣♦s❡❞ t♦ ❛♥② ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■t ❤❛♣♣❡♥s t❤❛t t❤✐s ♣❛t❤ ❣✐✈❡s ❛ ✇❛② t♦ r❡❛s♦♥ ♦♥
❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

✺✳✶ ❆ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (1, +∞)

❚❤❡ ❧❛✇ ♦❢ s✐❣♥s ❣✐✈❡s ✉s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
✐♥t❡r✈❛❧ (0,+∞) ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t ❢♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (1,+∞)✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ θv t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
P t♦ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ y 7→ P (y + v)✳ ■❢ P =

∑n

i=0 aix
i✱ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❢♦r♠✉❧❛✿

P (y + v) =
n
∑

i=0

ai(y + v)i =

n
∑

k=0

(

n
∑

i=k

ai

(

i

k

)

vi−k)yk

❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (v,+∞) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ θv(P ) ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0,+∞)✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞
t❤✐s ❧❡♠♠❛✱ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛ ✉♥✐q✉❡ r♦♦t ✐♥ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ t♦
❡①♣r❡ss t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r♦♦t✳

❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❛♣♣❧② ❉❡s❝❛rt❡s✬s ❧❛✇ ♦❢ s✐❣♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
∑n

i=k ai

(

i
k

)

✇❡
❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t ♦❢ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧ P =

∑n

i=0 aix
i ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (1,+∞)✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶✺

✺✳✷ ❆ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 1)

❉❡s❝❛rt❡s✬ ❧❛✇ ♦❢ s✐❣♥s ✇♦r❦s ❢♦r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡
❤♦✇ t♦ ❝♦✈❡r ❛❧s♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡ tr✐❝❦ ❤❡r❡ r❡❧✐❡s ♦♥ r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ❧✐st ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛ ❧✐st
♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡❞ ❧✐st✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (1,+∞) ❛r❡ ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ③❡r♦ ❛♥❞ ♦♥❡✳
❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

n
∑

i=0

aix
i = xn ×

n
∑

i=0

aix
i−n

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❤❡r❡ y = 1/x ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
✐♥❞❡① j = n − i ✐♥ t❤❡ s✉♠✳

n
∑

i=0

aix
l = (

1

y
)n

n
∑

j=0

an−jy
j

❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
∑n

j=0 an−jy
j ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ r❡✈❡rs❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✲

♣r❡ss✐♦♥ ( 1
y
)n ♥❡✈❡r ❜❡❝♦♠❡s ✵ ❢♦r y ∈ (0, 1)✳ ❚❤✉s✱ x ✐s ❛ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ +∞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ y = x−1 ✐s ❛ r♦♦t ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✳

▲❡t ✉s ♥♦t❡ ρ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❍❡r❡
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✿ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n ❛❝t✉❛❧❧②
❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ✐♥ ❛♥ n + 1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ✇❤♦s❡ ❜❛s✐s ✐s
♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s Xi ✇❤❡r❡ i ∈ {0, . . . , n}✳ ❙❡❡♥ ❛s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s
✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✱ ρ ✐s ❛♥ ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❇✉t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss
t❤❛♥ n ❛r❡ ❛❧s♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠✉st
❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n + 1 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡♥♦✉❣❤ ✵ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ✐ts r❡✈❡rs❡✱ ✇❡
❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P (x) = x2 + 3

2x − 1✱ t❤❡ r❡✈❡rs❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s
Q(x) = −x2 + 3

2 + 1 ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
−x2 − 2x + 1 ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ♦♥❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ t✇♦ r♦♦ts ♦❢
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛r❡ ✲✷ ❛♥❞ ✶✴✷✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ❛
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ r♦♦t ❜❡t✇❡❡♥
✶ ❛♥❞ +∞✳

❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥✐q✉❡
r♦♦ts ✐♥ (1,+∞) ✉♥✐q✉❡ r♦♦ts ✐♥ (0, 1)✱ ❜✉t ♥♦t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❲❤❡♥
✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✇♦r❦s ❜② ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
❢♦r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢
✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦♣❡ ❢♦r ❛ xnp(1/x) ❢r♦♠ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ p✱ ✇❤✐❝❤
♠❛❦❡s ✐t tr✐❝❦✐❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡st✳ ❚❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐✈❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡✳
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❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶✻

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❈✉r✈❡s ♦❢ x2 + 3
2x1 ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✐ts r❡✈❡rs❡ −x2 + 3

2x− 1 ✭❞❛s❤❡❞✮

✺✳✸ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥t❡r✈❛❧
(l, r) ✇✐t❤ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 1)✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡
✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤✐s t✐♠❡ x = (r − l)y + l✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ❛♥② x t♦ p(x) ❤❛s ❛ r♦♦t ❜❡t✇❡❡♥ l ❛♥❞ r ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ❛♥② y t♦ p((r − l)y + l) ❤❛s ❛ r♦♦t
❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳

❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ♥❛♠❡❞ χk

t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛t✐♦✳ ❋♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
P =

∑n

i=0 aiX
i✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ χk(p) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

χk(p) =

n
∑

i=0

ai(kXi) =
∑

i

i = 0naik
ixi

❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ st✉❞② t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② χr−l ◦ θl✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✲
✉r❡ ✺✳✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ x3

8 − x2

8 + 3x ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (2, 4) ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
x3 − 5

2x2 − 2x + 3
2 ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ (0, 1)✳

✺✳✹ ❘❡❝❛♣✐t✉❧❛t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

■♥ ♦✉r ❢♦r♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ t❤r❡❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ✭θ✮✱
❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✭χ✮✱ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭ρ✮✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

τ = θ1 ◦ ρ ◦ χr−l ◦ θl.

❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (l, r)✳

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ θ✱ ρ✱ χ ❛❝t✉❛❧❧② ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ n ✐♥t♦ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡
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❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶✼

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❈✉r✈❡s ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ (2, 4) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ (0, 1)

♦❢ θa ✐s θ−a✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞✱ s♦ t❤❛t θa ✐s ❛❧✇❛②s ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❲❤❡♥ k ✐s
♥♦♥③❡r♦✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ χk ✐s χ 1

k

✱ s♦ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ρ ✐s ✐ts❡❧❢✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞
✐ts ✐♥✈❡rs❡ ✐s

τ−1θ−l ◦ χ 1

r−l

◦ ρ ◦ θ−1.

❲❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s Xi ❜② t❤✐s ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✐♥ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r✳ ▲❡t ✉s ✜rst ♦❜s❡r✈❡
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ρ ◦ θ−1✿

τ−1(Xi) = θ−l ◦ χ 1

r−l

◦ ρ





i
∑

j=0

(

i

j

)

(−1)jxi−j



 = θ−l ◦ χ 1

r−l





i
∑

j=0

(

i

j

)

(−1)jxn−i+j





= θ−l ◦ χ 1

r−l



xn−i

i
∑

j=0

(

i

j

)

(−x)j





= θ−l ◦ χ 1

r−l

(

xn−i(1 − x)i
)

❚❤❡♥ ❧❡t✬s ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ θ−l ◦ χ 1

r−l

✳

τ−1(Xi) = θ−l

(

xn−i

(r − l)n−i

(

1 −
x

r − l

)i
)

= θ−l

(

xn−i

(r − l)n−i

(r − l − x)i

(r − l)i

)

= θ−l

(

xn−i(r − l − x)i

(r − l)n

)

=
(x − l)n−i(r − l − (x − l))i

(r − l)n

=
1
(

n
i

) (Pb(n, l, r, n − i))

■❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ τ(p) ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ci✱ t❤✐s ♠❡❛♥s
τ(p) =

∑n

i=0 cix
i✳ ◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜♦t❤ τ ❛♥❞ τ−1 ❛r❡ ❧✐♥❡❛r✱ ✇❡ ❝❛♥

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶✽

s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ❛s

p = τ−1

(

n
∑

i=0

ciX
i

)

=
n
∑

i=0

ciτ
−1(xi)

=

n
∑

i=0

ci

1
(

n
i

)Pb(n, l, r, n − i)

❚❤✉s✱ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✿

bi =

(

n

n − i

)−1

cn−i =

(

n

i

)−1

cn−i

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❧✐st ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r♦♦t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (l, r)✳

✻ ❉✐❝❤♦t♦♠②

❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❣✐✈❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ❡①❤✐❜✐t ❡✐t❤❡r ③❡r♦ ♦r
♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r♦♦ts
♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t✳

❲❤❡♥ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡①❤✐❜✐t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✱ ♥♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ r♦♦ts ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✭✶✳❜✮✱ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡①❤✐❜✐t t✇♦ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s✱
❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r♦♦t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❲❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✉♥❝♦♥❝❧✉s✐✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
❧✐♥❡✳

✻✳✶ ●❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r ❞✐❝❤♦t♦♠②

❲❤❡♥ ❝✉tt✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ t✇♦ ❤❛❧✈❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✐s ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡❧② ❞♦✉❜❧❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❤❛❧❢✲✐♥t❡r✈❛❧s r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♥❡✇ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ n ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤❡② ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢
t❤❡ ❝✉r✈❡✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ①✲❛①✐s✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡①❤✐❜✐t ❛ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧✱
❜✉t ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮✳ ■♥ t❤❡ ❤❛❧✈❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ t✇♦
♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❞✱ ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥②♠♦r❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ❝✉r✈❡✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡
❧✐♥❦s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥t❡r✈❛❧✱ ♠❛r❦❡❞ ❜② r♦✉♥❞ ❜✉❧❧❡ts ✭t❤❡
❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✶✱ ✸✱ ✲✶✱ ✶✱ ✹ ✶ ❢♦r t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡
❧✐♥❦s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❤❛❧❢ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ♠❛r❦❡❞ ❜② sq✉❛r❡ ❜♦①❡s ✭t❤❡
❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✶✱ ✷✱ ✶✳✺✱ ✶✱ ✵✳✾✸✼✺✱ ✶✳✶✺✻✷✺ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❛♥❞
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❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶✾

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❤❛❧✈❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s

✶✳✶✺✻✷✺✱ ✶✳✸✼✺✱ ✶✳✽✼✺✱ ✷✳✺✱ ✷✳✺✱ ✶ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧✮✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧✐♥❡ r❡❛❧❧② ❣❡ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s
❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡r✐❡s ♦❢ ❇❡r♥✲
st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r♦♦ts
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳

■t ♠❛② s❡❡♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❛ ❝♦st❧② ♣r♦❝❡ss✳ ❆r♦✉♥❞
✶✾✺✵✱ ✇❤✐❧❡ st✉❞②✐♥❣ ❇é③✐❡r ❝✉r✈❡s✱ ❉❡ ❈❛st❡❧❥❛✉ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r
t❤❡ s✉❜ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇❡r❡ ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❜✐❣ ✐♥t❡r✈❛❧
t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞②
❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s
♣r♦♦❢ ✐s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✻✳✷ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥

●✐✈❡♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n✱ ❞❡✜♥❡❞
❜② p =

∑n

i=0 aiX
i ∈ Q[X] ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢

✐ts r♦♦ts ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (ai)i = 0 . . . n✱ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❈❛✉❝❤② ❜♦✉♥❞ ❬❇P❘✵✻❪✿

∀x ∈ R, p(x) = 0 ⇒ |x| ≤ C(p) ✇✐t❤ C(p) =

n
∑

i=0

|ai|

|an|

■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t x ❜❡ ❛ r♦♦t ♦❢ p✳ ■❢ |x| ≤ 1✱ s✐♥❝❡ 1 ≤ C(p)✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② tr✐✈✐❛❧②
❤♦❧❞s✳ ❚❤❡♥ ✐❢ |x| > 1✱ s✐♥❝❡ x ✐s ❛ r♦♦t✱ ❛♥❞ an 6= 0

xn = −
1

an

n−1
∑

i=0

aix
i

❍❡♥❝❡✿

|x|n ≤
1

|an|

n−1
∑

i=0

|ai||x|
i ≤

1

|an|

n
∑

i=0

|ai||x|
i
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❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✷✵

✜rst ❜② tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡♥ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t ✭♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ s✉♠ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡♠♣t②✮✳ ❚❤❡♥✿

|x| ≤
1

|an|

n
∑

i=0

|ai||x|
i−n ≤

1

|an|

n
∑

i=0

|ai|

s✐♥❝❡ |x| > 1 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r❛❧❧ i = 0 . . . n✱ |x|i−n ≤ 1✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t♦ st❛rt st✉❞②✐♥❣ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t

t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡ t♦ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ (−C(p), C(p))✳ ❚❤✐s ❥✉st✐✜❡s ✇❡ ❝❛♥
st❛rt ❛ r❡❛❧ r♦♦t ✐s♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❖♥
t❤✐s ✜rst ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛t ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✱ ✇❡
❝♦♥t✐♥✉❡ ❜② ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✻✳✸ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

●✐✈❡♥ t❤r❡❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st✐♥❝t r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs l, r,m✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ t✇♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧✐sts ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ P ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s (l,m) ❛♥❞ (m, r) ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢
P ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ (l, r)✳

▲❡t ❜ ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ❢♦r ❛♥
✐♥t❡r✈❛❧ (l, r) ✇✐t❤ l, r ∈ Q ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡ n✳ ▲❡t m ∈ Q ❜❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r
❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ l ❛♥❞ r✳ ❲❡ ♣♦s❡ α = m−l

r−l
❛♥❞ β = r−m

r−l
✳ ❚❤❡ ❞❡❴❝❛st❡❧❥❛✉

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❜②✿

❋✐①♣♦✐♥t ❞❡❴❝❛st❡❧❥❛✉ ✭❛❧♣❤❛ ❜❡t❛ ✿ ◗❝❜✮ ✭❜ ✿ ♥❛t ✲❃ ◗❝❜✮ ✭♥ ✿

♥❛t✮ ✿❂

♠❛t❝❤ ♥ ✇✐t❤

⑤ ❖ ❂❃ ❜

⑤ ✐✳✰✶ ❂❃ ❢✉♥ ❥ ❂❃

✭❛❧♣❤❛ ✯ ❞❡❴❝❛st❡❧❥❛✉ ❝ ✐ ❥ ✰ ❜❡t❛ ✯ ❞❡❴❝❛st❡❧❥❛✉ ❝ ✐ ❥✳✰✶✮

❡♥❞✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst n ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ P ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧
(l,m)✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❞✐❝❤♦✬ ❛❧♣❤❛ ❜❡t❛ ❝ ✐ ✿❂

❞❡❴❝❛st❡❧❥❛✉ ❛❧♣❤❛ ❜❡t❛ ❝ ✐ ✵✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ P ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧
(m, r)✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❞✐❝❤♦ ❛❧♣❤❛ ❜❡t❛ ♣ ❝ ✐ ✿❂

❞❡❴❝❛st❡❧❥❛✉ ❛❧♣❤❛ ❜❡t❛ ❝ ✭♣ ✲ ✐✮ ✐✳

❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❴❝❛st❡❧❥❛✉ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t
❛t r❛♥❦ j ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧✐♥❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❡❧❡♠❡♥ts ❛t r❛♥❦ j ❛♥❞ j + 1 ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐♥❡✳
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❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✷✶

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❜② ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ❜r♦❦❡♥ ❧✐♥❡s✳
❋♦r t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ❧✐♥❡✱ ✇❡ ❝✉t t❤✐s s❡❣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❛s t❤❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s s♣❧✐t ❜❡t✇❡❡♥ (l,m) ❛♥❞
(m, r)✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ❛ ♥❡✇ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ n + 1 ❝♦♥tr♦❧
♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤✉s ❤❛❞ n s❡❣♠❡♥ts✱ ✇❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ n ♥❡✇ ♣♦✐♥ts✱ ❞❡✜♥✐♥❣ n − 1
♥❡✇ s❡❣♠❡♥ts✳ ❲❡ r❡♣❡❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ s❡❣♠❡♥ts✱ ✉♥t✐❧ ✇❡ r❡❛❝❤ ❛
s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ ✇❡ ❛❣❛✐♥ s♣❧✐t t❤✐s s❡❣♠❡♥t ✐♥t♦
t✇♦ ♣❛rts ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ (l,m) ❛♥❞ (m, r)✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣♦✐♥t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❧✐❡
♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✬s ❝✉r✈❡✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♦♥❧② ✉s❡ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ m ✐s t❤❡ ♠✐❞✲
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✐t ✇♦r❦s ❢♦r ❛♥② r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ l✱ m✱ ❛♥❞ r✱ ❛s
❧♦♥❣ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st✐♥❝t✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
♦♥ ✜❣✉r❡ ✾✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♥❡✇ ❜❛s❡s✱
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✐❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts {B0, . . . , B5}✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✐♥♥❡r♠♦st
❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t✱ ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ t✇♦ ♥❡✇ ❧✐sts ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✳ P♦✐♥ts
{C0, . . . , C5} ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛❧❢✱ {D0, . . . , D5} ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛❧❢✳ ❉❡ ❈❛st❡❧❥❛✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r
❣r❛♣❤✐❝s ❢♦r r❛st❡r✐③✐♥❣ ❇é③✐❡r ❝✉r✈❡s✳

B0 = C0

B1

B2 B3

B4

B5 = D5

C1

C2

C3

C4 C5
 = 
D0

D1

D2

D3

D4

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉ s♣❧✐tt❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ [B0, B5]

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡
❞✐❝❤♦ ❛♥❞ ❞✐❝❤♦✬ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss t❤❡♦r❡♠s ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ❈♦q ❛r❡✿

▲❡♠♠❛ ❞✐❝❤♦✬❴❝♦rr❡❝t ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❧ r ♠ ✿ ◗❝❜✮✭q ✿ ④♣♦❧② ◗❝❜⑥✮✭♣ ✿

♥❛t✮

✭❝ ✿ ♥❛t ✲❃ ◗❝❜✮

✭❛❧♣❤❛ ✿❂ ✭r ✲ ♠✮ ✯ ✭r ✲ ❧✮❫✲✶✮ ✭❜❡t❛ ✿❂ ✭♠ ✲ ❧✮ ✯ ✭r ✲ ❧✮❫✲✶✮✱

♠ ✦❂ ❧ ✲❃

q ❂ ❭s✉♠❴✭✐ ❁ ♣✳✰✶✮✭❝ ✐✮ ✯ ❜❡r♥♣ ❧ r ♣ ✐ ✲❃

q ❂ ❭s✉♠❴✭❥ ❁ ♣✳✰✶✮✭❞✐❝❤♦✬ ❛❧♣❤❛ ❜❡t❛ ❝ ❥✮ ✯ ❜❡r♥♣ ❧ ♠ ♣ ❥✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✷✷

▲❡♠♠❛ ❞✐❝❤♦❴❝♦rr❡❝t ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❧ r ♠ ✿ ◗❝❜✮✭q ✿ ④♣♦❧② ◗❝❜⑥✮✭♣ ✿

♥❛t✮

✭❝ ✿ ♥❛t ✲❃ ◗❝❜✮

✭❛❧♣❤❛ ✿❂ ✭r ✲ ♠✮ ✯ ✭r ✲ ❧✮❫✲✶✮ ✭❜❡t❛ ✿❂ ✭✭♠ ✲ ❧✮ ✯ ✭r ✲ ❧✮❫✲✶✮✮✱

♠ ✦❂ r ✲❃

q ❂ ❭s✉♠❴✭✐ ❁ ♣✳✰✶✮✭❝ ✐✮ ✯ ❜❡r♥♣ ❧ r ♣ ✐ ✲❃

q ❂ ❭s✉♠❴✭❥ ❁ ♣✳✰✶✮✭❞✐❝❤♦ ❛❧♣❤❛ ❜❡t❛ ♣ ❝ ❥✮ ✯ ❜❡r♥♣ ♠ r ♣ ❥✳

✇❤❡r❡ ✭❜❡r♥♣ ❧ r ♣ ✐✮ ✐s t❤❡ i✲t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡
p ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs l ❛♥❞ r✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧✐st b = (b

(
00) . . . b

(0)
p ) ♦❢

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs l ❛♥❞ r✱ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✱
✐t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❢✉❧❧ tr✐❛♥❣❧❡✱ s♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ t❤❡ t✇♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ❧✐sts ❝❛♥
❜❡ r❡❛❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❧✐st b′ = b

(0)
0 . . . b

(j)
0 . . . b

(p)
0 ✐s

t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs l ❛♥❞ m ♦✉t♣✉t ❜② ❞✐❝❤♦✬✳
❚❤❡ ❧✐st b′′ = b

(p)
0 . . . b

(p−j)
j . . . b0

p ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ✇✐t❤
♣❛r❛♠❡t❡rs m ❛♥❞ r ♦✉t♣✉t ❜② ❞✐❝❤♦✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❛r❡❛ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ s❤♦✇ ✇❤✐❝❤
✈❛❧✉❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ r❡❧✐❡s ♦♥✳ ❚❤✐s
str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✜①♣♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

❞❡❴❝❛st❡❧❥❛✉ ❛❧♣❤❛ ❜❡t❛ ❜ ♥✳✰✶ ✐ ❂

✭❞❡❴❝❛st❡❧❥❛✉ ❛❧♣❤❛ ❜❡t❛ ❜ ♥ ✐✮ ✰ ✭❞❡❴❝❛st❡❧❥❛✉ ❛❧♣❤❛ ❜❡t❛ ❜ ♥

✐✳✰✶✮

✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡✳
▲❡t ✉s ✜rst ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿

▲❡♠♠❛ ❜❡r♥❴s✇❛♣ ✿

❢♦r❛❧❧ ♥ ✐ ❧ r✱

✭✐ ❁❂ ♥✮ ✲❃ r ✦❂ ❧ ✲❃ ❜❡r♥♣ r ❧ ♥ ✐ ❂ ❜❡r♥♣ ❧ r ♥ ✭♥ ✲ ✐✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✷✸

❚❤✐s r❡♠❛r❦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ b ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ✐♥ t❤❡
❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs l ❛♥❞ r✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦❢ b ✐s t❤❡
❧✐st ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ✐♥ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n
✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs r ❛♥❞ l✿ r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❧✐st s✇❛♣s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

▲❡♠♠❛ ❜❡r♥❴r❡✈❴❝♦❡❢ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭♥ ✿ ♥❛t✮✭❧ r ✿ ◗❝❜✮✭❜ ✿ ♥❛t ✲❃ ◗❝❜✮

✱

❭s✉♠❴✭✐ ❁ ♥✳✰✶✮✭❜ ✐✮ ✯ ✭❜❡r♥♣ ❧ r ♥ ✐✮ ❂

❭s✉♠❴✭✐ ❁ ♥✳✰✶✮✭❜ ✭♥ ✲ ✐✮✮ ✯ ✭❜❡r♥♣ r ❧ ♥ ✐✮✳

❚❤✐s r❡♠❛r❦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐❝❤♦✬ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦
❣❡t ❛ ❝❡rt✐✜❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧✐sts✿ ✐❢ b ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❧✐st ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs l ❛♥❞ r✱ t❤❡♥ r❡✈❡rs✐♥❣ b ❣✐✈❡s t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs r ❛♥❞ l✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐❝❤♦✬ ♦♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦❢ b ✉s✐♥❣
r✱ l ❛♥❞ m ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r r ❛♥❞ m✱ ❤❡♥❝❡ r❡✈❡rs✐♥❣
t❤✐s ♦✉t♣✉t ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❞✐❝❤♦ ♦♥ b ✉s✐♥❣ l✱ r ❛♥❞ m✳ ❯s✐♥❣ ❛
s✐♠✐❧❛r s②♠♠❡tr② ♦♥ t❤❡ ❞❡❴❝❛st❡❧❥❛✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ✐♥ ❢❛❝t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ t❤❡ ❞✐❝❤♦❴❝♦rr❡❝t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❞✐❝❤♦✬❴❝♦rr❡❝t✳

❇② ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝❤♦✬❴❝♦rr❡❝t s♣❡❝✐✜✲
❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✐ts❡❧❢ ❛ ❇❡r♥st❡✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧✐st b ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ③❡r♦s
❡①❝❡♣t ❛t ♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♦♥❡✳

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❞✐❝❤♦✬ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ s✉❝❤
❛ ❧✐st✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛♥② ❞✐st✐♥❝t r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs l, r,m ❛♥❞ ❛♥② n ∈ N✱
❣✐✈❡♥ i ≤ n✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢✿

Pb(n, l, r, i) =

(

n

i

)

(X − l)i(X − r)n−i

(r − l)n

✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s (Pb(n, l, m, i))i=0,...,n✳ ❲❡ ♣♦s❡ α = r−m
r−l

❛♥❞ β = m−l
r−l

✳ ■♥ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❜❛s✐s✱ ❢♦r♠❛❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (m− l)✳ ❇②
♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✿

X − l

r − l
= β

X − l

m − l
❛♥❞

r − X

r − l
= α

X − l

m − l
+

m − X

m − l

❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t②✿
(

n

i

)(

n − i

j − i

)

=

(

j

i

)(

n

j

)

✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t✿

Pb(n, l, r, i) =

n
∑

j=i

(

j

i

)

αj−iβiPb(n, l, m, j) (∗)

◆♦✇ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝❤♦✬❴❝♦rr❡❝t ❧❡♠♠❛✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡
t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦✉t♣✉t ❜② t❤❡ ❞✐❝❤♦✬ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ (∗)✱
✇❤✐❝❤ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ i✳

✼ ❋♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s

❚❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♥r✐❛✳❢r✴s♦♣❤✐❛✴♠❡♠❜❡rs✴❨✈❡s✳❇❡rt♦t✴♣r♦♦❢s✴❜❡r♥st❡✐♥✳❤t♠❧

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾

http://www.inria.fr/sophia/members/Yves.Bertot/proofs/bernstein.html


❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✷✹

✼✳✶ ◆✉♠❜❡rs

❚❤❡ ✇♦r❦ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❛s ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥② ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ❜✉t ❡①♣r❡ss❡❞ s♦❧❡❧② ✐♥ t❡r♠s ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs
❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❖✉r ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥② r❡❛❧ ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞✱
❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✳

❲❡ ♣r♦✈❡❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② ❡①♣r❡ss✐♥❣
t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r t❤❡♦r② ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
tr❡❛t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❈❛✉❝❤② s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦r ❞❡r✐✈❛❜✐❧✐t②✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ r❡❧② ♦♥ ✏❜♦♦❦ ❡q✉❛❧✐t②✑ ♦r s❡t♦✐❞s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss ❛❧❧
❡q✉❛❧✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ✏▲❡✐❜♥✐③ ❡q✉❛❧✐t②✑✳

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ✈❡rs❛t✐❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ✐t ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈♦q ✐♥ ❬❈❋●❲✵✹✱ ❖✬❈✵✼✱ ❖✬❈✵✽❪ ❛s ✐t r❡❧✐❡s s♦❧❡❧② ♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
✐st✐❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❧s♦ r❡❛❞✐❧② ✉s❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✏❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✑
♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q ❧✐❜r❛r② s✐♥❝❡ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ♣❧❛✐♥ ❡q✉❛❧✐t②✳

■t ✇❛s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ r❡❛s♦♥ ♦♥ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs
❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❡q✉❛❧✐t②✳ ■♥ ♦✉r
✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ st❛rt❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✷✵✵✺✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs
t❤❛t ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ s❡t♦✐❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ t♦♦
❧✐♠✐t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛❝❡ ❤❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ♦♥❝❡ ✇❡ ❝❛♠❡ ❜❛❝❦
t♦ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦♥ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ◗❝❜ r❡❧✐❡s
♦♥ r❡❞✉❝❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♥✉♠❡r❛t♦r✱ ❛ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✱ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣r✐♠❡✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠
t❤❡ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ♣r♦♦❢s ✐♥ t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ t②♣❡✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ ▲❡✐❜♥✐③ ❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇❡r✵✸❪✳

❚❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r♦♦ts ❛r❡ ♥♦t ❢❛✐t❤❢✉❧
t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ r♦♦t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s x4 − x2 + 1

4 ❛♥❞ x3 − 3
2x2 + 3

4x − 1
8 ✱ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤♦✉❣❤t

♦❢ ❤❛✈✐♥❣ r♦♦ts ✐♥s✐❞❡ (0, 1) ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ s❡♥s❡✱ t❤❡s❡ r♦♦t ❜❡✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
1√
2
❛♥❞ 1

2 ✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥❧② t♦✉❝❤❡s t❤❡ ①✲❛①✐s ✐♥ ❛ ♣❧❛❝❡
t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r✱ ❜✉t st❛②s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ r❡❛❧❧② ❝r♦ss❡s t❤❡ ①✲❛①✐s✱ ♠♦r❡♦✈❡r ✐t ❞♦❡s s♦ ✐♥ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡ t❤❡ r♦♦t ✐s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ❞♦❡s ♥♦t
s❛t✐s❢② t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ st❛②✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ ✵✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❡
✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r♦♦ts ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤✐s
♣r♦♦❢ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ♦♥❧② s✐♠♣❧❡ r♦♦ts ❛♥❞ s❤♦✉❧❞
♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✈❡r s❡tt✐♥❣s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦✉r ✏❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✑ ✐s ♦♥❧②
s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦
❛♥② ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❛s ✐t ✐s st❛♥❞❛r❞ ✐♥
❝♦♥str✉❝t✐✈❡ r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❬❇✐s✻✼❪✳ ❙t✐❧❧✱ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❛❧♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡
✇❛② t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❈❛✉❝❤② s❡q✉❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ r♦♦t✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ r♦♦t ✐s♦❧❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❞♦❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦✉r ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✖❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
♦❢ r♦♦ts ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✖ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ♣✉r✲
♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✷✺

✼✳✷ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡s

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡
❙❙❘❡❢❧❡❝t r❡♣♦s✐t♦r②✳ ❚❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬●▼❘+✵✼❪✱ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♥❝❡
❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❢♦r ♦r❞❡r❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ✐♥✲
t❡❣r❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥st❛♥❝❡s ✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥st❛♥❝❡s
♦♥ t❤❡ t②♣❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r② ♦❢ t❤❡ ❈♦q s②st❡♠✱ ♥❛♠❡❧② ❩✱
t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ❛s ❜✐♥❛r② ✇♦r❞s✱ ❛♥❞ ◗❝❜✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛s
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡s r❡q✉✐r❡ t❤❡✐r ❝❛rr✐❡r
t②♣❡ t♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧✐t② t❡st r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ▲❡✐❜♥✐③
❡q✉❛❧✐t② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② ❞❡❢❛✉❧t ♦♥ t❤❡ t②♣❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥❝r❡t❡
t②♣❡s ✇❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ✭✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✮ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡❧② ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤✐s
❝❛t❡❣♦r②✱ t❤✐s ✇❛s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❡r❡
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❜♦❞② ♦❢ ❧❡♠♠❛s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧❛②❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ✈❡r② ✉♥✐❢♦r♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛ s❛♠❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❤❛r❡
t❤❡♦r②✱ ❤❡♥❝❡ ❧❡♠♠❛ ♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r
✐♥✈♦❧✈❡s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ s❡✈❡r❛❧ r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs✱ t❤❡ r✐♥❣
♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❇❡✐♥❣
❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r✐♥❣ ❛❜str❛❝t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥
✜❡❧❞ ❢♦r r❛t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡rs✮✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❢♦r
♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ✭① ✯ ②✮ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ① ❜② ②✱ ✭① ✯✰ ♥✮ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ ① ❜② ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐t❡r❛t❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s
❧❛tt❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❜✐♥♦♠✐❛❧
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t ✇❛② s✐♥❝❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❞❡✜♥❡❞
❛s ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡s ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥② s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✐♥❥❡❝t✐♦♥
❢r♦♠ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs t♦ ❡❛❝❤ r✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t ♦♥❝❡ r❛t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡rs
❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ str✉❝t✉r❡s✱ ♦✉r ♣r♦♦❢s ♥♦ ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥②
❛r❣✉♠❡♥t s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳

✼✳✸ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ r♦♦ts ♦❢ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❢r♦♠ ❛♥
❛♥❛❧②t✐❝ ♣♦✐♥t ♦♥ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ✐s ❤❡r❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
P : Q → Q✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜② ❛ ❜✐❣
❡♥❞✐❛♥ ❧✐st ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❜❛s✐s✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
s✐♠♣❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ Q → Q ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍♦r♥❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳

❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛♥
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧✐sts✱ ♦♥❧② ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛✐❧ ③❡r♦❡s✳ ❚❤❡ r✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡❣r❡❡ ✐s
❛❝t✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❜② t❤❡
t②♣❡✿

❘❡❝♦r❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❘ ✿ r✐♥❣❚②♣❡✮ ✿❂

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ④♣♦❧②s❡q ✿❃ s❡q ❘❀ ❴ ✿ ❧❛st ✶ ♣♦❧②s❡q ✦❂ ✵⑥✳

t❤❛t ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛ ❧✐st ♣♦❧②s❡q ✿ ✭s❡q ❘✮ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ❧❛st ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ t❤✐s ❧✐st ✐s ♥♦♥ ③❡r♦✳ ❚❤❡ t②♣❡ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❘✮ ✐s ✉s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥
④♣♦❧② ❘⑥✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✷✻

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ③❡r♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❤❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠♣t② ❧✐st✳ ❚❤❡
✿❃ s②♠❜♦❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②s❡q ❝♦♥str✉❝t♦r ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛s ❛ ❝♦❡r❝✐♦♥✿ ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛♥ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧✐st ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❢♦r❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢
t❤❛t ✐t ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳

◆♦t❡ t❤❛t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s r❡q✉✐r❡ ❛ r✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤
❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞
s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ X ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐st [:: 0, 1]✱ ✇❤❡r❡ 1 ❛♥❞ 0 ❛r❡
t❤❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ③❡r♦ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❙❙❘❡❢❧❡❝t r✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❡♠❜❡❞s ❛ t②♣❡ ✇✐t❤ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧✐t②✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✐♥❤❡r✐t ❢r♦♠ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧✐t② t❡st✳

❆t ♠❛♥② ♣❧❛❝❡s ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛s ❧✐sts ♦❢ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ✐♥ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ✜①❡❞
✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❜❛s✐s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❧✐sts ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛✐❧ ③❡r♦s✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s Xi ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡
♣♦s✐t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳ ❇❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ❧✐st r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Xi s❤♦✉❧❞ ❜❡
♣❛❞❞❡❞ ✇✐t❤ (p − i) t❛✐❧ ③❡r♦❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧✐st ♦❢ Xi ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦✲
♠✐❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ p✳ ❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r♠ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❛♥❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❛r❝❤✐✈❡ ✐s ♥♦t ②❡t s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❧❧ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦
❣❡t t❤✐s ❡❛s✐❧② ❢r♦♠ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ ♦♥❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ✭❝❛t❡♥❛t✐♥❣ ③❡r♦s✱✳✳✳✮ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡♠ ❝♦rr❡❝t✱
✇❤✐❝❤ ❝❡rt❛✐♥❧② ❧❡❛✈❡s r♦♦♠ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳

❈♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ ❡①❛❝t ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ ♥♦t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t♦rs t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❧✐st ✐♥t♦ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♣♦❧②❴❝♦♥s ✭❝ ✿ ❘✮✭♣ ✿ ④♣♦❧② ❘⑥✮ ✿❂

✐❢ ♣ ✐s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✭❴ ✿✿ ❴✮ ❛s s✮ ♥s t❤❡♥

❅P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❘ ✭❝ ✿✿ s✮ ♥s

❡❧s❡ ❝✪✿P✳

❜✉✐❧❞s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ (c +′ X ∗ p)✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ♣ ❤❛s t②♣❡
④♣♦❧② ❘⑥ ❛♥❞ ✐s ❤❡♥❝❡ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❙✐♥❝❡ ♣ ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐s ✐t ❡✐t❤❡r
♥♦♥✲③❡r♦✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐st s t❤❛t ❤❛s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥t✱
♦r ③❡r♦✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣t② ❧✐st✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡
♥❡✇ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐s s✐♠♣❧② ✭❝ ✿✿ s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ✐s ✉♣
t♦ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦♦❢ t❤❛t ♣ ✇❛s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ✇❡
♦✉t♣✉t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ ❝✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❝✪✿P✳

◆♦✇ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ P♦❧② ✿❂ ❢♦❧❞r ♣♦❧②❴❝♦♥s ✵✪✿P✳

✐t❡r❛t❡s t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞s ❛ ♥♦r♠❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✉t ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❧✐st✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ ❧❡♠♠❛s s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❧✐sts
✐t❡r❛t♦r ✭❧✐❦❡ ❝❛t❡♥❛t✐♦♥✱ ♠❛♣♣✐♥❣✱✳✳✳✮ ✉♥❞❡r t❤❡ P♦❧② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s♣❡❝✐❛❧❧②
✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭③❡r♦✲
♣❛❞❞✐♥❣✱ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱✳✳✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✷✼

❆♥ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧s ✐s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❛t ✲❃ ❘✳ ❚❤✐s ❢❛❝✐❧✐t② ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t❡❞ ♦♣✲
❡r❛t♦r ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❬●●▼❘✵✾❪✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥
❝ ✿ ♥❛t ✲❃ ❘✱ ❛♥❞ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

❭s✉♠❴✭✐ ❁ ♥✮ ✭❝ ✐✮✪✿P ✯ ✬❳❫✐

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
∑

i<n ciX
i✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ♣♦✇❡rs

♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✬❳ ❜② ❝♦♥st❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❜✉✐❧t ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✉t ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❛❝❝❡ss❡s ✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧✐sts✱ t❤❡ ❞❡ ❈❛st❡❧✲

❥❛✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ♦♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐sts ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s
♥❛t ✲❃ ◗❝❜✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❧❡♠♠❛s ❤♦✇❡✈❡r r❡✐♥t❡r♣r❡t t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐t❡r❛t❡❞ s✉♠ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳

✼✳✹ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s

❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐s r❡❧✐❡✈✐♥❣
t❤❡ ✉s❡r ❢r♦♠ ♠❛♥② ♣❛✐♥❢✉❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s✳ ❇❡s✐❞❡ t❤❡ s❤❛r✐♥❣ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡♦r② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢②✱ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♥❞❡①❡❞ s✉♠s ✐s ❛ r♦✉t✐♥❡ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ ✐t❡r❛t❡❞
s✉♠ ❤❛♥❞❧✐♥❣✳

❙✐♥❝❡ r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐t❡r❛t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❬●●▼❘✵✾❪✱ ♣r♦♦❢ st❡♣s ❧✐❦❡ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦r ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r
♣r♦❞✉❝t ♦♥ ❛♥ ✐t❡r❛t❡❞ s✉♠✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t❡❞ s✉♠ ♦❢ ③❡r♦❡s ❡❧❡♠❡♥ts ❜②
❛ ③❡r♦✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣

∑n

i=0 ri ❜②
∑n

i=0 rn−i ♦♥❧② r❡q✉✐r❡ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣✳
❊✈❡♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ❛♥❞ r❡✐♥❞❡①✐♥❣ ❧✐❦❡
tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣

∑n+m

i=0 ri ✐♥t♦
∑n

i=0 ri +
∑m

i=0 rn+i ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣
♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❧❡♠♠❛ ❛❜♦✉t ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤✐s ❙❙❘❡❢❧❡❝t
❧✐❜r❛r② ♦♥ ✐♥❞❡①❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ♣r♦♦❢s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ s❝r✐♣ts ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t♦♦ ♠❛♥② ❛t♦♠✐❝
r❡✇r✐t❡ st❡♣s t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ r✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ♦r ♣r♦✈❡ tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦r❞❡r ❧✐❦❡ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ♦r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r✐❡s st✐❧❧ ❧❛❝❦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡❈♦q s②st❡♠✱ ❧✐❦❡ r✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦r ❧✐♥❡❛r
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ st✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ t❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ ❈♦q t❛❝t✐❝s ♦♥ ❧✐♥❡❛r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛r❡ ❤❛r❞❝♦❞✐♥❣ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ r❡❧② ♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t
str✉❝t✉r❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ✜❡❧❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❛♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t r✐♥❣ str✉❝t✉r❡
✐♥st❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❣✐st❡r❡❞ ❛s ❛ ✈❛❧✐❞ r✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ r✐♥❣

t❛❝t✐❝✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❜r✐❞❣✐♥❣ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡s
✐♥❢❡r❡❞ ❜② t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✮ ❛♥❞ t❤❡
❖❈❛♠❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉s❡❞ ❜② ❈♦q t❛❝t✐❝s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ♦❢ r✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤❡❧♣
t❤❡ ✉s❡r ✐❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❛♥❞❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ ✈❛r✐♦✉s r✐♥❣ ❛♥❞ s❡♠✐✲
r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❧✐❦❡ t❤❡ r✐♥❣s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② t❤❡ s❡♠✐✲r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱ ♣r♦♦❢ st❡♣s ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❣❡t ❛ tr✉❡❧② ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✷✽

❡✣❝✐❡♥t ♣r♦♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❢❛❝t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣
t❡r♠ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♥❛♠❡❧② t♦ ❝❡rt✐❢② ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ✜rst ♦r❞❡r t❤❡♦r② ♦❢ r❡❛❧ ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❨❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❜✉t ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t
t♦♦❧s ❝♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ ❝r❛❢t❡❞ t♦ r❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ✉s❡r ❢r♦♠ ♣❡❞❡str✐❛♥ st❡♣s ✇❤❡♥
♣♦ss✐❜❧❡✳

✼✳✺ ❈✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❛t
❤❛✈❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ✐♥ ♦✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

❼ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ r♦♦ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡
❈❛✉❝❤② ❜♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❼ ■❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ p ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ x ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡
✐♥ y✱ ✇✐t❤ x < y✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ε ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t x′ ❛♥❞ y′ s♦ t❤❛t −ε <
p(x′) < p(y′) < ε✳

❼ ■❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞
♠♦♥♦♠✐❛❧ ❜❛s✐s✱ t❤❡♥ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t ❜❡t✇❡❡♥ 0
✭❡①❝❧✉❞❡❞✮ ❛♥❞ +∞✳

❼ ■❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐ts ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ (l, r)✱ t❤❡♥ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦♦t ❜❡t✇❡❡♥ l
❛♥❞ r ✭❡①❝❧✉❞❡❞✮✳

❼ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❞✐✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

❼ ❉❡ ❈❛st❡❧❥❛✉✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s (l,m) ❛♥❞ (m, r) ❢r♦♠ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♥✲
t❡r✈❛❧ (l, r)✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s ♣❧❛♥✱ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s r❡s✉❧ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡
❛♥❞ ✐ts ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❚♦ ❝❡rt✐❢② ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ♥❛✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤
❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡✉r❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②
♦❢ r♦♦ts ✭❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❝♦♠♠♦♥ ❞✐✈✐s♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞
✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✮ ❛♥❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡
❞✐❝❤♦t♦♠②✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s s❤♦✉❧❞ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t♦♦ ♠✉❝❤
❡✛♦rt ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❚❤❡
st✉❞② ♦❢ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❤♦✇❡✈❡r r❡q✉✐r❡ ❛ s✉❜t❛♥t✐❛❧ ✇♦r❦✳

❆♥ ♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♦❢ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♥❛✐✈❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❧✐❦❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉
❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▼❛❤✵✼❪ ♦r ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♦♣✲
t✐♠✐③❡❞ ❝♦❞❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ❬▼❘❘✵✺❪✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❘❡❛❧ r♦♦t ✐s♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜② s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦♣✐❝✱
❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✭s❡❡ ❬❘❩✵✸❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧✐tt❡r❛t✉r❡✮ ❛❢t❡r

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✷✾

t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ♦❢ ❯s♣❡♥s❦② ❬❯s♣✹✽❪✳ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❬▼❘❘✵✺✱ ❘❩✵✸❪✳ ❚♦ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✜rst ♠❡❝❤❛♥✐③❡❞ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱❛♥❞
♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛ r❡❛❧ r♦♦t ✐s♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡st ✇♦r❦
t♦ ♦✉rs ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❈♦q ❧❡❛❞ ❜②
❘♦❧❛♥❞ ❩✉♠❦❡❧❧❡r ❬❩✉♠✵✽❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛s❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ❧❛st ✇♦r❦ r❡s✉❧ts ✐♥
❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈♦q s②st❡♠ ♦❢ t♦♦❧ t♦ ✜♥❞ ♦♣t✐♠✉♠s ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❨❡t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛ ♠❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤✐s t♦♦❧✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ♦♥ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❝♦♠❜✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥❛❧✲
②s✐s✱ ❛❧❣❡❜r❛✱ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❧✐st
♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs t♦ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
❉❡s❝❛rt❡s✬ ❧❛✇ ♦❢ s✐❣♥s ✇♦r❦s ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s
✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
r❡❧✐❡s ♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✿ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s✱ ❜❛s❡s✱ ♦r ♠♦r✲
♣❤✐s♠s✳ ▲❛st✱ ❞❡ ❈❛st❡❧❥❛✉✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ♠✐❞♣♦✐♥ts✱ ♦r
s❡❣♠❡♥ts✳ ■t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡①❝✐t✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ st✉❞② ❢♦r♠❛❧❧② ♠❛t❤❡♠❛t✲
✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

❚❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ♥♦t ♠❛❞❡ ❥✉st ❢♦r t❤❡ ❜❡❛✉t② ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣♦❛❧ ✐s
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❬❇P❘✵✻✱ ▼❛❤✵✼❪✳ ■♥ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s ✐♥t♦ ❛ ❢✉❧❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ♣r♦✈✐♥❣
t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ r♦♦ts t❤❛t ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ①❢♦r r♦♦ts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ r♦♦ts✱ ①♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞✐❝❤♦t♦♠② ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞
♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡s✳

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t✱
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭❜♦♦❦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤❡r❡✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ✧t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❝✐r❝❧❡s✧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✉s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ✇❡ ✇✐s❤
t♦ ✜♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♦❢✱ ❛s ✇❡ st✐❧❧ ✇❛♥t t♦ ❡①♣r❡ss ♦✉r r❡s✉❧t ✉s✐♥❣
♠❛✐♥❧② r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ s✐❣♥s ❛❧r❡❛❞② ✐s ❛ ♠♦r❡ ❡❧❡✲
♠❡♥t❛r② ♦♥❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❞❡❜❛t❛❜❧❡✳ ❚❤❡
❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r♦♦ts ❛r❡ ❝♦♥tr✐✈❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡
✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐❢ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ♦✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❛ st❡♣♣✐♥❣ st♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ t♦✇❛r❞s ❞❡✜♥✐♥❣
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs✳

❍❛✈✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❞❞✐♥❣ ♣❧♦t✲
t✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ t♦♦❧✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ t♦♦❧ t♦ st✉❞②
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇❤❡r❡ ✉s❡rs ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦r s✉r❢❛❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❡② ❞❡✜♥❡✱ ❞❡✜♥❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts ❜② ❞✐r❡❝t ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ♣r♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❡♠♣t✐♥❣✱ ❜✉t ✐t ✐s
♥♦t ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❜r♦✉❣❤t ❜② ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r
s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ❛ ❣♦♦❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦♣❡♥s t❤❡ ❞♦♦r t♦ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t♦♦❧s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥♣❧❛❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r
❛✐❞❡❞ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② r♦❜♦t✐❝s✳ ❙♣❧✐♥❡s ❛♥❞ ❇❡③✐❡r ❝✉r✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥
✉s❡❞ ✐♥ ❞r❛✇✐♥❣ t♦♦❧s s❤❛r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥✈✐s✐♦♥ t❤❛t t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐❜r❛r② ♦♥ ❇❡r♥✲

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✸✵

st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡❛s♦♥ ♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❝❤❡❝❦
t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ♣❛rts ❞♦ ♥♦t ❝♦❧❧✐❞❡ ♦r t❤❛t s♦♠❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛s t❤❡ r✐❣❤t t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ r♦❜♦t✐❝s✱ s♣❧✐♥❡s ❛♥❞ ❇❡③✐❡r ❝✉r✈❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞r❡❛♠ ♦❢ ❛ t✐♠❡ ✇❤❡r❡
t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ ♠❛② ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t r♦❜♦ts ✇✐❧❧ ♥♦t r✉♥ ✐♥t♦ tr♦✉✲
❜❧❡ ♦r ❡♥❞❛♥❣❡r ♣❡♦♣❧❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♥♦t ❛❧❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✉s✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ ♠❛♥② ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❛s ❛
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✢❛t ♦❜❥❡❝ts ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ ❧✐❦❡ ❜r♦❦❡♥ ❧✐♥❡s✱ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦r
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝✉r✈② ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐❢ ✇❡
✇❛♥t t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ♥❛t✉r❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ■t ✐s ❡①❝✐t✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❣❡tt✐♥❣
❝❧♦s❡r t♦ ✉s✐♥❣ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬❇❈✵✹❪ ❨✈❡s ❇❡rt♦t ❛♥❞ P✐❡rr❡ ❈❛stér❛♥✳ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣ ❛♥❞
Pr♦❣r❛♠ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❈♦q✬❆rt✿t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✹✳

❬❇❡r✵✸❪ ❨✈❡s ❇❡rt♦t✳ ❙✐♠♣❧❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳
❊❧❡❝tr✳ ◆♦t❡s ❚❤❡♦r✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ✽✺✭✼✮✱ ✷✵✵✸✳

❬❇é③✽✻❪ P✐❡rr❡ ❇é③✐❡r✳ ❈♦✉r❜❡s ❡t ❙✉r❢❛❝❡s✳ ❍❡r♠ès✱ ✶✾✽✻✳

❬❇✐s✻✼❪ ❊rr❡tt ❇✐s❤♦♣✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❆♥❛❧②s✐s✳ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧
❇♦♦❦ ❈♦♠♣❛♥②✱ ✶✾✻✼✳

❬❇P❘✵✻❪ ❙❛✉❣❛t❛ ❇❛s✉✱ ❘✐❝❤❛r❞ P♦❧❧❛❝❦✱ ❛♥❞ ▼❛r✐❡✲❋r❛♥ç♦✐s❡ ❘♦②✳ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠s ✐♥ ❘❡❧❛ ❆▲❣❡❜r❛✐❝ ●❡♦♠❡tr②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✵ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✻✳

❬❈❋●❲✵✹❪ ▲✉ís ❈r✉③✲❋✐❧✐♣❡✱ ❍❡r♠❛♥ ●❡✉✈❡rs✱ ❛♥❞ ❋r❡❡❦ ❲✐❡❞✐❥❦✳ ❈✲❝♦r♥✱
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❝♦q r❡♣♦s✐t♦r② ❛t ♥✐❥♠❡❣❡♥✳ ■♥ ❆♥❞r❡❛ ❆s♣❡rt✐✱
●r③❡❣♦r③ ❇❛♥❝❡r❡❦✱ ❛♥❞ ❆♥❞r③❡❥ ❚r②❜✉❧❡❝✱ ❡❞✐t♦rs✱ ▼❑▼✱ ✈♦❧✉♠❡
✸✶✶✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✽✽✕✶✵✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✵✹✳

❬❞❈✽✺❪ P❛✉❧ ❞❡ ❈❛st❧❡❧❥❛✉✳ ❋♦r♠❡s à ♣ô❧❡s✳ ❍❡r♠ès✱ ✶✾✽✺✳

❬❉❡s✻✾❪ ❘❡♥é ❉❡s❝❛rt❡s✳ ●é♦♠étr✐❡ ✭✶✻✸✻✮✳ ❆ s♦✉r❝❡ ❜♦♦❦ ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳
❍❛r✈❛r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✻✾✳

❬●●▼❘✵✾❪ ❋r❛♥ç♦✐s ●❛r✐❧❧♦t✱ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r✱ ❆ss✐❛ ▼❛❤❜♦✉❜✐✱ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥❝❡
❘✐❞❡❛✉✳ P❛❝❦❛❣✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ❙t❡❢❛♥ ❇❡r❣❤♦❢❡r✱
❚♦❜✐❛s ◆✐♣❦♦✇✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❯r❜❛♥✱ ❛♥❞ ▼❛❦❛r✐✉s ❲❡♥③❡❧✱ ❡❞✐t♦rs✱
❚P❍❖▲s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✻✼✹ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s
✸✷✼✕✸✹✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✾✳

❬●▼✵✽❪ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r ❛♥❞ ❆ss✐❛ ▼❛❤❜♦✉❜✐✳ ❆ ❙♠❛❧❧ ❙❝❛❧❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥
❊①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈♦q s②st❡♠✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ❘❘✲✻✹✺✺✱ ■◆❘■❆✱
✷✵✵✽✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



❆ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✸✶

❬●▼❘+✵✼❪ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r✱ ❆ss✐❛ ▼❛❤❜♦✉❜✐✱ ▲❛✉r❡♥❝❡ ❘✐❞❡❛✉✱ ❊♥r✐❝♦ ❚❛ss✐✱
❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ❚❤ér②✳ ❆ ♠♦❞✉❧❛r ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r②✳
■♥ ❑❧❛✉s ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❛♥❞ ❏❡♥s ❇r❛♥❞t✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❚P❍❖▲s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✼✸✷
♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✽✻✕✶✵✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✼✳

❬❑♥✉✽✻❪ ❉♦♥❛❧❞ ❑♥✉t❤✳ ▼❡t❛❢♦♥t✿ t❤❡ Pr♦❣r❛♠✳ ❆❞❞✐s♦♥ ❲❡s❧❡②✱ ✶✾✽✻✳

❬▼❛❤✵✼❪ ❆ss✐❛ ▼❛❤❜♦✉❜✐✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦q s②st❡♠✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✼✭✶✮✿✾✾✕✶✷✼✱ ✷✵✵✼✳

❬▼❘❘✵✺❪ ❇❡r♥❛r❞ ▼♦✉rr❛✐♥✱ ❋❛❜r✐❝❡ ❘♦✉✐❧❧✐❡r✱ ❛♥❞ ▼❛r✐❡✲❋r❛♥ç♦✐s❡ ❘♦②✳
❇❡r♥st❡✐♥✬s ❜❛s✐s ❛♥❞ r❡❛❧ r♦♦t ✐s♦❧❛t✐♦♥✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s
❘❡s❡❛r❝❤ ■♥st✐t✉t❡ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✵✵✺✳

❬❖✬❈✵✼❪ ❘✉ss❡❧❧ ❖✬❈♦♥♥♦r✳ ❆ ♠♦♥❛❞✐❝✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧
♥✉♠❜❡rs✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✼✭✶✮✿✶✷✾✕
✶✺✾✱ ✷✵✵✼✳

❬❖✬❈✵✽❪ ❘✉ss❡❧❧ ❖✬❈♦♥♥♦r✳ ❈❡rt✐✜❡❞ ❡①❛❝t tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦q✳ ■♥ ❚P❍❖▲s✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱
♣❛❣❡s ✷✹✻✕✷✻✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✽✳

❬❘❩✵✸❪ ❋❛❜r✐❝❡ ❘♦✉✐❧❧✐❡r ❛♥❞ P❛✉❧ ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✳ ❊✣❝✐❡♥t ✐s♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ r❡❛❧ r♦♦ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s✱ ✶✻✷✭✶✮✿✸✸✕✺✵✱ ✷✵✵✸✳

❬❯s♣✹✽❪ ❏❛♠❡s ❱✐❝t♦r ❯s♣❡♥s❦②✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ▼❛❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ❇♦❦
❈♦♠♣❛♥②✱ ✶✾✹✽✳

❬❩✉♠✵✽❪ ❘♦❧❛♥❞ ❩✉♠❦❡❧❧❡r✳ ●❧♦❜❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
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