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▼♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s

❙❡ss✐♦♥ ♦r❣❛♥✐sé❡ ♣❛r ❆♥♥❡ ●é❣♦✉t✲P❡t✐t

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♦✉ ❞❡s ♠❛té✲
r✐❡❧s ❡♠❜❛rq✉és ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ ❢❛✲
t✐❣✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❞✉ré❡s ❞❡ ✈✐❡ ❡t ❞❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐tés ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts r❡❞♦✉tés ❡t ❡st ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ sé❝✉r✐té✳ ▼ê♠❡ s♦✉♠✐s à ❞❡s ré❣✐♠❡s ❞❡
❢❛t✐❣✉❡ ❝♦♥trô❧és✱ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s
♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛s♣❡❝t st♦❝❤❛st✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❡t ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❡♥ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❢❛t✐❣✉❡ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❡s ❡①♣♦sés ❞❡ ❝❡tt❡ s❡s✲
s✐♦♥ ♣rés❡♥t❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
✜ss✉r❛t✐♦♥ ❛❞❛♣tés s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❛s à ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t à ❞✐✛é✲
r❡♥ts ♠❛tér✐❛✉① ✭❛❧✉♠✐♥✐✉♠✱ ❜ét♦♥✱ r❡✈êt❡♠❡♥ts✱✳✳✳✳✮✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s st♦❝❤❛st✐q✉❡s
❞é✈❡❧♦♣♣és s♦♥t ❞✐✈❡rs ❡t ✈❛r✐és ✿ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐és❬✸❪✱ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❬✷❪✱ ♣r♦❝❡ss✉s ●❛♠♠❛✱ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s
♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❬✶❪✳✳✳
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❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤ès❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té
❇❧❛✐s❡ P❛s❝❛❧ ❈❧❡r♠♦♥t✲❋❡rr❛♥❞ ■■✳
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❆♥♥❡ ●é❣♦✉t✲P❡t✐t
■♥st✐t✉t ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉①✱ ❊q✉✐♣❡ ■◆❘■❆ ❈◗❋❉
❯♥✐✈❡rs✐té ❱✐❝t♦r ❙❡❣❛❧❡♥ ❇♦r❞❡❛✉① ✷
✸✱ P❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❱✐❝t♦✐r❡ ✸✸ ✵✼✻ ❇♦r❞❡❛✉① ❋r❛♥❝❡
❊✲♠❛✐❧ ✿ ❛♥♥❡✳♣❡t✐t❅✉✲❜♦r❞❡❛✉①✷✳❢r
<❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s♠✳✉✲❜♦r❞❡❛✉①✷✳❢r✴⑦❛❣♣>
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❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ✜ss✉r❡s ✉♥✐❞✐r❡❝✲
t✐♦♥♥❡❧

♣❛r P✐❡rr❡ ❱❆▲▲❖■❙✱ P✐❡rr❡ ❈❆▲❑❆ ❡t ❆♥❞ré ▼❊❩■◆

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ✜ss✉r❡s s✉r ✉♥ s❡❣♠❡♥t [0, L] ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✜ss✉r❛t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ s❛♥s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ i✲✐è♠❡ ✜ss✉r❡ ❛ ❧✐❡✉ ❡♥ Xi ❡t ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡✳

✶✮ ❉❛♥s

▼é③✐♥ ❆✳ ❡t ❱❛❧❧♦✐s P✳✱ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❯♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ▼✉❧t✐❝r❛❝❦✐♥❣ ♦❢

❈♦❛t✐♥❣s ❜② ❛ ❚✇♦✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P♦✐ss♦♥ Pr♦❝❡ss✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ▼❡❝❤❛✲
♥✐❝s ♦❢ ❙♦❧✐❞s✱ ✺✱ ✹✶✼✲✹✹✵✱ ✷✵✵✵✱

✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ τ := N ǫ([0, L]) ❞❡ ✜ss✉r❡s s❡ ❢♦r♠❛♥t s✉r [0, L]
❡st ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ LF (ǫ)✱ ♦ù F (ǫ) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
r✉♣t✉r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡st ǫ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k✱ ✐❧
❛ été ❝❛❧❝✉❧é E(M̃k,τ |τ ≥ 2)✱ ♦ù

(1) M̃k,τ :=
m̃k,τ

(m̃1,τ )
k

(2) m̃l,τ :=
1

τ

τ−1∑

i=1

(X(i+1) − X(i))
l
, (l entier),

❡t X(1), · · · , X(τ) ❡st ❧❡ ré✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ X1, · · · , Xτ ✳

✷✮ ■❧ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ k ❛ss♦❝é à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é n ❞❡ ✜ss✉r❡s ❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✧❜♦r❞s✧ ✭✐✳❡✳ s♦♠♠❡r ❞❛♥s ✭✷✮ ❞❡ i = 0 à i = n✮ ✿

Mk,n :=
(n + 1)k−1

Lk

n∑

i=0

(X(i+1) − X(i))
k
,

❛✈❡❝ X(0) := 0 ❡t X(n+1) := L✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ s✉✐t❡ (Mk,n, n ≥ 2)✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡
❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ Mk,n✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❛✉
s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡ (Mk,n, n ≥ 2)✳

❙❡ss✐♦♥ ✿ ▼♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s
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P✐❡rr❡ ❱❆▲▲❖■❙
■♥st✐t✉t ❊❧✐❡ ❈❛rt❛♥✱ ◆❛♥❝②✲❯♥✐✈❡rs✐té✱ ❈◆❘❙✱ ■◆❘■❆✱
❇♦✉❧❡✈❛r❞ ❞❡s ❆✐❣✉✐❧❧❡tt❡s✱ ❇✳P✳ ✷✸✾✱
❋✺✹✺✵✻ ❱❛♥❞♦❡✉✈r❡ ❧❡s ◆❛♥❝② ❈❡❞❡①
❊✲♠❛✐❧ ✿ ✈❛❧❧♦✐s❅✐❡❝♥✳✉✲♥❛♥❝②✳❢r

P✐❡rr❡ ❈❆▲❑❆
❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❉❡s❝❛rt❡s❦✱ ▼❆P✺
✹✺✱ r✉❡ ❞❡s ❙❛✐♥ts✲Pèr❡s
✼✺✷✼✵ P❛r✐s ❈❡❞❡① ✵✻
❊✲♠❛✐❧ ✿ ♣✐❡rr❡✳❝❛❧❦❛❅♠✐✳♣❛r✐s❞❡s❝❛rt❡s✳❢r
<❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✲✐♥❢♦✳✉♥✐✈✲♣❛r✐s✺✳❢r✴⑦❝❛❧❦❛✴>

❆♥❞ré ▼❊❩■◆
▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❙❝✐❡♥❝❡s ❡t ●é♥✐❡ ❞❡s ❙✉r❢❛❝❡s✱ ❯✳▼✳❘✳ ❈◆❘❙ ✼✺✼✵
❊❝♦❧❡ ❞❡s ▼✐♥❡s ❞❡ ◆❛♥❝②
P❛r❝ ❞❡ ❙❛✉r✉♣t ✲ ❈❙ ✶✹✷✸✹
❋✲✺✹✵✹✷ ◆❆◆❈❨ ❈❊❉❊❳
❊✲♠❛✐❧ ✿ ❆♥❞r❡✳▼❡③✐♥❅♠✐♥❡s✳✐♥♣❧✲♥❛♥❝②✳❢r
<❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✲✐♥❢♦✳✉♥✐✈✲♣❛r✐s✺✳❢r✴⑦❝❛❧❦❛✴>

❙❡ss✐♦♥ ✿ ▼♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s
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❙❡ss✐♦♥ ✿ ▼♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡ ✜ss✉r❡s

❈♦✉♣❧❛❣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r
❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜ss✉r❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❡♥ ❢❛t✐❣✉❡

♣❛r ❇r✉♥♦ ❙✉❞r❡t

▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s ❡♥ ❢❛t✐❣✉❡ ✭❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ré♣étés✮ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✽✵✪ ❞❡s r✉♣t✉r❡s ❛❝❝✐❞❡♥t❡❧❧❡s ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s t♦✉s s❡❝t❡✉rs ✐♥❞✉str✐❡❧s ❝♦♥❢♦♥❞✉s✳ ▲❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs
❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ ✐♥té❣r❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✱ q✉❡ ❝❡
s♦✐t ♣♦✉r ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✱ ❧✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♥❛✈❛❧❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❡st ♣❛r ♥❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✿ ❧❡s ♠✐❝r♦✲
✜ss✉r❡s s✬❛♠♦r❝❡♥t s✉r ❞❡s ❞é❢❛✉ts ♣rés❡♥ts à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭❞é❢❛✉ts
❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❝❛r❜✉r❡✱ ❡t❝✳✮ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
très ❞✐✛ér❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♣✐è❝❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ ✐♥✲
❣é♥✐❡r✐❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❡t s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s très
s✐♠♣❧✐✜és ✭❧♦✐ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ P❛r✐s✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❙✴◆ ❡t ❝✉♠✉❧ ❞❡ ▼✐♥❡r✱
❡t❝✳✮ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s s♦♥t ♣r✐s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ sé❝✉r✐té ✈✐s❛♥t à s❡
♣ré♠✉♥✐r ❝♦♥tr❡ ❧✬❛❧é❛ ♥❛t✉r❡❧ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ♠❛r✐❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠é❝❛✲
♥✐q✉❡s é✈♦q✉és ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❧✬❛❧é❛ ✿ à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♦♥ ✐♥❢èr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❡t ♦♥ ♣r♦♣❛❣❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡tt❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣❛r❛♠é✲
tr✐q✉❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❖♥ t✐r❡ ❛✐♥s✐ ♣❛rt✐ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳

▲✬❡①♣♦sé ♣rés❡♥t❡r❛ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s
❞✬❡♥✈❡r❣✉r❡ ✭❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ ✜ss✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛q✉❡s✮✳

❆❞r❡ss❡ ✿

❇r✉♥♦ ❙✉❞r❡t
P❤✐♠é❝❛ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
✷✹✶ r✉❡ ❞❡ ❇❡r❝②
✼✺✵✶✷ P❛r✐s ✕ ❋r❛♥❝❡
❊✲♠❛✐❧ ✿ s✉❞r❡t❅♣❤✐♠❡❝❛✳❝♦♠
<❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣❤✐♠❡❝❛✳❝♦♠✱ ❤tt♣✿✴✴❜r✉♥♦✳s✉❞r❡t✳❢r❡❡✳❢r>

❙❡ss✐♦♥ ✿ ▼♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s
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❙❡ss✐♦♥ ✿ ▼♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡ ✜ss✉r❡s

❚❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛♠♠❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡

♣❛r ❈❤r✐st✐❛♥ P❛r♦✐ss✐♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛♠♠❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é❣r❛❞❛✲
t✐♦♥s ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s✱ ❡t❝✳✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡
♣♦✉r ✉♥ t❡❧ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ét✉❞✐é ✐❝✐✳ ❉❡✉① ❝❛s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ✿ ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❝♦♥st❛♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❀ ❡♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ t②♣❡✲♣❤❛s❡ ✭♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬❊r❧❛♥❣✮✳

❆❞r❡ss❡ ✿

❈❤r✐st✐❛♥ P❛r♦✐ss✐♥

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❯▼❘ ❈◆❘❙ ✺✶✹✷✮
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛✉ ❡t ❞❡s P❛②s ❞❡ ❧✬❆❞♦✉r
❆✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té
✻✹✵✵✵ P❛✉✱ ❋r❛♥❝❡
❊✲♠❛✐❧ ✿ ❝♣❛r♦✐ss❅✉♥✐✈✲♣❛✉✳❢r
<❤tt♣✿✴✴✇❡❜✳✉♥✐✈✲♣❛✉✳❢r✴⑦❝♣❛r♦✐ss✴>

❙❡ss✐♦♥ ✿ ▼♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s
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❙❡ss✐♦♥ ✿ ▼♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡ ✜ss✉r❡s

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①

♣❛r ❘♦♠❛✐♥ ❆③❛ïs✱ ❆♥♥❡ ●é❣♦✉t✲P❡t✐t ❡t ▼❛r✐❡ ❚♦✉③❡t

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ❧♦✐
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ P❛r✐s✲❊r❞♦❣❛♥✳

da

dN
= C(∆K)m ♦ù ∆K = ∆σF

(
a
ω

)√
πa

❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❱✐r❦❧❡r ✲ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s ♣ré✲✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s
❞❛♥s ❞❡s é♣r♦✉✈❡tt❡s ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ✷✵✷✹✲❚✸ ✲ ♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
♠ê❧❛♥t s❛✉ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ✢♦t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ ✜ss✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❱✐r❦❧❡r ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ▲❡ ✢♦t ❞é✲
t❡r♠✐♥✐st❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ P❛r✐s✲❊r❞♦❣❛♥ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
(m, C) ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧♦rs ❞✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞❡
s❛✉t ❛❧é❛t♦✐r❡✳

■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✿ ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ✜ss✉r❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t
❞❡ s❛✉t✳ ❈❡❝✐ ❡st ❢❛✐t ❡♥ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❥✉st❡♠❡♥ts ré❛❧✐sés s✉r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❱✐r❦❧❡r✳

❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts
❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡r❛✐t ♠✐❡✉① ♣ré❞✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✜ss✉r❡ ❞♦♥✲
♥é❡✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ ❛✣♥❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

❘é❢ér❡♥❝❡s

❬✶❪ ❋✳ P❡rr✐♥✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱
❯♥✐✈❡rs✐té ❇❧❛✐s❡ P❛s❝❛❧ ❈❧❡r♠♦♥t✲❋❡rr❛♥❞ ■■✱ ✷✵✵✽✳

❙❡ss✐♦♥ ✿ ▼♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s



❏♦✉r♥é❡s ▼❆❙ ✷✵✶✵✱ ❇♦r❞❡❛✉①

❬✷❪ ❉✳❆✳ ❱✐r❦❧❡r✱ ❇✳▼✳ ❍✐❧❧❜❡rr②✱ ❡t P✳❑✳ ●♦❡❧✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢
❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❛t❡r✐❛❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
❆❙▼❊✱ ✶✵✶ ✿ ✶✹✽✕✶✺✸✱ ✶✾✼✾✳

❆❞r❡ss❡s ✿

❘♦♠❛✐♥ ❆③❛ïs

■♥st✐t✉t ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉①✱ ❊q✉✐♣❡ ■◆❘■❆ ❈◗❋❉
✸✺✶ ❆✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ▲✐❜ér❛t✐♦♥
✸✸ ✹✵✺ ❚❆▲❊◆❈❊ ❋r❛♥❝❡
❊✲♠❛✐❧ ✿ r♦♠❛✐♥✳❛③❛✐s❅♥❡✉❢✳❢r

❆♥♥❡ ●é❣♦✉t✲P❡t✐t
■♥st✐t✉t ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉①✱ ❊q✉✐♣❡ ■◆❘■❆ ❈◗❋❉
❯♥✐✈❡rs✐té ❱✐❝t♦r ❙❡❣❛❧❡♥ ❇♦r❞❡❛✉① ✷
✸✱ P❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❱✐❝t♦✐r❡ ✸✸ ✵✼✻ ❇♦r❞❡❛✉① ❋r❛♥❝❡
❊✲♠❛✐❧ ✿ ❛♥♥❡✳♣❡t✐t❅✉✲❜♦r❞❡❛✉①✷✳❢r
<❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s♠✳✉✲❜♦r❞❡❛✉①✷✳❢r✴⑦❛❣♣>

▼❛r✐❡ ❚♦✉③❡t
▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ P❤②s✐q✉❡ ❯▼❘ ✺✹✻✾
❯♥✐✈❡rs✐té ❇♦r❞❡❛✉① ✶
✸✺✶ ❆✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ▲✐❜ér❛t✐♦♥
✸✸ ✹✵✺ ❚❆▲❊◆❈❊ ❋r❛♥❝❡
❊✲♠❛✐❧ ✿ ♠✳t♦✉③❡t❅❧♠♣✳✉✲❜♦r❞❡❛✉①✶✳❢r

❙❡ss✐♦♥ ✿ ▼♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s


