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Abstract :

The mixed effects models are widely used in numerous domains like pharmacometry
in which they allow to take into account the inter-subjects variability of physiological
parameters.

In the continuous data case, the estimation of the model parameters by maximum like-
lihood methods has been widely studied, in particular when the regression fonction is
governed by a system of ordinary differential equations.

Nevertheless, several modelisers in pharmacology consider that the intra-subject variabi-
lity is not always well modelised by the residual errors.

They propose to add a stochastic component in the dynamic model itself, that is, the
model is governed by a system of stochastic differential equations.

A method combining Kalman filtering and the SAEM algorithm has been implemented
for mixed effects models governed by linear SDEs.

The convergence of the estimators towards the right parameters has been checked on si-
mulated data.

Also, one of the challenges of our work is to define some selection and evaluation criteria
on these models, in order to check, on real data, their pertinence compared to the former
models.

Finally, a theoretical study (identifiability of the model, convergence of the maximum
likelihood estimators, convergence of the SAEM algorithm) is underway.

Mots-clé : biostatistique, processus, pharmacocinétique, modeles non linéaires a effets
mixtes, équations différentielles stochastiques, filtre de Kalman, algorithme SAEM.



On considere un modele & effets mixtes :

vi; = f(tij, i) + 9(tij, i, )ei; , 1<i<N . 1<j<m (1)

Ici
— yij € R est la jeme observation du sujet 1,
— N est le nombre de sujets,
— n; est le nombre d’observations du sujet 4,
— les temps d’observations (t;;) sont supposées connus,
— pour le sujet 4, ¢; = (51 < € < ny) € R™ est un vecteur de n, parametres
individuels :

ou
— ¢; = (Cim; 1 <m < M) est un vecteur de M covariables connues,

— p est un vecteur d’effets fixes inconnus de taille n,,
— n; est un vecteur d’effets aléatoires inconnus de taille n,, :

i ~iid. N(O, Q)

— les erreurs résiduelles (g;;) sont des variables aléatoires gaussiennes i.1.d ; de moyenne
0 et de variance 1,
Les modeles utilisés en pharmacologie sont généralement définis par un systeme dy-
namique dont la solution n’est pas toujours connue explicitement.
Les modeles de pharmacocinétique, de glucose-insuline ou encore de dynamique virale

(VIH, VHC ...) sont ainsi décrits par un systeme d’EDO :

dXi(t) = H(Xi(t);v)
yiltyy) = C(Xi(tyy)) + D(Xi(tiy); §)eig

L’algorithme SAEM (Stochastic Approximation EM) couplé avec un algorithme MCMC
de type Hasting-Metropolis permet d’estimer 6 = (u, §2,£) au sens du maximum de vrai-
semblance. Un algorithme de Monte-Carlo par échantillonnage préférentiel permet le cal-
cul de vraisemblance des observations et donc d’obtenir des criteres d’information pour
la sélection de modele.

Des résultats de convergence de SAEM vers le maximum de vraisemblance ont été
obtenus sous des hypotheses assez générales. Outre ces propriétés théoriques, I’algorithme
a démontré de tres bonnes propriétés pratiques, en particulier pour des modeles com-
plexes (modeles de glucose-insuline, modeles de dynamique virale, modele de pharmaco-
cinétique/pharmacodynamie,...). La convergence est rapide et relativement robuste face
au choix des valeurs initiales.



Cependant, différents modélisateurs en pharmacologie considerent que la variabilité
intra-sujet n’est pas toujours correctement modélisée par les erreurs résiduelles (g;;).
Ils proposent de rajouter une composante stochastique dans le modele dynamique lui-
méme. En d’autres termes, le systeme d’EDO est remplacé par un systeme d’EDS :

dXi(t) = H(Xi(t);v:) + o, B)dWi(t)
yity) = C(Xi(ty)) + D(Xi(ti;): §)eis
ou W; est un mouvement brownien, S est un nouveau parametre du modele.
C’est ici que notre travail intervient puisqu’il nous faut trouver des méthodes d’estima-

tion du nouveau parametre 0 = (u, 2, &, ), ainsi que des méthodes d’information pour la
sélection et ’évaluation de ces modeles.

Dans cette présentation, nous nous limiterons a des systemes linéaires :
dXi(t) = H(i)Xi(t); +o(i, B)dWi(t)
yity) = CXi(tyy)) + &y

L’équation différentielle stochastique linéaire ci-dessus admet une solution explicite :
t
Xi(t) = exp(Ht)[Xo + / exp(—Hs)odW;(s)]
0
On peut donc exprimer X;(¢ + h) en fonction de X, (¢)
t+h
Xi(t+h) = exp(Hh)X;(t) + exp(H(t+ h)) / exp(—Hs)odW;(s)
t

On peut donc obtenir, pour chaque individu, un systéme signal/observation du type :

Xij = Aij(9i) Xij1 + Bij(ds, B)Wi; (3)
Yij = CXi,j + Eij
ou W, ; et g; ; sont des variables gaussiennes centrées.
Le filtre de Kalman permet de calculer la vraisemblance conditionnelle p(y;|¢i; €, 5)
de y; pour ce genre de systeme.

Il peut alors étre combiné avec une procédure MCMC, couplée avec I’algorithme
SAEM.
En effet, I’algorithme SAEM est un algorithme itératif approchant le maximum de vrai-
semblance, qui nécessite essentiellement le calcul de la log-vraisemblance complete £(y;, 1;; 0).
Nous avons implémenté un code permettant I’estimation de 6 dans ce cadre.
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Cette approche a été validée sur des données simulées. En effet, les estimateurs convergent
vers les valeurs adéquates des parametres.

L’un des enjeux de notre travail est de définir des criteres d’information pour la sélection
de ces modeles, afin de vérifier leur pertinence sur des données réelles, par rapport aux
anciens modeles.

Enfin, une étude théorique (identifiabilité du modele, convergence de 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance, convergence de 'algorithme SAEM) est en cours pour une vali-
dation théorique de la méthode.

Dans I’avenir, nous comptons étendre notre travail a des systemes non linéaires, en
utilisant des méthodes de filtrage particulaire pour le calcul de la vraisemblance complete.
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