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1 Modele et Exemples

Soit le modele exponentiel canonique de densité par rapport a une mesure dominante p

donne par

dP(y)

“du = p(y) exp(fy — d(f)),

1L
avec p densité de probabilité, et d une fonction convexe C2. Sans perte de généralité, nous
supposons que la variable de densité p est d’espérance nulle.
Nous considérons un modele de rupture du parametre f dans le modele exponentiel

ci-dessus. Dans cette situation, les observations sont constituées de variables (Y;)1<i<n de

loi Py,, avec

fi = fi(h) = aoli<q,,
en définissant 0y = (ag,70) € © = (RT x {1,...,n}) U (0,0) est le parametre & estimer. Ce
modele contient le cas limite ou ag = 0 et 79 = 0 qui correspond au cas de variables i.i.d.,
i.e. d’absence de rupture.

Exemples.

1. Cas gaussien : on considere le cas out Y; ~ N (my, 0?) pour i > 79, et Y; ~ N(mg +
m,o?) pour i < Ty, avec m > 0 inconnu. Ce cas rentre dans le modele ci-dessus,
avec ag = mo?/2, et d(m) = m2a?/2.



2. Cas poissonnien : on considere le cas ou Y; ~ P(\) pour i > 7g, et Y; ~ P(u) avec
p > A inconnu pour @ < 75. Dans ce cas, ag = log(u/)N), et d(a) = A(exp(a) — 1).

Nous considérons I'estimation du parametre # par maximum de vraisemblance. Plus
précisément, nous nous intéressons a l’estimateur # qui maximise la log-vraisemblance

L(9) = aiY} —7d(a).

=1

En pratique, la maximisation de ce critere ne pose pas de probleme numérique. En effet,
pour tout 7, L(a,7) est maximum pour

a(t) =d™* (ii})@) :

L’estimateur de 7y est obtenu comme la valeur de 7 réalisant le maximum de L(a(7), ),
ce qui s’obtient sans difficulté puisque 79 appartient a un ensemble discret et fini.

Ce type de probleme a été souvent considéré dans la littérature, voir par exem-
ple Csorgo et Horvath (1997). Néanmoins, 'essentiel des résultats existant ne sont
qu’asymptotiques. Ils ne permettent pas de cernner le comportement de ces procédures
juste apres la rupture, et notamment lorsque celle-ci a une amplitude a petite.

L’apport de ce travail consiste a fournir des résultats & distance finie pour 6. L’approche
développée est similaire & celle utilisée par Golubev et Spokoiny (2009), qui repose sur
'utilisation de nouvelles bornes exponentielles. En revanche, Golubev et Spokoiny (2009)
ne traitaient que le cas d’'une rupture gaussienne et ne se focalisaient que sur I'estimation
de 79. Nous produisons des bornes exponentielles pour 'estimation de aq et de 7.

Par ailleurs, nous considérons également le cas ot le modele est potentiellement mal
spécifié, dans le sens ou f; # fi(6y). Dans cette situation, 6y est défini comme

by = arg rgleaexE [L(9)] .
Nous montrons que la méthode reste convergente, sous des conditions sur 1’écart entre f;
et fi(6o).
2 Bornes exponentielles
Considérons L(#',0) = L(0') — L(0), et définissons la log-transformée de Laplace comme
M(p,0,0') = —log E [exp(uL(0,6"))],

pour 0 < p < 1, ot l'espérance est calculée dans le cas du modele correctement spécifié.
La fonction 6 — M(u,0,6y) va jouer le role de distance entre 6 et 6.



Par définition, on a
E [eXP(ﬂL(9> 90) + M(:uv 97 00))] = 17

pour tout . L’obtention de nos résultats a distance finie est basée sur l'extension de
cette identité en la rendant uniforme en 6. En effet, I'idée consiste a montrer que, pour
0<a<l1,ona

Eexp(pL(0,00) + aM(p,0,60))] < Ch. (1)

Ce résultat se généralise au cas d'un modele mal spécifié, avec une borne un peu différente.
On déduit notamment de (1) que

E [exp(oz/\/l(,uﬁ,eo))] S Cn7

puisque, par définition de f on a L(é, 0p) > 0. En appliquant I'inégalité de Jensen, on en
déduit
ElaM(p,0,00)] <logC,.

Par ailleurs, en utilisant (1) et I'inégalité de Chernoff, on peut utiliser ce résultat pour
obtenir des régions de confiance pour 6, du type {L(6,6,) > z}.

Remarquons que, si 'on définit p*(f) = argmaxg<,<1 M(u, 0, 6p), on a, dans certains
cas (cas gaussien notamment), p*(0) = p* (1/2 dans le cas gaussien). De sorte que I'on
peut encore affiner les résultats ci-dessus en les appliquant a M (u*, 6, 0,).

3 Résultats

Nous distinguons deux cas. Dans un premier temps, nous supposons 'amplitude ay de
la rupture connue. Dans ce cas, sous certaines hypotheses concernant la fonction d, nous

démontrons que
E [agﬁ' - 70” < C(ayp).

Sous certaines hypotheses supplementaires (vérifiées notamment dans le cas gaussien
et poissonnien), cette constante peut étre majorée indépendamment de ay. Dans tous les
cas, cette constante ne dépend pas de n.

Dans le cas ou 'amplitude n’est pas connue, cette borne devient

E[(a = a0){Flpy<r + Loss} + [F = mol{ai Licr, + @° 1257 }| < Clag) loglogn.

Si cette constante ne dépend pas de ag, on obtient donc une borne pour le risque
minimax associé a une fonction de perte particuliere.

Cette borne supérieure peut étre comparée a une borne inférieure, que nous obtenons
par une version améliorée du Lemme de Fano, voir Birgé (2001). Cette borne inférieure
fait elle aussi apparaitre un terme loglogn.
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