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Résumé. Nous introduisons d’abord une famille paramétrique d’estimateurs récursifs
de la densité indéxée par un paramètre ` ∈ [0, 1]. Leur comportement asymptotique en
fonction du paramètre ` va nous amener à introduire des critères de comparaison basés sur
les biais, variance et erreur quadratique asymptotiques. Pour ces critères, nous comparons
nos estimateurs entre eux et aussi comparons notre famille d’estimateurs à l’estimateur
non récursif de la densité de Parzen-Rozenblatt. Ensuite, nous définissons à partir de
notre famille d’estimateurs de la densité une famille d’estimateurs récursifs à noyau de la
fonction de régression. Nous étudions également ses propriétés asymptotiques en fonction
du paramètre `. Ces résultats permettent ainsi de construire une famille de prédicateurs
non paramétriques qui permettent de réduire le temps calcul.

1 Cadre général et motivations
Nous nous intéressons dans cet exposé aux méthodes d’estimation non paramétriques

à partir d’estimateurs récursifs à noyau ainsi qu’à leurs applications à la prévision.
Considérons un processus à temps discret {Xk : k > 1} et on souhaite prédire la valeur
de Xn+h (prévision à l’horizon h ∈ N∗). Plusieurs méthodes existent dans la littérature,
cependant il n’existe pas de meilleure méthode que les autres dans toutes les situations.
La méthode de prévision par k-moyennes mobiles, par exemple, consiste à prendre comme
prévision la moyenne des observations des k périodes précédentes. La prévision est renou-
velée de période en période. Cette méthode est simple d’utilisation, avec pour avantage
d’atténuer suffisamment les fluctuations de la série tout en préservant son allure générale,
cependant elle s’avère moins performante lorsque l’on prend un nombre élevé de données.
La méthode du lissage exponentiel, quant à elle, prend en compte la prévision de la période
antérieure. A cette prévision, on augmente l’écart subi, pondéré d’un coefficient a compris
entre 0 et 1. Le prédicteur est donc défini, pour h = 1, par :

X̂n+1 = (1− a)
n−1∑

j=0
ajXn−j, 0 < a < 1,

et peut se calculer de manière récursive par la relation :

X̂n+1 = aX̂n + (1− a)Xn+1 (0 < a < 1). (1)
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On constate à partir de (1) que la valeur prédite à l’instant (n + 1) est une moyenne
pondérée entre la valeur estimée faite en n et la dernière observation de la série. L’avantage
de cette récursivité est que l’on n’a pas à relisser de nouveau le processus lorsqu’une nou-
velle observation s’ajoute à la série. Ce qui n’est pas négligeable car cela permet de réduire
considérablement le temps de calcul. Tout comme la méthode de prévision par moyenne
mobile, le lissage exponentiel est simple d’utilisation et facilement compréhensible mais son
principal inconvénient réside sur le choix de la constante de lissage a . Elle est également
moins efficace pour prédire des longues séries. Pour des prévisions à long terme on pri-
vilégiera les méthodes de Box-Jenkins .
Encore plus robustes que les méthodes de Box-Jenkins, et ayant l’avantage d’une mise en
pratique très facile, les méthodes dites non paramétriques sont plus récemment apparues
pour tenter d’apporter un nouveau regard sur le problème de la prévision. Le principe de
la prévision non paramétrique repose sur le fait que le problème de la prévision peut être
vu comme un cas particulier de l’estimation de la régression dans le sens où si l’on sup-
pose que le processus est Markovien, strictement stationnaire et d’ordre 1, alors prédire
Xn+1 revient à estimer l’espérance conditionnelle E(Xn+1/Xn) par X̂n+1 = r̂n−1(Xn), où
r̂n(x) est l’estimateur de la régression à noyau de E(X1/X0 = x) basé sur les observations
(Xi, Xi+1) pour i = 1, . . . n− 1.
L’objectif principal de cet exposé est d’améliorer les performances du prédicteur non pa-
ramétrique par noyau, en terme de temps de calcul en utilisant des estimateurs récursifs
à noyau de la régression pour la construction du prédicteur. Pour cela nous avons besoin
d’estimer la régression de manière récursive et donc nous devons d’abord estimer la den-
sité de manière recursive.

2 Présentation de nos estimateurs
Considérons un processus stochastique bivarié {ξt = (Xt, Yt), t ∈ N} défini sur un es-

pace de probabilité (Ω,A,P) , à valeurs dans Rd × Rd′ . A partir d’une suite de variables
équidistribuées (Xn, Yn), on cherche à estimer la densité f des Xi et une version la fonction
de régression définie par :

r(x) :=





E (m (Y0) |X0 = x) =
∫
Rd′ m(y)f ∗(x, y)dy

f(x) := ϕ(x)
f(x) , si f(x) > 0

Em(Y0), si f(x) = 0,

m est une fonction Borélienne de Rd′ à valeurs dans R telle que ω 7→ m2 (Yt(ω)) soit
P -integrable et f ∗ est la densité de probabilité de ξn.
Pour estimer la densité f , nous proposons la famille paramétrique d’estimateurs récursifs
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à noyau définie par :

f `n(x) := 1
∑n
i=1 h

d(1−`)
i

n∑

i=1

1
hd`i

K
(
x−Xi

hi

)
, x ∈ Rd (` ∈ [0, 1]), (2)

vérifiant la relation recursive suivante :

f `n+1(x) =
∑n

i=1 h
d(1−`)
i∑n+1

i=1 h
d(1−`)
i

f `n(x) +K`
n+1 (x−Xn+1) , K`

i (.) := 1
hd`i
∑i

j=1 h
d(1−`)
j

K
(
.
hi

)
. (3)

Quant à la fonction de régression elle est estimée par la famille d’estimateurs récursifs
définie par :

r`n(x) := ϕ`n(x)
f `n(x) où ϕ`n(x) := 1

∑n
i=1 h

(1−`)d
i

n∑

i=1

m (Yi)
hldi

K
(
x−Xi

hi

)
. (4)

Ces estimateurs peuvent se calculer de manière récursive par :

r`n+1(x) =

(∑n
i=1 h

d(1−`)
i

)
ϕ`n(x) +

(∑n+1
i=1 h

d(1−`)
i

)
m(Yn+1)K`

n+1 (x−Xn+1)
(∑n

i=1 h
d(1−`)
i

)
f `n(x) +

(∑n+1
i=1 h

d(1−`)
i

)
K`
n+1 (x−Xn+1)

,

où K`
i (.) est défini dans (3).

3 Hypothèses et quelques résultats théoriques
L’étude théorique des estimateurs (2) et (4) nécessite les hypothèses suivantes :

Hypothèses H.1.
(i) K : Rd 7→ R est une densité de probabilité, strictement positive, symétrique et bornée ;
(ii) lim||x||→±∞ ||x||dK(x) = 0, ∀x ∈ Rd;
(iii)

∫
Rd |vivj|K(v)dv <∞, i, j = 1, . . . , d.

Les hypothèses H.1 sont classiques en estimation non paramétrique, vérifiées en particulier
par les noyaux d’Epanechnikov, Gaussien etc.
Nous avons également besoin des conditions suivantes imposées à la fenêtre hn :
Hypothèses H.2.
(i) hn ↓ 0 et nhd+2

n →∞ lorsque n→∞ ;
(ii) Bn,r := 1

n

∑n
i=1

(
hi
hn

)r → βr <∞, n→∞ ∀ r ∈]−∞, d+ 2].
La décroissance de hn n’est pas nécessaire en estimation non récursive. La condition

H.2(ii) est très utile dans nos calculs, et est également propre à la récursivité. Elle est
souvent utilisée dans la littérature.
Nous avons le résultat suivant qui établit la vitesse de convergence presque sûre de notre
famille d’estimateurs de la densité dans le cas iid.
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Théorème 1. Sous les hypothèses H.1 et H.2, et pour des observations iid, si

nhdn

(ln lnn)2(α+1) lnn
→∞, lorsque n→∞, pour tout α > 0 et lim

n→∞
ln hn
lnn <∞,

(a) alors pour tout x tel que f(x) > 0,

lim
n→∞

√
nhdn

ln lnn
(
f `n(x)− Ef `n(x)

)
= σ`
√

2 p.s. ,

avec :
σ2
` (x) := βd(1−2`)

β2
d(1−`)

f(x)
∫

Rd
K2(x)dx. (5)

(b) De plus le choix hn = Cn
(

ln lnn
n

) 1
d+4 , avec Cn ↓ c > 0, implique que :

lim
n→∞

(
n

ln lnn

) 2
d+4 (

f `n(x)− f(x)
)

= σ`
√

2cd + c2βd(1−`)+2

βd(1−`)
bf (x) p.s. ,

pour tout x tel que f(x) > 0, avec :

bf (x) := 1
2

∑

16i,j6d

∂2f

∂xi∂xj
(x)

∫

Rd
vivjK(v)dv. (6)

Ensuite dans le cadre dépendant on considère une hypothèse supplémentaire afin
d’établir la convergence en moyenne quadratique et la normalité asymptotique de nos
estimateurs de la densité.
Hypothèses H.3.
(i) Le processus (Xt) est 2 − α-mélangeant avec : α(2)(k) 6 γk−ρ, k > 1 pour deux

constantes strictement positives γ et ρ.
(ii) Pour chaque couple (s, t), s 6= t, le vecteur aléatoire (Xs, Xt) admet une densité

f(Xs,Xt) telle que : sup|s−t|>1 ‖ gs,t ‖∞<∞, où gs,t := f(Xs,Xt) − f ⊗ f.
Les hypothèses H.3 sont classiques dans ce domaine, en particulier, il n’y a pas d’hy-
pothèse de stationnarité de second ordre statuée sur le processus.
Cela permet d’énoncer les deux résultats suivants :

Théorème 2. Sous les hypothèses H.1−H.3 :

(a) Pour tout ` ∈
[(

d−2
2d

)+
, 1
]
,

nhdnV arf
`
n(x)→ σ2

` , lorsque n→∞, si ρ > 2, avec σ` défini dans (5).
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(b) Si d > 3 et ` ∈
[
0, d−2

2d

[
, la conclusion du (a) reste encore vraie si ρ > d+2

2 .

(c) Sous les conditions du (a) (avec ρ > 2) ou du (b)(avec ρ > d+2
2 ), le choix

hn = Cnn
− 1
d+4 , Cn ↓ c > 0, entrâıne que :

n
4
d+4 E

(
f `n(x)− f(x)

)2 −→ c4
(

4 + d`

2 + d`

)2

b2
f (x) + (4 + d`)2 f(x)‖K‖2

2
2cd(4 + d)(2 + d`) ,

lorsque n→∞, pour les valeurs respectives de ` en tout point où f(x) > 0, où bf (x)
est défini en (6).

Théorème 3. Supposons les hypothèses H.1 −H.3 satisfaites et que pour toutes suites
d’entiers un et vn, la suite hn vérifie la condition un ∼ vn ⇒ hun ∼ hvn . S’il existe un réel
positif ς0 tel que nhdn

(logn)ς0 → +∞ lorsque n→∞, alors pour tout x tel que f(x) > 0, on a :
√
nhdn

(
f `n(x)− Ef `n(x)

) L→ N
(
0, σ2

`

)
,

lorsque n→∞ avec σ` défini dans (5).

Enfin, moyenneant quelques hypothèses supplémentaires sur le processus associé (ξt),
on peut établir des résultats similaires pour les estimateurs de la régression (4).
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