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Résumé

Les modeles a équations structurelles (SEMs) sont des modeles multivariés a variables la-
tentes utilisés pour modéliser les structures de causalité dans les données. Une approche
bayésienne d’estimation et de validation des modeles SEMs est proposée et I'identifiabilité
des parametres est étudiée. Cette étude montre qu'une étape de réduction des vari-
ables latentes au sein de l'algorithme de Gibbs permet de garantir l'identifiabilité des
parametres. Cette heuristique permet en fait d’introduire les contraintes d’identifiabilité
dans I'analyse. Pour illustrer ce point, les contraintes d’identifiabilité sont calculées dans
une application en marketing, dans laquelle les distributions des contraintes sont obtenues
par combinaisons des tirages a posterior: des parametres.

Abstract

Structural equation models (SEMs) are multivariate latent variable models used to model
causality structures in data. A Bayesian estimation and validation of SEMs is proposed
and identifiability of parameters is studied. The latter study shows that latent variables
should be standardized in the analysis to ensure identifiability. This heuristics is in fact
introduced to deal with complex identifiability constraints. To illustrate the point, iden-
tifiability constraints are calculated in a marketing application, in which posterior draws
of the constraints are derived from the posterior conditional distributions of parameters.

Mots clés : modeles a équations structurelles, variables latentes, algorithme de Gibbs,
identifiabilité, méthodes bayésiennes, marketing

1 Modeles a équations structurelles

1.1 Contexte

Les variables observées (manifestes) sont groupées puis associées aux variables latentes
dans le modele externe (modele de mesure) et les relations de causalité entre les variables
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latentes sont représentées dans le modele interne (structurel) Cette situation est typique
des études de satisfaction en marketing, comme illustré dans ’application, ou les variables
observées sont des questions regroupées selon des thématiques et les variables latentes sont
ces thématiques, a savoir la satisfaction, la fidélité et I'image (voir figure 3).

1.2 Modele

Le vecteur ligne Y; des valeurs observées pour l'individu 7 sur les p variables manifestes
est exprimé en fonction du vecteur ligne Z; de ses scores sur les g variables latentes, par
le modele de régression suivant (appelé le modele de mesure) :

Y, =Zf+e,1<i<n (1)

avec ¢; ~ N (0,3.) et ol § est la matrice p X ¢ des coefficients de régression.

Si Z; était connu, le modele de mesure (1) serait un modele de régression linéaire clas-
sique. En notant H; les variables latentes endogenes et =; les variables latentes exogenes,
les équations structurelles sont données de maniere équivalente par les trois expressions :

H;, = HII+ =T+
H, = Z;N+9; At = (Ht Ft) (2)
IHH; =TS + 6; [y =1d - 11T
ou II est la matrice ¢; X ¢; des coefficients de régression entre les variables latentes

endogenes , I' est la matrice ¢y X g1 des coefficients de régression entre les variables latentes
endogenes et exogenes, §; est indépendant de =;, 6; ~ N (0, %5), et =; ~ N (0, D).

1.3 Etude de l’identifiabilité des parametres

Garantir l'identifiabilité des modeles & équations structurelles est équivalent a vérifier
I'injectivité de la fonction de vraisemblance intégrée sur les variables latentes. En notant
O ={0,%.,11,, T, %5, ®} 'ensemble des parametres du modeles, 'identifiabilité s’écrit :

vy, [vile] = 6] = e =6 (3)

ol Y; est marginalement distribué A/ (0, Xy ) et Xy = 6'¥ 26 + 3. ol Xz est la matrice
de covariance des variables latentes.

En notant de plus 0 = (0g1 ... Ok, ), le vecteur des coefficients de régression du bloc
ket ¥z ={pij, 1 <i,j < K}, Xy est la matrice bloc :

p11919§ + Eal p12019§ Ce leele%
Sy — p12016% pa2bably + Yoo :

,01;((919% c. . ,OKKGKQ% -+ ZEK



La définition de l'identifiabilité (3) appliquée a une vraisemblance gaussienne donne
Yy = Yy. Les équations d’identifiabilité qui découlent de cette égalité sont :

perf 4+ 02 = pb363, i=1. ., k=1...K (5)
PrOkiOki = Prubrilpyy 1 < i <j<mp, k=1... K (6)
Pkk’ekiek’j = ﬁkk’ékiék’j; 1 S 1 S ng, 1 S j S Nk, k=1...K (7)

Les équations (5) et (6) sont obtenues en égalant les éléments bloc diagonaux de Xy
et Xy et Péquation (7) vient de I’égalisation des éléments hors des blocs diagonaux.

Si 0y = 9~k1 et pp = prw pour un k fixé, alors 'équation (6) donne 6y; = ékj pour
tous les j. Reporter ce résultat dans 1’équation 5 donne o7, = G, pour tout k, i. Re-
porter ce dernier résultat dans I’équation (7) donne pgp = prrr pour tout k, k'. En
conséquence, 61 = 1 and pgr = 1 pour tout k constitue un ensemble suffisant de condi-
tions d’identifiabilité.

La contrainte pgr = 1 s’exprime en fait en fonction des parametres intérieurs, obtenue
en égalant a 1 les éléments diagonaux de ;. Cependant, la simulation a posteriori
des parametres conditionnellement a ces contraintes est compliquée. L’heuristique, qui
consiste a réduire les variables latentes apres qu’elles ont été tirées dans leur distribution
conditionnelle a posteriori, permet de contourner cette difficulté (voir I’application).

2 Estimation bayésienne des modeles SEM

Dans ce modele a variables latentes, les techniques d’augmentation des données et d’imput-
ation, voir Tanner and Wong (1987), sont implémentées dans un algorithme de Gibbs sous
des hypotheses de normalité et de conjugaison. On se reportera & Box and Tiao (1973)
pour les calculs dans les modeles multivariés gaussiens et a Gelman et al. (2004) pour des
détails sur ’échantillonneur de Gibbs. On reporte ci-dessous les expressions finales des
distributions a posteriori invoquées par 1’algorithme de Gibbs (voir figure 1) :

ZiY;,0,5:, A, 85, @ ~ N (DIS'Y;, D), D~H =050 + 53

Ok;|Y. Z, Sy ~ N (DyjArj, SerjDij) , Dy = (Z4 2y + 25_01;6)71, Arj = S50k + Z1 Y5

_ n 1
Yo~ G (5 + Qoekj, Boekj + 3 (Yij — Z,)" (Yi; — Zk))

Zsklj ~ G (E + ek, Boekj + D) ,ijkj — (ijAkj)t ijlejAkj + EO(I:J)



Initialisation : 6°, 32, A% ¥9 &0, A Ditération ¢ :
1. Zt~ Z|Y, 0171 st AL sl gt
2. réduction des variables latentes: soit Z*! la VL réduite
3. 22 ~ ZE|K Z*t,et—l,At—l,Zg_l, Ppt—1
4. 0t ~ 0y, Z*t St AL S ot

ot

St~ LY, 200 AL g0, s,
6. A"~ AlY, Z*, 55,0, 5, ¢!
7. @ ~ @Y, 27,61, 5L, AL B

Figure 1: Etapes de 'algorithme de Gibbs

AelY, Z, 551, ~ N <l§k/ika Eaka) , Dy, = (Z;;Zk + ngl)_l Ay = Eg_klAOk + Z'Hy,
—1 n Ly s AN Bl h i t g1
Y5 ~ G 5 + Qosk, Bosk + 5 Y, Y, — (DkAk> Dy Dy Ay + Ay Xy Mok
®|Z ~ InvWishart (22 + Ry, n + dy)

ou les parametres indicés par 0 sont les parametres a priori des distributions conjuguées
correspondantes.

L’algorithme de Gibbs (voir figure 1) alterne le tirage dans les distributions condition-
nelles a posteriori des parametres sachant les données (Etape 1) et le tirage dans les distri-
butions conditionnelles a posteriori des variables latentes sachant les parametres (Etapes
3 a 7). L'étape 2 est I'heuristique qui permet d’assurer l'identifiabilité des parametres du
modele en réduisant les variables latentes (VL).

La validation du modele peut-étre réalisée en calculant les ”Posterior Predictive p-
values” (voir Gelman and al. (1996)). Les PP p-values sont calculées a partir des dis-
tribution prédictive a posteriori intégrées sur les parametres et les variables latentes. Le
modele n’est pas rejeté si la PP p-value est proche de 0.5.

3 Application

Les relations entre la fidélité, la satisfaction et I'image sont étudiées dans le cadre des
modeles ECSI sur un sous-ensemble de n = 202 individus sans données manquantes
provenant du jeu de données de démonstration du logiciel XLStat. Les variables catégorielles
sont centrées, réduites et traitées comme continues. L’algorithme est implémenté sous R.
On note 0y et \g les valeurs a prior: des parametres. Les valeurs a priori choisies
refletent la confiance dans les liens de causalité : 6y = 0.5, Ag = 0.5, X0 =1, X590 = 1



Figure 2: Distributions a posteriori des contraintes b) de gauche a droite

012 022 023 032 033 034 O35 12 A1 A2
moyenne  0.774 0.705 0.784 0.605 0.457 0.732 0.658 0.475 0.307 0.796
écart-type  0.060 0.051 0.053 0.063 0.067 0.059 0.059 0.127 0.130 0.047

Table 1: Coefficients de régression: moyenne et écart-type a posteriori

and &g = 1. On observe une convergence rapide de l'algorithme de Gibbs pour tous les
parametres et une faible autocorrélation dans les échantillons a posteriori. En explicitant

I, = ( 71r i) et I' = (A1 \2) on obtient I'expression suivante de 3 :
—T12

M+ So1 + ToAiAe + 72 (A3 + Ts2)  AMAg 4+ 75y (A3 4 Ss2) @ (A1 + Aiha)
Yy = M2+ 72 (A3 + E52) M+ T Dy
P ()\1 + )\1)\2) [P P

D’apres la section 1.3, les contraintes d’identifiabilité sont (ou les contraintes b) sont
obtenues en égalant a 1 les éléments diagonaux de ¥) :

CL)911 =1, 091 = 17931 =1
b)CI) - 1, /\g -+ 252 - 1, /\% + 251 + 7T12/\1)\2 + 7T%2 ()\3 -+ 252) =1

Des échantillons a posteriori de ces contraintes sont calculés a partir des échantillons a
posteriori des parametres. Ces distributions sont centrées en 1 avec une faible dispersion
comme le montre la figure 2, ce qui est en faveur de I’heuristique.

Les valeurs d’intérét pour cette application sont les corrélations entre les variables
manifestes et les variables latentes et entre les variables latentes. Dans la table 1, 615, 059,
Oa3, B39, 033,034, O35 et Ay sont des coefficients de corrélation alors que 7o et A\; sont les co-
efficients d’une régression multiple. Satisfaction et Image sont fortement corrélées (0.796,
voir table 1), ce qui signifie que I'/mage a une influence importante sur la Satisfaction.
Toutes les corrélations sont représentées dans le graphique de la figure 3.

La PP p-value de 0.37 < 0.5 vient de ce que les données, catégorielles, ne suivent pas
des lois gaussiennes. Il demeure que cet exemple illustre des caractéristiques intéressantes



. . . =0.705
Satisfaction b =0 7(.); Satz
Fidélitél 0.771 my, =0.735-" h

\ . A 7 0.705
lodéle

6, =0.7744" AN interne |

m . A,1=0.796

1

A= 0.‘6‘9&\
.@ &
Modéle // / \\

externe 0.701 0.605 0457 0.732 0.658
r'd » v Y
| Imli ‘ | Imn2 ‘ | Im3 ‘ ‘ Imd | ‘ I3 |

Figure 3: Graphique des corrélations

des approches bayésiennes, comme les tests d’hypotheses avec les PPp-values et la possi-
bilité d’observer la variabilité des parametres et la variabilité de fonctions des parametres.

4 Conclusion et perspectives

Les distributions a posteriori des parametres des modeles SEMs sont calculées sous les hy-
potheses de normalité et de conjugaison. Ces distributions permettent d’étudier différents
aspects du modele comme la variabilité des parametres et de fonctions de parametres et
aussi de réaliser des tests d’hypotheses. L’algorithme de Gibbs proposé pour prendre en
compte les contraintes d’identifiablité converge rapidement avec de faibles autocorrélations
des simulations a posteriori, réduisant ainsi le nombre de simulations nécessaires. La suite
de ce travail consiste en I’étude des modeles SEMs sur données manifestes catégorielles.
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