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RÉSUMÉ : Dans cette communication, nous proposons un estimateur semi-paramétrique
d’une fonction discrète de régression. Nous combinons une approche paramétrique et une
non-paramétrique pure qui met en oeuvre la méthode des noyaux associés discrets. Le
nouvel estimateur semi-paramétrique discret de régression possède un biais qui peut être
inférieur à celui de l’ estimateur purement non-paramétrique discret de régression et une
même variance que ce dernier.

ABSTRACT: We propose a semiparametric estimator for a count regression function. We
combine a parametric approach and a pure nonparametric one which is realized by using
discrete associated-kernel method. The new semiparametric count regression estimator
can reduce the bias with respect to purely nonparametric count regression estimator,
without affecting the variance.

Mots clés : Estimateur à noyau associé discret ; régression non-paramétrique

Dans ce travail, nous partons de la décomposition d’une fonction discrète de régression
m : N

d → R comme le produit

m(x) = r(x; β)ω(x) (1)

= : mω(x; β), ∀x ∈ N
d.
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La fonction r(x; β) de (1) est la partie paramétrique de paramètre β et la fonction
ω(x) de (1) est la partie non-paramétrique sur N

d. Pour construire un estimateur semi-
paramétrique m̂ de m en (1), l’idée est d’abord de déterminer une estimation paramétrique
r̂ de la fonction r puis de corriger en multipliant par une estimation entièrement non-
paramétrique de ω = m/r̂ ; voir, Kokonendji et al. (2009a), pour l’estimation semi-
paramétrique de distribution de données de dénombrement.

Tout d’abord, l’estimateur non-paramétrique d’une fonction de régression m(x) sur
N

d avec d = 1 a été défini par Kokonendji et al. (2009b) sur le modèle de celui de
Nadaraya-Watson comme suit :

m̃n(x) =
n∑

i=1

YiKx,h(Xi)∑n

j=1 Kx,h(Xj)
, x ∈ N, (2)

avec Yi la variable aléatoire (v.a.) réelle à expliquer, Xi la variable explicative de dénombrement,
h = h(n) une suite arbitraire de paramètres de lissage satisfaisant lim

n→∞

h(n) = 0 et Kx,h(·)

un noyau associé discret (Kokonendji et al., 2007, et Senga Kiessé, 2008) ; la variance
V ar(Y |X = x) est finie pour tout x ∈ N. Précisons qu’une fonction noyau associé discret
Kx,h(·) est elle même une fonction de masse de probabilité (f.m.p.) sur le support discret
Sx (ne dépendant pas de h). En plus, nous imposons les deux conditions suivantes :

lim
h→0

E(Kx,h) = x et lim
h→0

Var(Kx,h) = 0, (3)

où Kx,h est la v.a. discrète de f.m.p. Kx,h(·) ; voir, Abdous et Kokonendji (2009) pour
une revue sur les noyaux associés discrets. Les différences finies d’une f.m.p. g sont telles
que, pour k ∈ N \ {0}, on ait :

g(k)(x) = {g(k−1)(x)}(1) et g(1)(x) =

{
{g(x + 1) − g(x − 1)}/2 si x ∈ N \ {0}
g(1) − g(0) si x = 0.

(4)

De là, la différence finie d’ordre 2 est

g(2)(x) =





{g(x + 2) − 2g(x) + g(x − 2)}/4 si x ∈ N \ {0, 1}
{g(3) − 3g(1) + 2g(0)}/4 si x = 1
{g(2) − 2g(1) + g(0)}/2 si x = 0.

(5)

Le résultat suivant présente le biais et la variance asymptotiques de l’estimateur non-
paramétrique m̃n de (2).

Théorème 1 Soit X la v.a. discrète de f.m.p. telle que f(x) = Pr(X = x) > 0, pour
tout x ∈ N fixé. Soit h = h(n) une suite de nombres positifs satisfaisant lim

n→∞

h = 0.

Alors, le biais et la variance de m̃n(x) admettent les expressions suivantes :

biais{m̃n(x)} =

{
m(2)(x) + 2m(1)(x)

(
f (1)

f

)
(x)

}
V ar(Kx,h)

2
+ O

(
1

n

)
+ o(h), (6)
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V ar{m̃n(x)} =
V ar(Y |X = x)

nf(x)
{Pr(Kx,h = x)}2 + o

(
1

n

)
, (7)

où m(2), m(1) and f (1) sont les différences finies définies comme dans (5) et (4).

Ensuite, l’approche non-paramétrique par noyau associé discret appliquée à la fonction
discrète ω(x) permet de définir l’estimateur semi-paramétrique m̂n de m de la manière
suivante :

m̂n(x) = r(x; β̂)
n∑

i=1

YiKx,h(Xi)

r(Xi; β̂)
∑n

j=1 Kx,h(Xj)
(8)

=
n∑

i=1

YiKx,h(Xi)∑n

j=1 Kx,h(Xj)
×

r(x; β̂)

r(Xi; β̂)
, x ∈ N, (9)

où β̂ est l’estimateur de β, h > 0 est la fenêtre et Kx,h(·) est un noyau associé discret
donné. Ainsi, dans le cas où la fonction r0(x) = r(x; β0) est fixée, en notant m = r0ω
nous formulons le résultat suivant.

Théorème 2 Pour tout x ∈ N fixé tel que f(x) = Pr(X = x) > 0, soit r0(x) = r(x; β0)
un départ fixé dans (1). Pour n → ∞ et h = h(n) → 0, l’estimateur semi-paramétrique
de régression m̂n(x) dans (8) possède le biais et la variance suivants :

biais{m̂n(x)} =

{
r0(x)ω(2)(x) + 2r0(x)ω(1)(x)

(
f (1)

f

)
(x)

}
V ar(Kx,h)

2
+ O

(
1

n

)
+ o(h),

(10)

V ar
{
m̂n(x)

}
=

V ar(Y |X = x)

nf(x)
{Pr(Kx,h = x)}2 + o

(
1

n

)
, (11)

où ω(2), ω(1) et f (1) sont les différences finies définies comme dans (5) et (4).

La comparaison du résultat précédent avec celui correspondant à l’estimateur non-paramétrique
dans le Théorème 1 montre que les variances en (11) et en (7) des deux estimateurs
sont égales. Ainsi, le nouvel estimateur m̂n en (8) pourrait être plus performant que
l’estimateur m̃n en (2) selon la valeur de leur biais respectif en (10) et en (6). Pour
un noyau associé discret choisi, la comparaison provient des termes des différences finies
d’ordre k présents dans les expressions (10) et (6) ; en effet, selon le départ r0 fixé , on a :

m(1) = (r0ω)(1) = r0ω
(1) + r

(1)
0 ω ≶ r0ω

(1) et

m(2) = (r0ω)(2) = r0ω
(2) + 2r

(1)
0 ω(1) + r

(2)
0 ω ≶ r0ω

(2),

où le symbole ≶ signifie ≤ ou ≥.
Un résultat similaire au Théorème 2 se formule dans le cas général où le départ n’est

pas fixé. Pour cela, la fonction r(x; β0) est déterminée comme étant la fonction approchant
le mieux m(x) au sens de la distance de Kullback-Leibler.
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Enfin, les estimateurs en (8) et en (2) peuvent s’étendre au cas multidimensionnel. Il
est alors nécessaire d’utiliser un noyau associé multiplicatif

Kx,h(Xi) =
d∏

k=1

K
[k]
xk,hk

(Xik),

avec x = (x1, . . . , xd)
T , h = (h1, . . . , hd)

T , Xi = (Xi1, . . . , Xid)
T et K

[k]
xk,hk

(·) un noyau
associé univarié satisfaisant (3) pour tout k = 1, . . . , d. Il faut aussi utiliser les versions
multidimensionnelles des fonctions m(·), r(·; β) et ω(·) avec les dérivées partielles cor-
respondantes. Il s’en suit la formulation des différents résultats présentés dans le cas
multivarié.
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