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Information: entropies, divergences and mean values

Abstract: The design concepts of divergences are of interest because of the key role they play in statistical
inference and signal processing. We distinguish two different classes of divergences built on entropies. They are
compared using the associated quadratic differential metrics, mean values and projections.

Key-words: Information, entropy, divergence, distance, associated metric, mean value, axiomatic.
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Notations et opérateurs

Les opérateurs concernant les fonctions h (ou f), ¢, ¢ qui interviennent dans les différentes constructions
(sections 2.1 et 2.2), les équations fonctionnelles caractéristiques (chapitre 3), et les propriétés des entropies et
divergences, sont [154] :

— conjugaison: u — 1 — u,
— translation: u — u + 4,
— dilatation: uw — Pu,

— fonction dilatée:
flu) =7 flu) +9 (0.1)

induisant une propriété d’invariance des entropies non intégrales (section 2.4),

— fonction translatée: i
Fluw) = fu) +7 ut s (0.2)

induisant une propriété d’invariance des f-divergences intégrales (section 2.5),
— fonction miroir: .
Fy=us (%) (03

intervenant dans la propriété de symétrie des f-divergences intégrales (section 2.5); & noter aussi que:

ot == i (1)

U U

intervient dans les caractérisations fonctionnelles des entropies (chapitre 3), et que ses propriétés influent
sur les algorithmes de reconstruction;

- fonctions d’information [3, 109]:

et :

f(u,v):vf(%)+(1—v)f<1:3) (0.5)

vérifiant des équations fonctionnelles caractéristiques [3, 109] (chapitre 3),

— autres fonctions [105, 154]:

— différence de Jensen:
I3 (u,v) = h(Bu + (1= B)v) — Bh(u) — (1 — B)h(v)

intervenant dans la définition de I'information mutuelle (section 2.3), un procédé constructif de divergences
(section 2.2) et ses extensions (section 4.2), et les équations fonctionnelles (chapitre 3).
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4 Michéle Basseville

- différentielle de Gateaux (ou dérivée directionnelle) :

SH(P: R) = %H(P—i—tR) = i HPHR) - H(P) =H'(P)-R (0.6)

=0 t—0 t

intervenant dans la définition de la distance de Bregman (section 2.2),

Transformée de Legendre-Fenchel

Pour toute fonction f : R™ —] — oo, +00[, on définit la transformée de Lengendre (ou Fenchel) [138, 23] par:

ff(u) = sup (< t,u>—f(t)) (0.7)

f* est convexe sur R™, et est dite aussi duale convexe de f.
Si f est convexe et semi-continue inférieurement, alors f** = f.
Si f est différentiable, on a de plus:

F(u) =< 7N w),u > = f(f 7 H(w)
f* r_ f/ -1

F) + (' (W)= < u, f/(u) >=0 (0.8)

Irisa



Information: entropies, divergences et moyennes )

Chapitre 1

Introduction

On donne, en guise de motivation, quelques exemples de concepts de la théorie de 'information intervenant
dans la formalisation et la résolution de problemes de traitement de signal. Puis on indique comment le document
est organisé.

1.1 Motivations: information et signal

Citons, en vrac et de maniére non exhaustive, quelques problémes ol interviennent de maniére cruciale des
notions d’information.

Les statistiques exhaustives (qui conservent l'information, de Fisher, mais aussi bien d’autres) jouent un
role-clef en estimation et en détection (tests d’hypothéses), et il en est de méme de la question des distances
(ou divergences). Il serait d’ailleurs intéressant de mettre en évidence de maniére explicite les propriétés de ces
notions qui sont propres au cas Gaussien, propres aux parametres de translation, ou générales. L’information
de Kullback (ou entropie relative) est sous-jacente & l’identification par maximum de vraisemblance, & des
criteres de sélection de modeéles, a la reconstruction par maximum d’entropie. L’information de Fisher fournit la
précision optimale de tout estimateur. L’information (ou distance) de Kullback intervient dans les probabilités
d’erreur des détecteurs par rapport de vraisemblance, et aussi dans le retard & la détection optimal en détection
séquentielle de ruptures; pour cette raison, elle est utilisée pour définir la détectabilité d’un changement de
modele.

L’entropie joue par ailleurs un role-clef dans des méthodes d’analyse spectrale. Elle intervient dans la résolu-
tion de probléemes inverses, et 'information est omni-présente dans les techniques bayésiennes de régularisation.
Evidemment la quantification de I'information est au coeur des problémes de compression et aussi de fusion de
données.

1.2 Organisation du document

On examine les deux principales notions d’information concernant des lois de probabilité:
1. Pentropte ou mesure d’information, notée H,
2. la diwergence ou gain d’information, notée I ou D,

ainsi que les liens qui les unissent. On étudie en particulier les relations entre plusieurs procédés constructifs de
divergences a partir d’entropies (et réciproquement). On décrit aussi I'information mutuelle.

La plupart des concepts décrits valent dans un contexte non-paramétrique. Leur application a des lois
paramétrées donne lieu & des objets (e.g. distances entre vecteurs de parameétres) et propriétés (e.g. la métrique
et son éventuelle invariance par changement de paramétrisation) supplémentaires.

Le chapitre 2 est consacré a 'introduction des deux classes de divergences. On commence par distinguer, a
la section 2.1, deux formes fonctionnelles d’entropies, intégrales et non intégrales, et une classe de divergences,
dites f-divergences, notées I, dont on peut dire qu’elles sont formellement identiques aux entropies (entropies
relatives). De nombreux exemples d’entropies et de f-divergences sont décrits en détail dans les sections 2.4 et
2.5, ainsi que le lien crucial avec 'information de Fisher et I’exhaustivité.

PIn~® 1020



6 Michéle Basseville

Ensuite, a la section 2.2, on décrit les J, C, D, K, L-divergences qui se déduisent d’entropies & partir de
procédés constructifs distincts. Ce sont la J-divergence basée sur la différence de Jensen, la distance a la
Chernoff C basée sur une maximisation de celle-ci, la distance de Bregman D basée sur la différentielle de
Gateaux, et les K et L-divergences basées sur des analogies avec des expressions alternatives de 'information
de Kullback. Puis, a la section 2.3, on s’intéresse a I'information mutuelle.

Les caractérisations axiomatiques et les équations fonctionnelles lides & toutes ces notions sont discutées
dans le chapitre 3.

Le chapitre 4 discute de notions de moyennes (ou mélanges) et d’extensions possibles de divergences. A
la section 4.1, on s’intéresse aux moyennes sous-jacentes explicitement aux entropies et f-divergences, et aux
moyennes définies comme des projections au sens de distances telles que f-divergences et distances de Bregman.
Ensuite, on utilise ces moyennes généralisées pour construire, a la section 4.2, des extensions de la différence de
Jensen et de la distance de Bregman. Ce jeu permet permet d’introduire le rayon d’information et une notion
de capacité.

Le chapitre b contient des aspects géométriques. Les propriétés géométriques des entropies et des diver-
gences, au sens de la géométrie différentielle de ’espace des lois, sont principalement la métrique différentielle
quadratique qui peut leur étre associée, ses éventuelles propriétés d’invariance, et donc le lien des entropies et
divergences avec I'information de Fisher. Elles sont discutées a la section 5.1. Avec les moyennes et projections
de la section 4.1, elles sont un des outils pour étudier 'intersection — non vide — des différentes classes de
divergences, ainsi qu’on le montre dans la section 5.2.

Enfin, de nombreux exemples d’entropies et de divergences concernant les familles exponentielles et les cas
Gaussiens (variables scalaires ou vectorielles et processus) sont donnés en annexe.

Irisa
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Chapitre 2

Entropies et construction de deux
classes de divergences

On définit deux classes de divergences, toutes deux construites a partir de fonctionnelles d’entropies, bien qu’a
partir de propriétés différentes. La premiére classe contient les divergences définies comme étant des entropies
relatives. La deuxiéme contient des distances dont la construction repose sur la concavité de la fonctionnelle
d’entropie considérée.

2.1 Entropies et f-divergences (Classe 1)

On introduit plusieurs types d’entropies et les f-divergences (ou entropies relatives) qui leur sont associées.

2.1.1 Entropies

On considere deux formes fonctionnelles d’entropies, intégrales et non intégrales, et on donne trois exemples.

Entropies intégrales et non intégrales Remarquons d’emblée que les entropies sont toujours définies d’une
maniere relative a une mesure de référence v. On considére les formes fonctionnelles intégrales et non intégrales
suivantes [3].

Les entropies intégrales sont définies par ' :

Hy, (1) = —/h (j—ﬁ) dv (2.1)
H,, (1) = /%g (-m 2—5) dv (2.2)

ou h est le plus souvent convexe, et h et g sont liées par:

h(u) = —ug(—Inu)
su) = he)
= —h(e

oll /vz(u) =uh (%) est la fonction miroir de h.

1. Noter que [141] considére une forme intégrale différente:

du du
Hs,(u) = —/E S (ln E) dv

ou S est un opérateur linéaire, par exemple I'identité pour Shannon, et la dérivée seconde pour Fisher. Noter aussi la définition de
la concentration d’une mesure [79]:

(1) = /h(IW(f)I) du(t)

ou 1, est la fonction caractéristique de p.

PIn~® 1020
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Les entropies non intégrales sont définies par:

Hy, (p) = —Ing™! (/ 2—5 ¢ (j—ﬁ) dy) = —InGy,(p) (2.3)

Hy,(n) = ¢! (/2—5 (-mill—ﬁ) dy) (2.4)

ol ¢ et 1 sont strictement monotones, et liées par :

o(u) = (~Inw)

() = é(e™)
vTHu) = —In 67 (u)
Le passage d’une forme intégrale a une forme non intégrale peut étre effectué a 1’aide de:

_ _hy)
o) =

Al

-y

u

() = g(u)

modulo les propriétés d’invariance des formes fonctionnelles d’entropies par transformation des fonctions f, g, ¢, ¥
évoquées plus loin. On en montre un exemple pour les entropies d’ordre a pour lesquelles ces relations sont
différentes.

Exemples Les quatre formes fonctionnelles valent en particulier pour I’entropie de Shannon :

H (1 /d“ In d“ dv (2.5)

qui correspond a:

h(u) =hi(u) = ulnu

glu) =g1(u) = u

Y(u) =vi(u) = w

b(u)=¢1(u) = —Inu=hi(u)=—h (%)

L’exemple le plus connu d’entropie intégrale est 1’entropie d’ordre a de Havrda-Charuvdt:

ool = = (1 [ (24) an) (26)

(ae # 1) qui correspond &:

o —
Elle admet comme cas particulier ’entropie de Shannon :

lim H,, ,(p) = Hy (1)

a—1

Pour o = 2, il s’agit de I'indice de diversité de Gini [122].
L’exemple le plus connu d’entropie non intégrale est 1’entropie d’ordre o de Rényu:

H.,(p) = —ail ln/ (flﬁgg)a dv () (2.9)

Irisa
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TaB. 2.1 — Les trois fonctions h, v, ¢ et les entropies d’ordre «.

Cas général Entropies d’ordre «

é(u) = Y(—Inu) $o(t) = Yo(—Inu)

(ae # 1) qui correspond &:

Elle admet comme cas particulier ’entropie de Shannon :
lim H =H
lim Ho (1) = Hi o (1)
Son importance, en particulier pour le codage, est résumée par la propriété :
-« ﬁoc-l-l,l/(P) =In El/ (eoclnP(X))

En d’autres termes, ’entropie de Rényi n’est autre que le logarithme de la fonction caractéristique (ou fonction
génératrice des moments m.g.f.) ou encore la fonction génératrice des cumulants de In P(X).

Le tableau 2.1 met en évidence les relations entre les formes d’entropies d’ordre «.

On donne d’autres exemples d’entropies a la section 2.4.

2.1.2 f-divergences

Les f-divergences ont été proposées vers 1965 indépendamment par Ali-Silvey [11] et Csiszar [51], puis
redécouvertes par Akaike [8] et Zakal-Ziv [165] dans la décennie suivante. Les f-divergences entre une mesure v
et une mesure g, que I'on peut introduire pour chaque forme fonctionnelle d’entropie (2.1)-(2.3), sont définies

[11, 51, 6, 165, 53, 117] par:
A
I(p,v) = —H,(u) (2.12)

On notera I (ouly), Iy, I, les divergences ainsi associées aux entropies Hy, Hy, Hy. Pour certaines divergences
d’ordre «, cette définition vaut a un coefficient multiplicatif prés. On en décrit a la section 2.5 de trés nombreux
exemples, recouvrant la plupart des distances utilisées. On peut d’ailleurs s’étonner, au vu de 'identité formelle
(2.12) entre entropies et f-divergences, qu’il y ait eu dans la littérature si peu d’entropies introduites en regard
du nombre de f-divergences.

PIn~® 1020
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Dans le cas de lois admettant une densité, on peut évidemment aussi écrire une f-divergence entre deux
lois P et ) en considérant leurs densités p et ¢ par rapport & une méme mesure de référence A\. On verra
plus loin que les f-divergences, qui sont homogenes de degré 1, ne dépendent pas du choix de cette mesure de
référence A, contrairement aux entropies dont elles découlent. On verra aussi que, dans le cas paramétrique,
les f-divergences sont étroitement lies & 'information de Fisher. Enfin, on montrera que la dualité convexe
joue un role a deux niveaux pour les f-divergences intégrales: une propriété de dualité sur f caractérisant des
f-divergences particulieres, une propriété de dualité sur Iy en tant que fonction sur I’espace des mesures.

f-divergences intégrales Une f-divergence intégrale, associée & une entropie intégrale Hy, s’écrit :

= [1(2)

La forme usuelle d’une f-divergence [52]:

I;(P,Q) = /f (g) g di=Eq (f (g)) (2.13)

f(u) = h(u)
On impose en général la condition f(1) = 0 pour assurer que I;(P, P) = 0.
L’exemple le plus connu de f-divergence intégrale est 1'information de Kullback ou entropie relative, qui se
déduit de Ientropie de Shannon (2.5) par la définition (2.12):

/ iy (2.14)

h(u) = hy(u) = u Inu

correspond donc bien &:

et qui correspond a:

En terme des densités :

K(P,Q):/p ln§ A

Un autre exemple connu est la I,-divergence de Csiszar, appelée aussi y2-divergence d’ordre o, définie par

[105, 154, 117]:

— 1 a l—o
R.(P,Q) = a(a_l)/(p q ap— (1 —a)q) dx (2.15)
— 1 a l—o
= a(a_l)/(p q 1) dx (2.16)
et qui correspond a: L | ,
muo‘—au—l—a—l a#0,1
Jw)=ro(u) =9 —Inutu—1 a=0 (2.17)
ulnu—u+1 a=1
Du constat de ce que:
1
o) = ~(ha(w) —u+1) (2 #£0)

on déduit que I’on pourrait évidemment appeler aussi cette divergence : information d’ordre o de Havrda-Charvat
par la correspondance (2.12) avec I’entropie (2.6).

f-divergences non intégrales De méme, une f-divergence non intégrale, associée a une entropie non inté-

grale Hy, s’écrit :
_ dp dp
I = —y! — —In—) d
= (e () )

Ly (P, Q)

(
|
<
L
N
=
QO
N
=3
<
/|\
E
=3
~
~
~
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L’exemple le plus connu de f-divergence non intégrale est I’information de Rényz, qui se déduit de I’entropie

de Rényi (2.9) par la définition (2.12):
R (u,v) = ! 1 / dp(x)') " dv(x) (2.18)
(v 7 In (z) v(x .

P(u) = o(u) = e~ (a=1)u

et qui correspond a:

et:
$(u) = da(u) = "

En termes des densités, I'information de Rényi s’écrit 2 :

Ra(PQ) = oy In [ 1°() 4(0) dA(e)

o —
Dans certaines références, et exceptionnellement dans la suite, I'information de Rényi est définie avec un facteur
multiplicatif 1/« supplémentaire.

On notera [52, 56] qu’elle est lide & la fonction caractéristique (fonction génératrice des moments) du loga-
rithme du rapport de vraisemblance In % par:

P(X)

EP (eocln Q(X)) — e ﬁ1+a(P7Q) (219)

On en déduit que:
aln 29 ~
In Ep (e Q(X)) =a Rt (P Q)

autrement dit que I'information de Rényi n’est autre, a une constante prés, que la seconde fonction caractéris-

tique, ou fonction génératrice des cumulants, du logarithme du rapport de vraisemblance In %. Ceci laisse

entrevoir son role en test d’hypothéses et classification pour le calcul de probabilités d’erreur [28, 155].
De nombreux autres exemples de telles f-divergences intégrales et non intégrales sont discutés en détail a la
section 2.5.

2.2 Autres divergences associées a une entropie (Classe 2)

Suivant [41], on définit maintenant des procédés constructifs de divergences & partir d’une entropie H,
distincts de (2.12). On définit ainsi quatre divergences entre lois: D, J, K L. Les divergences D et J sont
définies a partir de la différentielle de Gateaux et de la différence de Jensen respectivement. Elles ne requiérent
pas que 'entropie H soit de la forme intégrale (2.1). Les divergences K et L, définies par analogie avec des
expressions alternatives de Kullback, ne valent que pour des entropies intégrales.

L’identité de D et J est une caractérisation de I’entropie quadratique [125]. De plus, on montre & la section 5.2,
en utilisant les métriques associées, que certaines divergences peuvent étre caractérisées par I'identité de ce type
de construction avec les f-divergences, comme indiqué au tableau 5.1. En outre, comme déja indiqué a la
section 2.4, I'identité de la f-divergence I; et de la L-divergence permet de construire de nouvelles entropies,
par la solution (5.27) de (5.24).

Remarquons pour commencer que la différence des entropies :
H(Q) —H(P)

ne définit pas un gain d’information (ou divergence) satisfaisant, pour la simple raison qu’elle n’est pas toujours
positive.

2.2.1 Différentielle de Gateaux et différence de Jensen

On définit d’abord la différentielle de Gateaux et la différence de Jensen nécessaires a la définition des
divergences D et J.

2. La quantité f p(z) ¢t ~%(z) d\(z) est appelée intégrale de Hellinger. Cette intégrale, et donc I'information de Rényi, s’évalue
alsément dans le cas de martingales (processus et champs aléatoires) [155].

PIn~® 1020
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2.2.1.1 Différentielle de Gateaux
La différentielle de Gateaux est définie par:

= lim 2R ZH(P) H'(P)-R (2.20)

t—0 i

d
H(P +(R)

t=0

Dans le cas d’une fonctionnelle d’entropie intégrale (2.40):

JH(P: R) = —/h/(p(x)) r(z) dA(x) (2.21)
2.2.1.2 Différence de Jensen
Soit 0 < 3 <1:
IV (P,Q) = H(BP + (1- #)Q) — B H(P) — (1 - §) H(Q) (2.22)

Dans le cas d’une fonctionnelle d’entropie intégrale, & cause de (2.41), on a:

pour h(u) =~ h(u) 4+ u+e, J%ﬁ)(P, Q)=x Jgf)(P, Q) (2.23)

2.2.2 Divergences associées a des entropies non nécessairement intégrales

On définit maintenant la distance de Bregman et la J-divergence, qui sont définies pour toutes les formes
d’entropies, intégrales ou non. On montre le role joué par 'opérateur de moyenne arithmétique dans le lien entre
ces deux divergences.

2.2.2.1 Distance de Bregman ou divergence dirigée

Cette classe de distances a été introduite par Bregman pour la programmation convexe en 1967 [3§].

Définition Pour une fonctionnelle d’entropie suffisamment réguliére, la distance de Bregman ou divergence
dirigée est définie par [125]:

Dy (P,Q) =H(Q) - H(P)+dH(Q: P - Q) (2.24)
ot SH(Q : P — Q) est définie en (2.20) et (2.21).

Remarquer que cette divergence est identique & la a-divergence d’Amari [13].

Noter que Dy (P, Q) n’est pas nécessairement symétrique 3.

Dans le cas d’une entropie intégrale, elle est appelée divergence dirigée par Rao; voir plus loin.

Tout comme lentropie, la distance de Bregman dépend de la mesure de référence, et sera notée Dy x (P, Q)
si besoin est.

Pour I’entropie de Shannon H = H;, on retrouve 'information de Kullback :

Dy, (P,Q)=K(P,Q) (2.25)
Propriétés
Bregman comme dérivée a l'origine de Jensen

Du(r.Q)= 55 357 (P.Q)| (226
=0

Jensen comme moyenne de Bregman [125] Lorsque H est strictement concave, du fait de la linéarité de
Popérateur différentiel de Gateaux, la différence de Jensen s’écrit comme la moyenne des distances de Bregman
entre chaque loi et le barycentre des lois:

I(P,Q) = BDu(P, AP + (1 - B)Q) + (1 - B) Du(Q, 5P + (1 - H)Q) (2.27)

Il est important de souligner que le barycentre des lois qui intervient ici est celui qui correspond & la moyenne
arithmétique, et pas & la moyenne Xj ou Xy sous-jacente a I’entropie H.

3. En fait, la symétrie de Dy caractérise les entropies quadratiques [125].

Irisa
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Autres relations [125]

% IP(P,Q) = Du((1+8)P—5Q,8P +(1-p)Q)
—H(BP + (1- 8)Q) + H((1 + 8)P — Q) + H(Q) — H(P)
5,

%Jﬁ)(ﬂ@) = R(P,BP+(1-5)Q) - K(Q, 8P + (1 - 5)Q)

2.2.2.2 J-divergence de Rao

D’usage courant en anthropologie, génétique, biologie, elle est définie par Rao [122]:

P+Q\ 1 1
) - ) - H@

Iu(P.Q) =1 (P.Q) = H (

Elle est appelée aussi rayon d’information [146, 56], car elle est égale & ce rayon d’information dans le cas
particulier ot I’on considere n = 2 lois; et ceci en donne une autre justification, puisque le rayon d’information
n’est autre que 'exposant de Gallager qui joue un role important en codage. Le rayon d’information est défini
plus loin lorsque 'on discute les extensions de cette J-divergence.

2.2.3 Divergences associées a des entropies intégrales
2.2.3.1 Distance de Bregman ou distorsion projective

La distorsion projective est définie en [84] par:

D4(P,Q) = / d(p, q) dA(x)

| dn(p.q) = h(p) = hlg) = W'(g) (p — )
et donc, d’aprés (2.21):
Dh(P,Q)IHh(Q)—Hh(P)—I—(SHh(Q ZP—Q) (228)

ot Hy, est définie en (2.40). Elle est identique & la distance de Bregman Dy (2.24).
Elle est invariante par transformation linéaire;

D'yh(u)+6u+e =7 Dh

Remarque D = Dy, satisfait ’égalité triangulaire:

D(R,P) = D(R,P)+D(P,P) (VP€P)

on P = arg};ni% D(R,P)
€

Ceci est faux [84] pour les distances D de la forme f-divergence non intégrale (2.88) dans le cas ot g(u) # u, et
donc en particulier pour 'information de Rényi (2.90), la distance de Bhattacharrya ou celle de Matusita.
2.2.3.2 J K, L-divergences de Rao

Elles ont été introduites par Rao [41]:

— J-divergence: elle s’écrit maintenant:
1 1 p+yq
In(P Q)= [ | 5 hlp)+ 5 ha) —h|=—— | ) dA(x) (2.29)

- K-divergence: elle est définie par analogie avec (2.70) olt A(u) = ulnu:
h(p h(q
(7.0 = [r—0) (M2 - 12 o (2.30)
PIn" 1020
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— L-divergence: elle est définie par analogie avec (2.69) ot A(u) = ulnwu:

Ly(P,Q) = / (p h (]%) +qh (g)) dA(z) (2.31)

La notation n’est pas complétement stabilisée puisque, outre les perturbations introduites en [106], en [44] la
L-divergence est appelée K-divergence.
Voir [42] pour propriétés (positivité, convexité, inégalités) des J, K, L-divergences en fonction des propriétés
de h. En particulier:
h(u)

4J, <K & ———= convexe
u

Noter qu’une L-divergence est une f-divergence, pour f donnée en (5.24), ainsi qu’on le montre & la sec-
tion 5.2.

2.2.3.3 Distance de Bregman et J, K, L-divergences d’ordre «
Pour h = hq, on note Dy, et Jo, Kq, Ly (dites J, K, L-divergences d’ordre «):

D.PQ) = [ dw+ s [ - [ e (2:32)
J.(P.Q) = ail/[pa;qa - (p;q)a] dA(x) (2.33)
KaPQ) = 5 [r- 00t = @)

LrQ) = ([0 o) -2

Dl(Pa Q) = K(Pa Q)
Kl(P,Q
Ll(Pa Q) = K(Pa Q)

I
7
=
£

a K. (P,Q) D.(P,Q)+ D.(Q,P) (2.34)

(@=1) L, = @0 (RatRoos) _y (2.35)
ol R, est I'information d’ordre a de Rényi (2.90).
On note que L, et R, sont homogenes de degré 1 tout comme les f-divergences Iy (2.63), et que, pour
a#£ 1, Dy, o, K, ne le sont pas. Ceci a une conséquence sur les métriques associées; voir plus loin.
2.2.3.4 Divergence et entropie quadratique
[125] Pour I’entropie quadratique Q (2.62), on a les relations:
IPP.Q) = 48(1-5) Io(P,Q)
Do(P,Q) = 4Jq(PQ) (2.36)

autrement dit la distance de Bregman et la J-divergence sont identiques.
Réciproquement, ceci fournit une caractérisation de ’entropie quadratique :

JEL?)(P, Q)=9(8,1—=08)Ig(P,Q) ou gsymétrique & H = Q

On donnera une autre caractérisation de ’entropie quadratique au chapitre 3.

2.3 Information mutuelle

[51, 3, 49, 74, 75, 154].
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2.3.1 Information mutuelle de Shannon

[142, 154] L’information mutuelle ou information de Shannon entre 2 variables aléatoires X; et X est
I’entropie relative (ou information de Kullback) entre la loi jointe P(x1, #2) et le produit des lois Py (z1) x Pa(z2):

1,(X1,Xs) = K(P P x Py (2.37)
= H,(P)+H(P)—H(P)

I
=

H, (X)) + H (X2) — Hy (X1, Xo) (2.38)
(X2) — H1 (X2|X0)
= Hi(X1)—-Hi(X1]X2) (2.39)

_ X,
2.3.2 Extensions
On peut imaginer étendre la définition précédente :

— Soit en changeant d’entropie dans (2.38):
T (X1, X2) = H(X1) + H(X2) — H(Xy, Xo)

— noter qu’avec cette définition, on a Zg (X, X) = H(X), i.e. [75] Uentropie d’une variable aléatoire est
Uinformation qu’elle porte sur elle-méme, ce qui est bien confortable;

— Soit [51, 154] en changeant de divergence dans (2.37):
ID(Xl,Xz) = D(P, P1 X Pz)

Pour D = V (distance en variation), on obtient le coefficient de Hoffding, et pour D = R (x2-divergence)
on obtient le « mean square contingency » de Pearson [154, 126]; pour D = I, on obtient la f-information

de Csiszar [51, 52]; pour D = f{a, on a l'information mutuelle d’ordre o de Csiszar [52, 56].
— Soit méme [152] en changeant de définition de I’entropie conditionnelle dans (2.39).

— ou encore [52] en définissant:
H;(X) =15, (X, X)
et:
T, (X1, Xo) = Hp (X2) — Hp (X2]X1)

Noter que
Iﬁa (X1, X2) # Iﬁa (X1, X2) [56]

2.3.3 Conditionnement et additivité

L’information de Kullback posséde la propriété de décomposition additive par conditionnement (dite de

chain rule [49]):

K(PXtha QX1,X2) = K(PXUQX1) + EXl (K(PX2|X1’QX2|X1))

La seule autre f-divergence qui posséde cette propriété semble étre I'information de Rényi (2.90) dans le cas
Gaussien (voir & la fin). En effet, pour les f-divergences intégrales, une condition nécessaire est que:

(st ) () (52
Prs|z, Pz Pry YZAEN

f(u) = —alnu (o >0)

i.e. compte tenu de (2.64):

Pour les f-divergences non intégrales, il faut de méme que:
Plutv) = ¢(u) P(v)
T uv) = T () 9T (v)

soit ¢¥(u) = e~ *.
PIn® 1020
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2.4 Exemples d’entropies

On consideére des fonctionnelles d’entropie H, (P), pas nécessairement concaves. La dépendance vis-a-vis de
la mesure de référence v sera omise lorsqu’il n’en résultera pas d’ambiguité.

Comme indiqué en introduction, on distingue trois formes fonctionnelles d’entropie, 'une intégrale, les deux
autres pas.

2.4.1 Fonctionnelle d’entropie intégrale
2.4.1.1 Définition et propriétés d’invariance

Soit h une fonction convexe, souvent de classe 2 : T, — R, ot Tp =[0,1] C T}, C R*.
L’entropie intégrale d’une loi de probabilité P relative & une mesure v est définie par:

Hio(P) = = [ hip(a) dv(o) (2.40)

ou la densité p = % est a valeurs dans T},.

En vertu de (4.31), on a la propriété :
pour h(u) =~ h(u)+J u, Hj (P)=7H,,(P)-¢ (2.41)

2.4.1.2 Exemple: entropie d’ordre o de Havrda-Charvat

Entropie d’ordre 1 et dualité L’entropie de Shannon, dite aussi entropie ou mesure d’information d’ordre 1,
s’écrit :

H,,(P) = —/p(x) Inp(z) dv(x) (2.42)

- Ep (m ]ﬁ) (2.43)

h(u) = hi(u) = ulnu

Elle est de forme intégrale pour:

et ’effet du changement de mesure de référence s’exprime par :
dv’
Hl,y’(P) = Hl,l/(P) + EP (hl E)

Enfin, un calcul direct de Lagrangien permet de montrer que, considérée comme fonction d’une densité de
probabilité, ’opposée de ’entropie de Shannon est la fonction duale d’un log. m.g.f. (logarithme d’une fonction
génératrice des moments) [59]:

(—H1.)"(¢) = In /eq dv (2.44)

Entropie d’ordre o« L’entropie d’ordre o de Havrda-Charvat, dite aussi mesure d’information d’ordre «, est
I’entropie intégrale correspondant & la fonction hy [78]:

o (W =) (a#1)
ho(u) = (2.45)

ulnu (a=1)

définie pour « € R. Cette fonction satisfait :

R(u) = au*?

ho(u) = ail(ul—a_n (2.46)
(14 (@=1) ha(w) = (1=a)lnu (2.47)

e (u) = (%)_ (2.48)
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La fonction g associée est :
1
N — 1 — —(a—1)u
galu) = —= (1 —¢ )

Pour simplifier, on note H, ,, = Hy,_ , cette entropie qui s’écrit :
oo (L= [p%(@) dv(z)) (o #1)
H,.(P)= (2.49)
@) p(e) dvf@)  (a=1)

Pour o = 1, on retrouve ’entropie de Shannon Hy, et pour « = 2, il s’agit de I’indice de diversité de Gini [122].
Cette entropie admet une autre expression [109]:

HQVV(P):/FO‘(JL*) he (ﬁ((“;))) dv(x)

F(l‘)z/x p(y) dv(y)

— 00

est la fonction de répartition, et hq est la fonction d’information associée & hy :

B () = ho() + ha(1 — 0) = —— [u® + (1 — )* — 1]

oa—1

Cette expression peut étre utile en fiabilité pour des durées de vie.

Opérateur de moyenne L’opérateur de moyenne (4.8) associé & I'entropie de Havrda-Charvat est :

1 n
22@(1)) =7 (1 > 8 pf“l) (2.50)
i=1

ol I’on suppose toujours les poids normalisés: Y .| 3 = 1.

2.4.1.3 Entropies déduites des f-divergences intégrales

L’écriture des formes intégrales d’entropies (2.1) et de f-divergences associées (2.12) permet de définir,
a partir d’une f-divergence intégrale quelconque entre une loi p et une mesure de référence v, une entropie
intégrale de la loi p par:

Hpo (1) = —I¢(p,v)
soit encore :

Hy(P) = = [ S(ple) dvo)

pour 'une quelconque des fonctions f listées plus loin.
Par exemple, ’entropie qui correspond & la distance (ou divergence) de Hellinger est :

Hy . (P)= / Vple) dv(x) —1

qui n’est autre que la moitié de ’entropie de Havrda-Charvat d’ordre 1/2. De méme, ’entropie qui correspond
a la y2-divergence est :

Ho(P)= 5 [(0le) =1 dv(o)

qui n’est autre que la moitié de I’entropie de Havrda-Charvat d’ordre 2.

2.4.2 Fonctionnelles d’entropie non intégrales

On considére maintenant les formes non intégrales (2.4)-(2.3).
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2.4.2.1 Définition et propriétés d’invariance

On définit des entropies non intégrales d’une loi P relativement & une mesure de référence v par [52, 3]:

HooP) = o7 [ o) vl npe)) avio)) (251)
HootP) =~ ([ o) otote) vt (2:52)

oll 9 et ¢ sont strictement monotones, et souvent de classe C?, et :
¢(u) = (= Inu)
On déduit de (4.29)-(4.30) que les entropies Hy , (P), Hy . (P) sont inchangées par dilatation de ¢, ¢ :
pour Y(u) =5 ¥ (u)+4, H%l,(P) =H, ., (P) (2.53)
pour ¢(u) =75 ¢(u) +9, Hf,l/(P) =H,,(P) (2.54)

2.4.2.2 Exemple: entropie d’ordre o de Rényi

Comme on I'a déja indiqué, ’entropie de Shannon (2.42) peut étre écrite sous ces formes fonctionnelles non
intégrales a l’aide de:
P(u) =1 (u) = u
et :
d(u) = ¢1(u) = —Inwu
L’entropie d’ordre o de Rényi [130, 52, 49] est I’entropie de forme fonctionnelle (2.51) correspondant & la
fonction ¢ :

Yalu) = e~ (@71 (2.55)
et a la fonction ¢ :
$alu) = u*"" (2.56)

Pour simplifier, on note ITIOW =Hy,_ ., = Hgy_ , cette entropie qui s’écrit :

— In[p(2) dv(z) (0 €R},#1)

— [p(z)Inp(z) dv(z) (a=1)
H,.,(P)= (2.57)

In v({z : p(z) > 0}) (a =0)

— Inmax, p(x) (a0 = 0)

L’entropie d’ordre 0 a été introduite par Hartley en 1920 et semble avoir été la premiére mesure d’information
[4]. Selon Rényi et Csiszar [130, 52], ’entropie d’ordre « a été introduite par Schiitzenberger en 1953 [141]; elle
a été reprise par Rényi en 1961. Néanmoins Parzen et Vajda [117, 155] affirment que I'information de Rényi
n’est autre qu’une divergence proposée par Bhattacharrya en 1943 [30]. Pour « # 1, cette entropie n’est pas de
la forme (2.40). Pour 0 < o < 1, H, est strictement convexe [28]. Par contre, pour a > 1, H, n’est ni concave

ni convexe en général [28, 122]. Cependant, pour tout «, H,, est pseudo-concave.
L’entropie de Rényi posséde I'importante propriété d’étre liée a la fonction caractéristique de In P(X) (ce
qui laisse entrevoir son role en codage) par [46, 52, 56]

E, (eoclnP(X)) — e« Haq1(P) _ Vot (ﬁa+1,u(P)) (2.58)
Autrement dit, {‘opposé de Uentropie de Rényt — et non pas sa fonction duale — est un log. m.g.f.:
-« ﬁoc-l-l,l/(P) =In El/ (eoclnP(X))

L’entropie de Rényi est liée & ’entropie de Havrda-Charvat par:

(1—a)Hu, (P)=In[l — (o — 1) Hy, (P)]
soit :

Hlﬂa,u(ﬂ) = 1/);1 (1 - (a - 1)Hha,u(ﬂ))
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Opérateurs de moyenne Les opérateurs de moyenne (4.7) et (4.9) correspondant & I’entropie de Rényi sont :

oa—1

1 n
Egﬁﬁa) (u) = — In Zﬁl e~ (a=1)u, (2.59)
i=1

et :

sy (p) = (Z Bi P?‘_l) N (2.60)

Gal(p) = (Zn: pf‘) N (2.61)

i=1

Les relations établissant le lien avec 'opérateur de moyenne (2.50) sous-jacent & I’entropie de Havrda-Charvat
different des relations (4.12)-(4.13) du cas général, & cause du lien entre les trois fonctions kg, ¢, ¢o résumé au
tableau 2.1, qui est distinct du cas général discuté dans I'introduction.

Ces relations s’écrivent dans le cas présent :

S = 0 (1 (=) 5 )
s = 6z (1—(a—1) zg@(p))

Par contre, le lien entre ¢ et ¢ étant inchangé, la relation (4.20) vaut toujours:

Efzi)(—lnp,...,—lnpn) =—1In nga)(p’apn)

Lorsque «a tend vers I'infini, I’entropie de Rényi correspond & l'opérateur de moyenne particulier qu’est le
sup [146]. (Ceci remarque permet de donner une interprétation de la distance en variation de Kolmogorov en
termes d’information). On utilisera ces notions de moyenne sous-jacentes aux entropies d’ordre e pour définir,
a la section 4.2, le rayon d’information comme extension de la différence de Jensen.

2.4.2.3 Entropies déduites des f-divergences non intégrales

L’écriture des formes non intégrales d’entropies (2.4)-(2.3) et de f-divergences associées (2.12) permet de
définir, & partir d’une f-divergence non intégrale quelconque entre une loi p et une mesure de référence v, une
entropie non intégrale de la loi g par:

Hy.,(p) = -Ly(pv)
Hyo(p) = —Ip(pv)

soit encore :

Hoo(P) = o7 ([ pla) vl npte)) avio))
HooP) = —tno” ([ pla) élple)) doio))

pour 1'une quelconque des fonctions ¢, ¢ listées dans le tableau 2.3.
Par exemple, ’entropie qui correspond & la distance (ou divergence) de Bhattacharrya (¢(u) = —1/+/u) est :

Hy . (P)= 2111/ Vp(x) dv(x)

qui n’est autre que I’entropie de Rényi d’ordre 1/2. De méme, I’entropie qui correspond & l'information d’ordre o
de Rényi est :
1

a—1

H"/Jozyl’(P) = -

In / % (2) dv(x)

qui n’est autre que ’entropie de Rényi d’ordre «.
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2.4.3 Généralisations

On discute plusieurs types de généralisations.

2.4.3.1 Par l'axiomatique pure

De nombreuses entropies ont été introduites dans la littérature [3, 109, 152]. Par exemple, les entropies :

HY(P) = —— (1_M)

a—1 [ p? dv(z)
~ 1 atB-1 dy(z)
B(P) = ———In fpfpﬁ ot
I:Iﬁ(P) = —/pﬁ"'1 Inp dv(x)

sont extraites des 25 entropies différentes listées dans [152]. Selon [52], ces entropies n’ont jamais donné lieu
a autre chose que des justifications purement axiomatiques, et non pragmatiques ou opérationnelles, et n’ont
donc qu’un intérét réduit.

2.4.3.2 Entropie quadratique

Par contre, 'entropie quadratique:

Q(P) = - /X ) L) plo) o) vty (2.62)

ol q(x,x) = 0, a été introduite par Rao [125, 124, 102]. Elle est intéressante :

— par au moins trois de ses caractérisations (chapitre 3): d’une part, I'identité de deux procédés constructifs
de divergences (par différentielle de Gateaux et par différence de Jensen, i.e. D et J), et la symétrie de
D; d’autre part, la positivité de toutes les différences de Jensen successives;

— parce que la métrique différentielle quadratique qui lui est associée est, comme celle de Fisher, invariante
par changement sur le parameétre et sur la variable.

Sa concavité est donnée par la condition :
q est un noyau défini positif < Q concave

A titre d’exemple, pour X = R, q(z,y) = (x — y)? redonne la variance comme mesure de diversité [123]:
/ (x —y)? p(x) p(y) dv(z) dv(y) = 2 var(P)
XQX

Un autre exemple concerne X =R?, ¢(x,y) = (21 — 11)% + (22 — y2)%.

2.4.3.3 Entropie associée 4 une f-divergence symétrique

On peut aussi définir des entropies a partir de f-divergences particuliéres, par des procédés autres que la
définition (2.12). Nous en donnons deux exemples.

Par identité de procédés constructifs de divergences Comme on le montre plus loin en cherchant les
f-divergences qui sont aussi une L-divergence de Rao, a toute f-divergence telle que la fonction convexe f
satisfasse (5.25), on peut associer une famille d’entropies par résolution de (5.24):

1 1
bw) = )+ va (- (1))
o h est n’importe quelle fonction convexe définie sur [0, 1] et nulle en dehors.
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2.4.3.4 Entropie associée a une information mutuelle
On peut aussi imaginer définir une entropie & partir d’une information mutuelle par la relation [52, 19]:
H; (X) = Zr, (X, X)

C’est ce que propose Arimoto [19] pour une entropie définie par un inf, qui lui fait retrouver le rayon d’infor-
mation de Sibson (section 4.2).

2.5 Exemples de f-divergences

On décrit en détail les f-divergences (2.12), intégrales ou non, proposées dans la littérature. En particulier,
on distingue un certain nombre de divergences d’ordre a. On donne ensuite un contre-exemple de divergence
d’ordre v qui n’est pas une f-divergence. On examine ensuite, dans le cas paramétrique, la relation étroite entre
les f-divergences et I'information de Fisher et I'exhaustivité. On termine par un certain nombre d’inégalités
entre ces distances, permettant d’affirmer quand 'une est plus fine que 'autre.

2.5.1 f-divergences intégrales
2.5.1.1 Définition

Dans le cas de lois de probabilité P, () admettant des densités p, ¢ par rapport & une mesure de référence A,

on les définit [11, 51, 6, 165, 53, 117] par:

-0 (1 (2)) -] 1(2) e

oll f est continue et convexe sur [0, +oc[, souvent de classe C2. On impose de plus:

f(1)=0 pour garantir I (P, P) =10 (2.64)
(1) >0 pour la métrique (2.65)

Il convient de noter que les f-divergences — qui sont homogeénes de degré 1 — ne dépendent pas de la mesure A
de référence. De ce point de vue, on peut dire que la comparaison de telles mesures de distance se réduit a la
comparaison de fonctions convexes.

Comme déja annoncé en introduction, les f-divergences possédent les propriétés d’invariance suivantes :

pour f(u) = f(u) +~u+4, L;(PQ)=1;(P,Q)+v+4 (2.66)

pour flu)=uf (1), 1@ =1@.7) (2.67)

Enfin, comme on ’a déja indiqué & la section 1 en (2.12), une f-divergence intégrale (entre deux mesures
n’admettant pas nécessairement de densité) se déduit d’une entropie intégrale par :

Li(p,v) = = Hpu(p)

a un coefficient multiplicatif pres; voir le tableau 2.1.

2.5.1.2 Exemples

On présente les exemples de f-divergences résumés au tableau 2.2.

Distance en variation de Kolmogorov Elle correspond & f(u) = v(u) ou:

1
v(u) = 5 Ju—1

LP.Q)=V(PQ) =5 [Ip-aldrz) (2.6%)

Une interprétation en termes de notion d’information est donnée en [146]; on I’indique en section 4.2 lors des
extensions de la différence de Jensen.
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TaB. 2.2 — f-divergences intégrales.

Fermi-Dirac

nom notation pour f(u) I:(P,Q)
Kolmogorov v(u) V(P,Q)= % [1p—q| d\(2)
info. Kullback | k(u) K(P,Q) = fplns dA(x)
div. Kullback | k(u) K(P,Q)= [(p—q)(Inp—Ing) d\(z)
K-div. Lin K(u) K(P,Q)= fplnz%pq dA(x)
L-div. Lin () L(P,Q)= [ (plnp+qlng— (p+ ¢) InE2) dA(x)
Hellinger 2 (Vu—1)? HA(P,Q)=1% [(VP— VO)* dA(z)
1_\/6_%]11/2(“)_“—1—1 :l_f\/p_qu(x):%Ihlﬂ(P’Q)
moy. harmon. | t(u) T(P,Q)= [ (p - %) dA(x)
x2-divergence | r(u) R(P,Q) = % f @ dA(x)
= gha(u) + 154 =3 L. (P,Q)
x%-div. Vajda | w, W, (P,Q) = [lp—q|%' = d\(»)
Wi (P,Q)=2V(PQ)
W2 (P, Q) =2R(P,Q)
x2-div. a 7o lu) R.(P,Q) = m (fp* ¢' = dA(z) — 1)
5 (ha(w) = (u=1)) =+ 1 (P,Q)
k(u) Ro(P,Q) = K(Q, P)
k(u) Ri(P,Q)=K(P,Q)
r(u) R.(P,Q)=R(P,Q)
2(\/6—1)2 Rl/Z(PaQ):4%2(PaQ)
Info o Parzen ga(u) Z.(P,Q)
) Z(P.Q) =K(Q.P)
% ZO(PaQ):RZ(EaQ)_K(PaQ)
Info.«a bo(u) B.(P,Q)=[(plnp+ aglng
Bose-Einstein —(ag+p) In Of_;_"f’) dA(z)
Info.«a falu) Fo(P,Q)= [(plnp—aqlng

a—1

+(ag—p) In O‘q_p) dA(x)
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Information de Kullback ou entropie relative Elle est dite aussi gain d’information d’ordre 1 [146]
ou divergence dirigée [145] ou entropie relative de Shannon. Elle correspond & la fonction f(u) = ulnu ou

flu) = k(u) ou:

k(u)=ulnu—(u—1)

k =K = ng x
KPQ=K(PQ = [rnliw)

/<§1n§—§+1) g d\(z)
—/<1n]%—]%+1) p d\(z)

Divergence de Kullback Elle est dite aussi divergence de Jeffreys-Kullback-Leibler. C’est la symétrisée de
la précédente, elle correspond donc & la fonction f(u) = k(u) ou:

k(u) = k(u) +u k (1) =(u—1) Inu

U

K(P,Q)

K(P, Q)+K(Q,P):/<p1n§+q1n%) dA(z) (2.69)

W(P.@) = [(p—0)np=lng) drz) (2.70)

K, L-divergences de Lin Elles sont d’introduction plus récente [106]. La K-divergence de Lin correspond &
la fonction f(u) = k(u) = ulnu —uln H'T“ :

I(P,Q)=K(PQ) =K (P’P;Q)

_ 2P e
_/plnp+q dA(x) (2.71)

et la L-divergence de Lin & la fonction symétrisée f(u) = [(u) ou:

1+u

I(w) = K(u) +u r (1) —ulnu—(1+u) In

U

L(P,Q)=L(PQ) = K(P,P;Q) +K<Q,P;Q) (2.72)
= /(plnp—i—qlnq—(p—l—q)lnp—;q) dA(x) (2.73)
= 23,(P,Q) (2.74)

La L-divergence de Lin est donc une différence de Jensen J; 2 ng/z) définie en (4.33).

Distance de Hellinger La distance de Hellinger a été introduite en 1909 dans le cas discret. Elle joue un
role crucial en inférence statistique. L’'un de ses intéréts est qu’elle est souvent calculable explicitement. Par

contre, elle est moins fine que I'information de Kullback (voir les inégalités & la fin de la présente section).

Elle correspond & la fonction f(u) = % (Vu—1)%:

1
wP.Q =5 [Wi- VB i)
mals peut aussi étre écrite sous la forme:
H(P,Q) =1 —/\/p g dA(x)
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Ces deux écritures donnent lieu & deux définitions possibles de divergence de Hellinger d’ordre «. La premiére
consiste & remplacer, dans la derniére expression, les puissances 1/2 et 1/2 par « et 1 — a, pour donner lieu & la
x2-divergence d’ordre «. La deuxiéme consiste a remplacer, dans la premiére expression, les puissances 1/2 par
« /2, pour donner lieu & ce qui est appelé la distance de Hellinger d’ordre «, mais n’est pas une f-divergence.
On décrit ces deux distances plus loin.

On déduit de la deuxieme expression :

%Z(P’ Q) = IEI/Q(P’ Q)
ol )
711/2(11) =1- \/a: 5 hl/z(u) — U+1

et hy/y est définie en (2.45). En vertu de (2.66):

H(P,Q) = 5 T (P,Q)

Autrement dit, la distance de Hellinger n’est autre que la f-divergence associée a ’entropie de Havrda-Charvat

d’ordre 1/2.

Distance de moyenne harmonique de Toussaint Elle correspond 4 la fonction [109] f(u) = ¢(u) ou:

u—1
u
u—+1

t(u) =

1P Q) =T Q) = [ (1= 221 ) ix)

x?-divergence ou W-divergence de Kagan Elle est discutée par exemple en [117, 89, 86, 151], et corres-
pond & f(u) = r(u) ou:

ru)= 3 (u= 1) = 5 (& =)+ 5 (L= ) = 5 () + 5 (1= w)
1(P,Q) = R(P,Q) = % /@ dA(z) = % 1, (P, Q) (2.75)

Autrement dit, la y2-divergence n’est autre que la f-divergence associée & ’entropie de Havrda-Charvat d’ordre 2
(ou indice de diversité de Gini [122]).

C’est une des fonctions de contraste de [121]. Cette distance conduit & une mesure d’information mutuelle
proposée par Pearson. La limite (au sens local) en a été proposée par Kagan comme mesure d’information
alternative & Fisher (pour une borne de Cramer-Rao) dans le cas de densités non différentiables par rapport au
parametre.

x*-divergence de Vajda Elle a été introduite en 1971 [153] avec une notion d’information de Fisher d’ordre o.
On y revient plus loin lorsque 'on discute le lien des f-divergences avec 'exhaustivité.
Elle correspond & f(u) = we(u) pour o > 1, oli:

wa(u) = [u—1]°

Lo, (P,Q) = W.(P,Q) = / Ip— gq|%¢'~* dA(2) (2.76)
Elle admet comme cas particuliers :
Wi(P,Q) = 2V(PQ)
W2(P,Q) = 2R(P,Q)
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x?-divergence d’ordre o ou I,-divergence de Csiszar

f(u) = re(u) on:

o (o

ro(u) = ¢ ulnu—u+1=k(u)

Fu—1)?2=r(u) =1

qui est telle que: ro(1) = 0,77(1) = 1,7 (u) = u®~? et :

» o

Q|+

ro(u) =

Donc:

K(Q, P)
L. (P,Q)=Rua(P,Q) = K(P,Q)

R(P,Q)

4H*(P,Q)
et :

Ro(P,Q) =~ 1. (P.Q) = Ri_o(@. P)

;_1) (u*—1—a(u—1))

—lnu—i—u—l):ulzf(%)

2V —1)2 =2 hyo(u) +2 (1 — u)

(ha(u) = (v = 1))

aamy (S d' T dA (@) - 1)

Elle correspond [105, 154, 117] & la fonction

(a #£0,1)

(@ =1) (2.77)

hz(u)—i—%(l—u) (a=2)

(a £0,1)

(o = 0)
(a=1) (2.78)
(o = 2eq — div)

(a=3)

La y2-divergence d’ordre a est la I,-divergence de Csiszar [51, 52, 154]. Elle est identique & la « power
divergence statistics » de [127]. On pourrait, pour des raisons évidentes, ’appeler aussi information d’ordre o
de Havrda-Charvat (car elle correspond & cette entropie), et distance de Hellinger d’ordre o [153]. Cependant
cette derniére terminologie est utilisée pour une autre divergence en [44]; on I'introduit comme exception un

peu plus loin.

Information d’ordre o de Parzen D’introduction plus récente, par analogie avec 'expression de I'infor-
mation de Rényi dans le cas de changement de variance en Gaussien [117], elle correspond & f(u) = zq(u)

ou:

atmn [
za(u) = —(lnu—u—l—l):z’(u)

Inu—14 L= k(u)

qui est telle que: zo(1) = 0, f/(1) = 1. Donc:

K(@Q P)

IL.(P,Q) = Z.(P,Q) = Ro(P,Q) — K(P, Q)

Noter que:

a—1)Inu—In(1—(a=1)(u—1))4] (a#0,1)

(a=1) (2.79)

(2.80)

2K(P,Q)— 4K (P, 42) =2 R(P.Q) -4 K(P,Q) (a=1})

Z1/2(PaQ)+Z1/2(QaP)IQK(PaQ)_SJl(PaQ)IQK(PaQ)_4L(PaQ)ZO

ot J; est définie en (4.32).
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« Information d’ordre o de Bose-Einstein» Elle a été introduite trés récemment par Knockaert [95] par
le biais du remplacement de la lo1 multinomiale de la physique statistique de Maxwell-Boltzman qui intervient
dans la définition de I'information de Kullback, par la loi de Bose-Einstein; ceci pour la résolution de problémes
de minimisation sous contraintes d’observation. (Noter que le lien entre le principe du maximum d’entropie et
les distributions de Fermi-Dirac et Bose-Einstein est discuté en [68, 5] — voir plus haut en section 2.4).

Elle correspond & la fonction f(u) = bg(u) pour o € Ry, oli:

a4+ u

2.81
a+1 (2:81)

bo(u) =u Inu— (a+u) In

L,(2.Q) = Bo(P.Q) = [ (plp+aging—(ag+p) 2L arge) (2.82)

C’est une différence de Jensen (2.22):

BQ(P, Q) = (1 + a) ng/(1+oc))(P’ Q)

Bi(PQ) = LPQ)=23(PQ)

lim Bo(P.Q) = K(P.Q) (voir (2.26) et (2.25))
Bia(P,Q) = - Bu(PQ)

2B.r.@) = K(0T122)

B,.(P,Q) ~ K(Q,P) («petit)

Dans le cas d’un processus Gaussien centré, on retrouve la distance de Chernoff et 'information d’ordre «
de Rényi (introduites avec les f-divergences non intégrales) :

[0

B.(S1,52) = (1+ ) Coj140)(S1,52) = Ro/(14a)(S1,52)

1+«

« Information d’ordre o de Fermi-Dirac» Elle a été introduite encore plus récemment par Knockaert
[96] par le biais du remplacement de la loi multinomiale de la physique statistique de Maxwell-Boltzman par la
loi de Fermi-Dirac et de 1'utilisation des grandes déviations.

Elle correspond & la fonction f(u) = fo(u) pour o > 1, oli:

a—u

(2.83)

falt) =u Inu— (o — u) lna—l

oa—1

11.(P.Q) = Fo(P.Q) = [ (ptap—aging = (g —p) 0 2=L) aro (2.84)

f-divergences « naturelles » [96] On dit qu’une fonction f : Ry — R est naturelle si f(1) = 0 et si la
fonction miroir satisfait :

Fy=ur (4) = s (2.55)

ga(u) = ag(u)
g(u) = InB(e")
B(z) =

yABz) =7 Y Bt
k
Une telle fonction est strictement convexe et peut s’écrire sous la forme:

F(u) = au h* (%) —ah (é) —a (Iny) (u—1) (2.86)
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ou:
h(u) = InA(e")
1
= - (go(u—Inp) —a Inw)
= glu—Ing) —Iny
1
Ing = ah® (—) —a Iny
o
Une condition nécessaire pour que f soit naturelle est que:
1 _1/
flu) ®au+b—— Inu+ O™ "9 quand u — o
q
Une f-divergence intégrale est dite naturelle si elle correspond & une fonction f naturelle.
De la condition nécessaire précédente, on déduit des contre-exemples, parmi les f-divergences: la distance

en variation de Kolmogorov V et la distance de Hellinger H? ne sont pas des f-divergences naturelles.

Exemples

— Mazwell-Boltzman :

2

A(z) = e
h(u) = InA(e") =€
W) = ulnu—u
fu) = —Inu (pasdeal)
I; = K
W) = ) =ulny
golu) = €e*" L =hlu—1)
— Bose-Einstein :
A(z) = 1 i .
h(u) = InA(e") = —1In(1 —e*)
() = uwlnu—(u+1) In(u+1)
flu) = auln(au) —(au+1) In(au+1)—a Ina+ (a+1) ln(a—i—l)—alnail(u—l)
I, = B,
— Fermi-Dirac
A(z) = 14z
h(u) = InA(e") =In(1+ %)
h*(uw) = wlnu+ (1 —u) In(1 —u) :ﬁl(u)
1
uh® E) = (v—1)In(u—1)—ulnu
flu) = (au—1) In(au—1) —au In(au) — (@ —1) ln(oz—l)—i—ozlnoz—alna_l (u—1)
I, = F,
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2.5.1.3 Dualité

Une f-divergence peut, en tant que fonction d’une densité de probabilité, s’écrire comme une duale convexe.
(C’est du moins vrai pour 'information de Kullback. Le calcul de la fonction duale d’une f-divergence quelconque
ne conduit pas a une formule explicite.

Duale de I'information de Kullback [59] Un calcul direct de Lagrangien permet de montrer que 'infor-
mation de Kullback écrite sous la forme:

K(p) = /plnp dv

(onp= 2—5) admet comme duale convexe la fonction :

K*(¢) = ln/e¢ dv
Autrement dit, 'information de Kullback admet la formulation variationnelle :
K(P,Q) = sup (Ep(6) ~InBq ("))
due & Donsker-Varadhan.

Duale d’une f-divergence Plus généralement, le méme calcul permet de montrer que toute f-divergence :

Ir(p) = /f(p) dv
admet comme fonction duale:
I (¢) = /f*(q/) — AN dv+ A

ou le multiplicateur A* est donné par :

/f/_l(q/)— Af)dv=1
ou encore :

/f*’(q/) —A)dv=1
Dans le cas de 'information de Kullback, on a:

flu) =ulnu

et
f*(u) — f/—l(u) — e(u—l) — f*/(u)
ce qui permet un calcul explicite de A* et de I} (¢).

2.5.2 f-divergences non intégrales

2.5.2.1 Définition

On considére plus généralement comme distance toute fonction croissante d’une f-divergence intégrale:

s r=s o0 s () > (o5 () o)

ol f est continue convexe sur [0, +oo[, et ¢ est croissante sur R. On impose de plus:

g(f(1))
g'(f(1) f(1)

=0 pour garantir I (P, P) =0
>0 pour la métrique (5.13)
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TAB. 2.3 — Fonctions i |, et leurs fonctions duale et inverse.

nom W(u) U (u) v (u)
Bhattacharyya | e4%/2 2Inu

Rényi ¢, emtemte 2 (e — 1) |
Matusita et — 1|1/« Lin(1 —v?)

TaB. 2.4 — Fonctions ¢ , et leurs fonctions duale et inverse.

nom 6(w) o () 57 (a)
Bhattacharyya | 1/4/u u=?

Rényi ¢, ! (a=2) (35)7 | urr
Matusita lu=? — 1|1/0< (1_va)—1/a

Cependant, comme on I’a déja indiqué plus haut en (2.12), une f-divergence non intégrale se déduit d’une
entropie non intégrale par:

et ceci fournit des formes fonctionnelles plus pertinentes que la précédente :

L) =~ ([Le(-ml) saow) (2.35)

q

In ¢~ (/ g é (g) g d/\(x)) (2.89)

Les relations entre f, 1, ¢ sont données en général par la colonne de gauche du tableau 2.1.

Il en résulte qu’en fait les conditions imposées dans la premiére définition — a savoir f convexe et g croissante —
sont trop fortes; il suffit de ¢/ (ou ¢) strictement monotone. D’autre part, I, (P, P) = I4(P, P) = 0 sans condition
supplémentaire sur v, ¢.

L;(P, Q)

2.5.2.2 Exemples

On présente les exemples de f-divergences non intégrales résumés au tableau 2.5 et correspondant aux
fonctions 9, ¢ données aux tableaux 2.3 et 2.4 avec leurs fonctions miroir et duale convexe.
Distance et coefficient (ou affinité) de Bhattacharyya Le coefficient (ou affinité) de Bhattacharyya est
défini par:

p(P.Q) = [ VFTdN@) =1-H:(P.Q)
et vérifie :
L—p* =M (1-H?)
La distance de Bhattacharyya est définie en [90, 92] comme:
B=—Inp=—In(l—-%#?
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TaB. 2.5 — f-divergences non intégrales.

nom flu) = up(—Inw) | ¢¥(u) g(u) I:(P,Q)

Bhatta- | \/u eul? YL (u) B(P,Q) = —2In [ /pq dA\(z)

charyya | /u eul? arccos u B(P,Q) = arccos [ \/p q d\(x)

Rényi u® e~ (a=1u éd);l(u) f{a(P, Q)= m In [p® ¢'=*d\(2)
I:{l(Pa Q) = I:<(Pa Q)
]EJO(P; Q) = K(Q,P)
R_(P,Q) =35 In(1+2R(P,Q))
Rl/z(P, Q) = —4 hl(l — %Z(P, Q))

Chernoff | u® ele=Dut (o = 1) 7 u) | Co(P,Q)=—1In [p* ¢t = dA(2)
C(P,Q) =sup, Cu(P,Q)

Matusita | |u® — 1|1/a |e°‘“|1/a u® M.(P,Q)= ([ Ip* - q°‘|1/a d/\(x))a
Ml(Pa Q) = V(Pa Q)

i.e. sous la forme (2.88) avec t(u) = "/

Cependant en [61] cette distance est définie par:
B(P,Q) = arccos (/ VP g d/\(x)) = arccos(1 — H*(P,Q)) = arccos p(P, Q)

Information d’ordre o de Rényi [130, 154, 117] Elle est dite aussi gain d’information d’ordre o [146].
Elle est définie, soit exactement sous la forme fonctionnelle (2.88) avec ¢ = ¢, donnée en (2.55), soit avec

g=5 v

s In S g T dA(2) (a #0,1)
K(P,Q) (@ =1)
R.(P,Q)={ K(Q,P) (a = 0) (2.90)
5 In(1+2R(P,Q)) (a =2)
—4 In(1=H*(P,Q)) = —4 In (1 — 3 R/o(P,Q)) =4 B(P,Q) (o =73)

Cette définition avec le facteur multiplicatif supplémentaire 1/c, est celle de Parzen [117]; elle est justifiée par
le cas Gaussien, pour lequel on retrouve la distance de Bhattacharrya (voir I’annexe).
On peut aussi ’écrire comme:

ﬁoc(PaQ): In |If(P’Q)|

1
a(a=1)
pour :

flu) = u® sgn(a — 1)
L’information d’ordre o de Rényi est liée & la y?-divergence d’ordre a par (voir (2.47)):
~ 1

R, = P —Y In[14a(a—1) Ry]
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Ro = ﬁ (e (e B —1)

R.(P,Q) = Ri_.(Q.P)

Enfin, rappelons que 'information et ’entropie d’ordre v de Rényi sont liées par:

Ra(n,v) = —Ha, (1)

On notera [52, 56] qu’elle est liée a la fonction caractéristique du logarithme du rapport de vraisemblance
P(X)

In a(x) c’est-a-dire a la fonction génératrice des moments, par:
Ep (e‘“n %) — oo (1+a) Rita(P,Q) (2.91)

On en déduit que:
P(X) ~
In Ep (6aln Q(X)) =a(l+a)Riya(P Q)

autrement dit que I'information de Rényi n’est autre, a une constante prés, que la seconde fonction caractéris-

tique, ou fonction génératrice des cumulants, du logarithme du rapport de vraisemblance In %. Ceci laisse

entrevoir son role en test d’hypothéses et classification pour le calcul de probabilités d’erreur [28].

Distance et coefficient (ou nombre d’information) de Chernoff La distance de Chernoff correspond
[49] & g(u) = (o — 1) Y71 (u) (0 < o < 1), et s’écrit donc:

C.(P,Q) = —In /po‘ ¢t d\(x)
= a(l—a)Ry(P,Q)

Pour o = 1/2, il s’agit de la distance de Bhattacharya, et sa dérivée a 'origine (en «) est I'information de

Kullback :
Cl/Z(Pa @) = —In(1 —7—[2(P, Q)) = B(P, Q)

0
EE-CQ(P’Q)

K(Q,P) [91, 92]

a=0

Noter que ’argument du logarithme est aussi appelé arc de Hellinger par Le Cam.
Le coefficient de Chernoff est défini par [52, 49] :

C(P,Q)= sup C,(P,Q)
O0<a<l

et intervient dans les performances des algorithmes de classification & m > 2 classes [52].
Distance d’ordre a de Matusita Elle a en fait été introduite par Jeffreys en 1948! Elle correspond a

g(u) = u®; f(u) = mg(u) (o< 1), ol
Mg (u) = Ju® — 1| (2.92)

est stable par miroir. Elle n’est donc pas de la forme (2.88). Cette distance s’écrit :

(f 1= ax@)” (@ #1,1/2)
L, (P, Q) = Mo(P,Q) = ¢ V(P,Q) (@ =1) (2.93)

VIH(P,Q) (a=1/2)
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2.5.3 Exception: divergence de Hellinger d’ordre «

En [44], la divergence de Hellinger est définie comme étant :
H(P.Q) = [(0l0) = v()* A) (2:94)

pour n’importe quelle fonction 1 de classe C2.

Le calcul de la métrique associée (5.15) permet de montrer que cette divergence de Hellinger généralisée
n’est une f-divergence que si ¢(u) = V2u, i.e. pour la distance de Hellinger usuelle.

Toujours en [44], la divergence de Hellinger d’ordre o est définie comme correspondant & la fonction :

u) = ! u®l?
W = ——

soit:

HAP.@) = oy [ =1 ax) (2.95)

Bien qu’elle ne soit pas une f-divergence, elle présente l'intéréet de fournir la méme métrique que lentropie
d’ordre o de Havrda-Charuvdt, ainsi qu’on en discute a la section 5.1.

2.5.4 Lien avec 'information de Fisher et ’exhaustivité

On montre maintenant en quoi les f-divergences sont, dans le cas de densités de probabilité paramétrées,
lies étroitement a ’exhaustivité et & I'information de Fisher. On commence par définir celle-ci.

2.5.4.1 Information de Fisher

Dans le cas d’une densité de probabilité pour laquelle on note ly(x) = In pg(z), 'information de Fisher est
définie par:

gi;(0) = 4+ Eg(Oils(x) 0ilp(x)) (2.96)
= /p9 (0; lnpg) (05 Inpe) dA(2)

/ pi (Bipe) (B5ps) dA(x)
1 [(OvF) (0,7 @) (2.97)

et peut aussi s’écrire comme
9ij(0) = — E¢(9;0;l4 (x))
Dans le cas d’une densité spectrale :

iy

9ij(0) = 0iInS(w,0) 0;InS(w,8) dw

2 ),

2.5.4.2 Exhaustivité et information

Localement, pour P = Py et @ = Py1s9, on retrouve la métrique de Fisher (5.1) [86, 35, 89]:

R(0,0 +60) ~ K(0,0 + 60) ~ 4 H> (0,0 + 60) ~ % > gi(0) 60; 60;
ij

Une statistique exhaustive conserve I'information de Fisher (Fisher dixit) et les distances de Kullback [100, 33],
de Hellinger et du x? (Le Cam). Plus généralement, elle conserve toute f-divergence [11, 97] et I'information
mutuelle Z; associée [52].

En fait, on montrera plus loin a la section 5.1 que la métrique associée a toute f-divergence est la mé-
trique de Fisher, qui posséde 'importante propriété d’eétre invariante par changement de paramétrisation et par
changement de variable.
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2.5.4.3 Information et sensibilité - Information de Fisher d’ordre o

Dans le cas d’un paramétre scalaire, a été notée [153] 'importance de la prise en compte du signe de la petite
déviation : ce point de vue (de Rao 1962) interpréte Fisher comme mesure d’information & I’aide de la sensibilité
d’une loi paramétrée a des déviations faibles du parametre, sensibilité exprimée en terme de divergence. De
ce point de vue, toutes les f-divergences ne sont pas équivalentes; par exemple la distance en variation de
Kolmogorov a le mauvais gout de permettre des changements de signe.

Pour pallier ce genre de limitation, a été introduite en [153] 'information de Fisher d’ordre o« > 1 qui est
définie par:

.. W (0,0 +60)
(a) — RASANE RN
910 hméggo |66
= Ey(|0lp]%)

Une statistique exhaustive conserve cette information [153].
Une borne de Cramer-Rao généralisée en résulte sous la forme:

(60)" (Bo (17 = @)1/=2)) " 5 00

2.5.5 Inégalités
[109, 58, 106, 105]

-K/2

e < p
" < V<HA2-—H?
1 —
1 < 1-V<y
K > V-In(1+V)
_ A2 VA VA
K > — 4 — 4+ — 0<V<?2
2 5T 36" 88 (0<V<2)
_ 24V 2V
K > 1 B <V<?2
"V T 2rV 0=V=<2
24V
K > VI <V<?2
> n o (0 )
K > 4%
K > 4B
T Z 6_K/2
T > 1-K/4
1+V1I-T
K > 2V1-Tlh —Y—=
= "I CV/IoT
1-V? < T<1-V
PP < T<yp
J, < K/4
J, <V
R, < L”Hz
all —a)
9 o 1
— R, >
H < 3 (a_Q)

ot J; est la J-divergence (4.32) correspondant & ’entropie de Shannon.

On constate en particulier que la distance de Kullback est plus fine que celle de Hellinger. 11 en est de méme

des y2-divergences d’ordre o ou I,-divergences de Csiszar d’ordre a > 1/2.
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Chapitre 3

Axiomatique - Caractérisation -
Equations fonctionnelles

On renvoie a [130, 3, 109, 55, 152], [154, chap10]; et aussi [1, 2].

3.1 Axiomes

Les propriétés que 'on peut souhaiter imposer comme axiomes concernant les entropies sont nombreuses
[3, 109]. Notant I,,(p1, ..., pn) l'entropie d’une distribution discréte a n masses (3, p; = 1), citons seulement :

— symétrie (ou invariance par permutation),

— normalisation:
I L1 =1
\22
— expansiblité :
In(pla"'apn): n-I—l(pla"'apkaoapk-l—la'"apn)
— récursivité :
P1 P2
I P, P = —1p1+p2ap3a"'ap + p1+p2 IZ( ) )
n n) = In—a( n) + ( ) P ———

— additivité forte :

m
Lun (1011, -+ D11 - s Pty - - Pmmn) = I (01, -+ pm) + 3 2iTa (@1, 4jn)
j=1
— additivité:
Imn(p1q1, - P10y - s PmA1, - Pmbn) = I (P1, - Pm) + In(q1, -, qn)

— sous-additivité :
n n m m
Inn (P11, P1ns -, Pty oo Pon) < I (me,..~,2pmk) 0 [ D w0 pin
k=1 k=1 j=1 j=1

— maximalité:
1 1
In(p1,~~~,pn) S In <_,~~~,_)

n n

— monotonie: I5(1 — p, p) non-décroissante sur [0, 1/2],
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— propriété de branchement : il existe une suite de fonctions J,, telle que:

In(pla .. apn) - In—l(pl +p2ap3a .. apn) — Jn(plaPZ)

Noter qu’il suffit de choisir :

P1 P2
Ta(p1,p2) = (p1 +p2) 1 (——)
(Pl Pz) (pl Pz) 2 D1+ 2 Lt pa

Si en particulier J,, est de la forme J,,(p1,p2) = g(p1) +9(p2) — 9(p1+p2) et Io(1 —p,p) = g(1 —p) + 9(p),
alors on a la propriété suivante :

— propriété de somme (ou forme intégrale);

— propriété de quasilinéarité (voir les moyennes généralisées) : il existe une fonction w positive sur 10, 1] et
une fonction strictement monotone # telles que:

Comme expliqué longuement en [3], il est difficile, & partir de sous-ensembles de ces axiomes, de ne pas
retrouver ’entropie de Shannon.

Il est & noter cependant que certaines formes de fonctions de cout permettent de mettre en évidence I'intérét
de I’entropie de Rényi pour le codage [46, 27].

Voir [4] pour une caractérisation intéressante des combinaisons linéaires de Shannon et Hartley (ou Rényi

d’ordre 0).

3.2 Equations fonctionnelles concernant les entropies intégrales

On consideére ici essentiellement ’entropie d’ordre o de Havrda-Charvat, associée a la fonction h, définie en
(2.45), dont on remarque qu’elle vérifie :

ho(uv) = uhg(v) +vho(u) + (o — 1) hg(u)ha(v)
hi(uv) = whi(v) 4+ vhi(u)

3.2.1 Sur la fonction miroir

[27] On s’intéresse d’abord aux équations fonctionnelles concernant la fonction :
ho(u) = uh !
u) =u -
(a4 (a4 u
qui vérifie donc :
On en déduit que la fonction :
vérifie :
et donc:
ho(u) = u®

oll nécessairement k = 1 — «. D’oli résulte la propriété (2.47).
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3.2.2 Sur la fonction d’information

[3, 109] On considére maintenant les équations fonctionnelles concernant la fonction :

h(p) =H(p,1 - p)
ott H(p, 1 — p) est une entropie de lois discrétes 4 2 masses; autrement dit, la fonction:
h(u) = —h(u) — k(1 — u)

Remarquer qu’avec la convention de (2.41):

=

(w) = 5 h{u) — 8

Entropie de Shannon Typiquement, la fonction d’information:

h(u) = hi(u) = —hi(u) — hi(1 —u) = —ulnu — (1 — u) In(1 — u)

est, en vertu de la propriété de symétrie de I'information mutuelle, la solution de I’équation fonctionnelle (dite
[3] équation fondamentale de linformation) :

h(u)+(1—u)h<1fu):h(v)+(1_v)h<1ﬁv) (3.1)

qui vérifie :

Il est & noter [3] que la fonction :

qui redonne hy par 'opération :
vérifie :

et plus généralement, la fonction :

H (w,v) = (Bu+ (1 — B)v) by (%)

est une différence de Jensen :
H (u,v) = b (Bu+ (1= B)v) = B ha(w) = (1= B) ha(v)

Les autres propriétés de la fonction M, (u, v) sont:

Hi(u,v)) = Hi(v,u)
Hi(u+v,w)+Hi(u,v) = Hi(u,v+w)+Hi(v,w) (3.3)
Hi(wu,wv) = wHi(u,v)

ainsi que la normalisation:
11
7‘[1 (5, 5) =1n2

Réciproquement [3], une fonction g est solution de I’équation fonctionnelle (3.1) si et seulement s’il existe une
fonction ¢ telle que:

Bw) = 6w)+o() ¢><%)zln2
w (u)+ (1 - u) &1 - u)

@
~
=
=
(l
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En effet, la fonction:

awm:@+mg<” )

u—+v

qui redonne ¢ par:

g(u) =G(1 —u,u)

a les propriétés (3.3) et peut donc s’écrire sous la forme:
G(u,v) = h(u+ v) — h(u) — h(v)

Il suffit alors de prendre :

F(u)—l—(l—u)G(lv ):H(v)—i—(l—v)[((lﬁv) (3.4)

admet comme solution:

Fu) = Aﬁl(u)+Blu+D

Gu) = Aﬁl(u)+Bzu+Bl—B4

H(u) = Ahi(u)+ Bsu+ By +By— B3 — By + D
K(u) = Ahi(u)+ Byu+ Bs — By

qui vérifie [27]:

est la solution de I’équation fonctionnelle:

uw+u—uﬁh(v )IM”+“‘”ahCu )

1—wu —v
qui vérifie les mémes conditions initiales (3.2). La solution générale de cette équation fonctionnelle est :
A ﬁa(u) + B u®

Il est & noter [3] que la fonction :

qui redonne h, par 'opération :

vérifie :

Heol(w,v) = ho(u+v) — ho(u) — ho(v)

Plus généralement [109], I’équation fonctionnelle généralisée :

F(u)—l—(l—u)o‘G(lv ):H(v)+(1—v)°<f(<1fv)

—Uu
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admet comme solution:

Flu) = Aho(u)+diu®—ca (1 —-w)*+ a1
Gu) = A ﬁa(u) +dy u* + ¢y
H(u) = Aﬁa(u)+d2 u =g (1 =)+
Ku = A ﬁa(u) +dy u* 4y

Noter que cette équation est trompeuse et d’intérét limité: voir plus loin I’équation fonctionnelle associée aux
f-divergences qui peut étre résolue a ’aide de la solution de (3.4).

3.3 Caractérisation de ’entropie quadratique

[102] Pour X Hausdorff dénombrable:
Q entropie quadratique < (Yk) Qj non-négative

ol Qj, est la différence de Jensen (2.22) d’ordre k de @ :

Q=310 q, =30/

k—1

Remarque: dans le cas multinomial, ’entropie H,, (2.49) de Havrda-Charvit n’a, selon «, que deux différences
de Jensen non-négatives [41, 123]. La seule valeur de « pour laquelle plus de deux différences de Jensen non-
négatives est @ = 2 [43], qui correspond & 'indice de diversité de Gini, et & la concentration de Lorenz et la
x2-divergence (voir section 2.4).

3.4 Equations fonctionnelles concernant les f-divergences intégrales

(130, 3, 109, 83, 145, 84, b5, 152].
Les équations fonctionnelles données en [3, 109] concernent la fonction :

fp,q) =D(p,1—p;q,1—q)

ot D(p,1—p;q,1 — q) est une divergence entre lois discrétes & 2 masses.
Pour D = I, il s’agit de la fonction :

f(u,v)zvf(%)—i—(l_v)f(i:z)

Remarquer que, avec les conventions de (2.66) et (2.67):

et donc noter que, puisque f = h, on a fu,v) = h(v,u).

3.4.1 Information de Kullback

Typiquement, pour :
flu) = ulnwu = hy(u)

la fonction f s’écrit :
1—wu

flu,v) =u ln%—i—(l—u) ln1

— v

et est la solution de ’équation fonctionnelle [3, 109]:

Fuo+ -0 f () = fewm -0 7 (Fe ) (3.5)

l—u'l—=2 1—v' 11—y

= f(u+v,x+y)+(u+v)f(uiv,xiy)
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qui vérifie :
_ _ /o
£(0,0) = f(1,1), f (1, 5) =1In2
La résolution de (3.5) se rameéne & celle de (3.4) en considérant, pour ,y fixés, les fonctions:

Fu) = f(u, z)

v Yy
l—uw'1—2

W = )
i) - i)

3.4.2 y’-divergence d’ordre o (Havrda-Charvat)

Q
TN
—

| | =
<
N
|
=)

De méme, pour :
f(u) = ho(u)
la fonction f est, & un coefficient multiplicatif prés :

folu,v) = u®o =% + (1 —u)*(1 — )7 =1

et est la solution de I’équation fonctionnelle [109]:

Flu, )+ (1 — w)*(1 — 2)= f( L ) =floy+A-v)*(1-y'f (ﬂ—v ﬁ—y)

l—uw'1—2
qui vérifie :
F(0,0) = F(1,1), f(O,%) - f(l,%) —oe

Plus généralement, 1’équation fonctionnelle généralisée :

Flwa) + (=00 =20 P (2 ) = Pl (=00 ()

l—u'l—=2 1—v' 11—y
admet comme solution :
Flu,v) = bu®v" — A(w*y” + (1 —w)*(1 —v)7 = 1)

Pour v = 1 — a, on obtient F = f, ci-dessus définie.
On renvoie a [130, 3, 109, 55, 152] pour les f-divergences non intégrales.
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Chapitre 4

Moyennes, mélanges et extensions de
divergences

On décrit & la section 4.1 les moyennes sous-jacentes aux entropies et divergences; en distinguant pour ces
derniéres des définitions explicites et implicites de moyennes. On montre ensuite a la section 4.2 qu’il est possible
d’étendre des procédés constructifs de divergences en jouant sur ces notions de moyennes sous-jacentes, et que
cecl constitue un moyen d’introduire le rayon d’information ou I’exposant de codage de Gallager.

4.1 Moyennes généralisées et projections

On met d’abord en évidence les moyennes arithmétique et géométrique sous-jacentes & I’entropie de Shannon,
et les deux moyennes d’ordre « sous-jacentes a ’entropie de Rényi. On introduit ensuite les moyennes généra-
lisées sous-jacentes aux quatre formes fonctionnelles d’entropie, et on discute leurs propriétés d’invariance. On
explicite enfin les relations entre les quatre formes fonctionnelles. Puis on montre que les moyennes généralisées
explicitement sous-jacentes aux quatre formes fonctionnelles de f-divergences sont les mémes que pour les en-
tropies. On donne ensuite la définition de moyennes dites entropiques associées implicitement aux f-divergences
intégrales. On donne aussi une définition implicite des moyennes généralisées non intégrales, qui est basée sur
la distance de Bregman. Enfin on discute les propriétés d’invariance de ces diverses moyennes.

Dans ce qui suit, on désigne une suite finie ay,...,a, par la notation abrégée a lorsque celle-ci n’est pas
ambigiie. D’autre part, on considére des poids f; strictement positifs et normalisés: 2?21 Gi=1

4.1.1 Moyennes sous-jacentes aux entropies

On considére d’abord des lois de probabilité discrétes & n masses p,...,p, (O iy pi = 1).

4.1.1.1 Entropie de Shannon et moyennes

L’écriture de ’entropie de Shannon sous la forme:
- 1
Hi(p) =) piln—
i=1 Pi

montre que la forme intégrale (2.5) correspond a la moyenne arithmétique des In L pondérés par les p; [130].
Autrement dit, opérateur de moyenne qui, dans [’espace des logarithmes des probabilités, est sous-jacent &
I’entropie de Shannon, est le barycentre [130, 146, 52]:

- A
E(lﬁ)(u) _ ngz)(u) — Zﬁi u; 2 AP (u) (4.1)
i=1
Le cas de poids égaux 3; = % correspond & la moyenne arithmétique:

n IR
E(11/ )(U) = Z Uj
i=1
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De meéme, ’écriture sous la forme:
n
Hi(p) = —1In sz'p’
i=1

montre que, dans la forme (2.3), la quantité G, s’écrit:

n

Gy, (p) =[] "

i=1

et correspond & la moyenne géométrique des p; pondérés aussi par les p; eux-mémes. Autrement dit, 'opérateur
de moyenne qui, dans l’espace des probabilités, est sous-jacent a ’entropie de Shannon est :

u A
=) = [ e £ @) (4.2)
i=1

. -, L l A e e . .
Le cas de poids égaux 3; = -~ correspond a la moyenne géoméirique:

4.1.1.2 Entropie de Rényi et moyennes

L’écriture de ’entropie de Rényi sous la forme:

- 1 S 1 u (ae1) In L
H.(p) = IHZPZ' e IHZZH R
i=1 i=1

11—«

montre que la forme non intégrale (2.9) correspond & la moyenne exponentielle des lan pondérés par les p;

[130]. Autrement dit, opérateur de moyenne qui, dans l’espace des logarithmes des probabilités, est sous-jacent
a Pentropie de Rényi, est [130, 146, 52]:

1 n
El(fa) (u) = — anﬁZ 6_(a_1) e (43)
i=1

oa—1

Cette moyenne admet comme cas particuliers la moyenne arithmétique et le supremum :

lim S0 = 2P =36
i=1

lim E(ﬁ)(u) = maxu;

o— 00 . ?

De meéme, ’écriture sous la forme:

n 1/a—1
A0 = -n (300
i=1
montre que, dans la forme (2.3), la quantité G, s’écrit :

n 1/(a=1)
Golp) = (Zpi p?‘_l)
i=1

et correspond au (a — 1)-mélange des p; pondérés aussi par les p; eux-mémes. Autrement dit, I'opérateur de
moyenne qui, dans 'espace des probabilités, est sous-jacent a ’entropie de Rényi est :

n 1/(a=1)
s (p) = (Z Bi p?“l) (4.4)
i=1
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4.1.1.3 Moyenne d’ordre «

On appelle moyenne d’ordre o :

n 1/«
@) 23 (p) = (Z 5 p?) (4.5)
i=1

Cette moyenne admet comme cas particuliers les moyennes arithmétique, géométrique, harmonique et « root
mean square »:

P = AP = ip
i=1
lim P (p) = D) =T
z—ln »
s = H(ﬁ)(p)z(zg)
i=1 °

=m) = R(ﬁ)(p):(Zﬁi JE)

4.1.1.4 Moyennes généralisées

Des discussions précédentes, il ressort que plus généralement, & partir des quatre formes fonctionnelles (2.1)-
(2.4), il convient d’introduire deux types de moyennes.

Le premier type de moyennes, qui travaille sur des quantités u; = In p; qui ne sont ni positives ni normalisées,
est défini de la maniére suivante :

2
=
=
<
S
I

Z@» g(u;) (4.6)

SO () = g (Z 5 wm) (4.7)

et indique de quelle facon on doit calculer la moyenne de quantités telles que des entropies ou des divergences.
L’utilité de cette notion apparaitra dans la section 4.2.

Le deuxiéme type de moyennes, qui travaille sur des quantités p; qui, elles, sont strictement positives et
normalisées, est défini par:

Y P 1))
= p) = ;&( o ) (4.8)

. (Z Bi ¢>(pi)) (4.9)

et indique de quelle facon on doit calculer la moyenne (ou le mélange) de (lois de) probabilités. Pour cette
raison, et malgré les liens entre g et h d’une part, et entre ¢ et ¢ d’autre part, la définition de ce deuxiéme type
de moyennes n’est pas redondante avec les définitions précédentes. L utilité de cette notion apparaitra dans la
section 4.2.. La quantité (4.9) est connue sous le nom de moyenne généralisée [98, 112, 67, 1, 77] (et la fonction ¢

est alors appelée fonction de Kolmogorov-Nagumo [130]), et aussi sous le nom de collecteur d’information [22, 88].
D’autre part, la quantité :

L2
=
S
I

Gy(p) 257 (p) = ¢ (Zpi ¢(pi)) (4.10)

est appelée ¢-average probability [3] (Voir comment distinguer en Frangais « mean» et « average »!)
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Cependant, I'utilisation de ces moyennes pour le calcul du mélange de densités de probabilité p; (par rapport
4 une mesure de référence A) requiert une normalisation:

Z?:l Bz (_hi,pll))
Sy i (=BG )
o T (B o)
B0 = TS G b)) @)

pour que le mélange soit, lui aussi, une densité. Par exemple, on peut définir une moyenne normalisée d’ordre «
par:

n a1/«
$0) () = iz 0 1) / (4.11)
S (i s pp @) (@)
Ce mélange intervient dans la définition des extensions de la différence de Jensen (section 4.2) et I'introduction
du rayon d’information [146, 56]. La relation ;

(D) =estex Y-8m0
i=1
fait apparaitre le lien avec les a-familles discutées en [13].

4.1.1.5 Relations entre les moyennes généralisées

La construction de ces moyennes fournit le moyen de passer d’une forme intégrale a une forme non intégrale :

SOy = ¢t (2gﬁ>(u)) (4.12)
P = o (5 w) (4.13)

pour :
(u) = g(u) (4.14)
o) = _h(u“) =—h (%) (4.15)

et, réciproquement, d’une forme non intégrale a4 une forme intégrale :

SO = ¢ (2ff>(u)) (4.16)
SO0 = o (=Pw) (4.17)

pour :
g(u) = (u) (4.18)
hu) = —ué(u) 4.19)

On a aussi évidemment :

El(f)(— Inp,...,—Ilnp,) =—1In ng)(p) (4.20)

4.1.2 Moyennes sous-jacentes aux f-divergences

Dans cette sous-section et la suivante, on introduit deux types de définition de moyennes associées a des
f-divergences (et aussi & des distances de Bregman pour ce qui est du deuxiéme type). Dans un premier
temps, on donne une définition ezplicite analogue & celle donnée pour les moyennes (4.6)-(4.9) sous-jacentes aux
entropies. Dans un deuxiéme temps, on considére une définition implicite plus récente [29] de deux classes de
moyennes de quantités strictement positives; d’une part une classe de moyennes dites moyennes entropiques, qui
contient non seulement celles des moyennes précédentes qui sont homogéenes, mais aussi, par extension au cas de
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variables aléatoires, toutes les mesures de centralité (espérance, médiane, quantiles, ...); d’autre part, la classe
des moyennes généralisées (4.9) qui sont non homogeénes. L’interprétation géométrique de ces deux moyennes
implicites, qui sont définies par résolution d’un probléme de minimisation, est une simple projection.

Pour ce qui est de la définition explicite, en procédant comme pour les entropies, on met en évidence
les moyennes arithmétique et géométrique sous-jacentes a la divergence de Kullback, et on montre ainsi que
les moyennes généralisées sous-jacentes aux quatre formes fonctionnelles de f-divergences sont identiques aux
moyennes généralisées sous-jacentes aux quatre formes fonctionnelles d’entropies déja introduites, a ceci pres
qu’elles travaillent dans I’espace du rapport de vraisemblance (ou de son logarithme) et non dans celui de la
probabilité (ou de son logarithme).

On considére des lois de probabilité discrétes & n masses: p,...,pp Qi pi= et g1, ..o qn Ooiyqi = 1).
L’information de Kullback s’écrit :

- Di
K(piq) = Y pi In -
i=1 ¢

Les moyennes arithmétique et géométrique sous-jacentes a l'information de Kullback sont donc bien celles
définies pour ’entropie de Shannon en (4.1)-(4.2), si I'on remplace les p; par les L.

Le méme raisonnement montre que les moyennes sous-jacentes a toutes les f—gilvergences, intégrales ou non,
sont identiques aux moyennes (4.6)-(4.9) sous-jacentes aux entropies correspondantes. Ceci est utilisé pour

I’obtention des extensions de la différence de Jensen discutées a la section 4.2.
4.1.3 Moyennes et projections

Considérons maintenant la définition implicite de moyennes (de quantités a; supposées seulement strictement
positives) définies par résolution d’un probléme de minimisation [29]:

M (a) = argmin’y _ 5; d(b, a;) (4.21)
i=1

oll d est une distance au sens ot d(b,a) > 0 pour b # a et d(a,a) = 0.

Une telle moyenne est donc une projection, au sens de la distance d, des nombres a; sur la demi-droite
r1=...=z, > 0[b7].
4.1.3.1 Moyennes entropiques ou I;-projections

En choisissant une distance d du type f-divergence intégrale:
u
du,v) = v h ()
(u,v) = v >

oll h est une fonction strictement convexe et différentiable !, on peut ainsi définir des moyennes, dites entropiques,
par la projection correspondante :

M(Iﬁlz(a) = arg mbinZﬁi a; h (ﬂ) (4.22)
i=1

) a;

La définition implicite de ces moyennes est donc :

ZZZ;@ b (aﬂ) =0 (4.23)

On donne au tableau 4.1 plusieurs exemples de moyennes connues, qui sont obtenues par résolution de cette
équation pour une fonction h appropriée?, et qui sont donc des moyennes entropiques.

D’autre part, une méme moyenne peut correspondre, par ce procédé, a plusieurs fonctions A différentes. Par
exemple; la moyenne géométrique de n = 2 valeurs a; de poids 5; = 1/2 correspond aussi bien & ulnu —u + 1
qu'a (—2Inwu+ u? — 1)/3. On reviendra sur ce point en étudiant les propriétés d’invariance des moyennes.

1. Cette derniére hypothése peut étre relachée: voir I’exemple des quantiles au tableau 4.2.
2. La fonction rq(u) apparaissant dans ce tableau est définie en (2.17).
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TaB. 4.1 — Moyennes entropiques.

h(u) moyenne M(I?fz(a)
ro(u) Sy B ai AP (a) = =7 (a)
r(w) T, G9(a) == (a)
7o (u)

(

Gini(e,¥),y>0>aouy>0>«

n 1/2
—% Inu+ % — % (2217%:1’) composition G/ (AP (a), HP)(a))

TaB. 4.2 — Moyennes entropiques d’une variable aléatoire X de densité p.

h(u) moyenne My ,(X)

—Inu+u—1=ry(u) E(X) espérance

ulnu—u+1=r(u) ¢B(X) espérance géométrique

(u—1) = ra(u) 1/E(1/X) espérance harmonique

“10_:1_0‘ +u=r1_qu) (f z%p(x) d/\(a:))l/a moy.d’ordre o« > 0
1—a)u—1) (u>1) -1 N -\ .

{ a(l - u) 0<u<l) F~(a),ot F'=p a-1éme quantile

Par extension, on appelle moyenne entropique d’une variable aléatoire positive X, de support [z, 2] C RY,
de densité p par rapport & la mesure A, la quantité:

T2

M;p(X) = argmbin/

Ty

/j " (g) p(x) dA(z) =0

On donne au tableau 4.2 plusieurs exemples de mesures de centralité (espérance, moments, médiane, quantiles...),
qui sont obtenues par résolution de cette équation pour une fonction A appropriée.

On verra a la section 4.2.1 que le barycentre (ou a-mélange ou a-moyenne) qui sert & la définition du rayon
d’information de Sibson est aussi solution d’un probléme de minimisation du type (4.21) o d est I'information
de Rényi, & ceci prés que la moyenne arithmétique considérée en (4.21) est remplacée par la moyenne d’ordre o
sous-jacente a cette divergence.

zh (g) () dA(x)

qui est donc solution de I’équation :
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4.1.3.2 Moyennes généralisées ou D-projections

Pour des raisons de non homogénéité (voir plus loin), les moyennes généralisées (4.9):

S (a) = 97! (Z Bi ¢>(ai)) (4.24)

ne sont pas, en général, solution d’une équation de la forme (4.22), et donc ne sont pas des moyennes entropiques.
Par contre, elles sont solution d’un probléme de minimisation du type (4.21):

MY, (a) = arg mme; Bi dp(b, a;) (4.25)
pour une distance de Bregman :
d(u,v) = dp(u,v) = h(u) — h(v) — b'(v)(u —v) (4.26)
ou h est déduite de ¢ par:
h=¢ (4.27)

(Remarquer que si h(u) convient, ah(u) + bu + ¢ convient aussi). En effet, de telles moyennes vérifient :
M), (a) = arg min (h(b) S h'(an)
i=1
et la définition implicite correspondante en est donc:
Wby =" B W (as) (4.28)
i=1

qui est bien identique & (4.24) en vertu de (4.27).
Par exemple, pour :
h(u) = ulnwu — (1 + w) In(1 4 u)
(voir f-divergences naturelles en section 2.5), la moyenne correspondante est une composition de moyennes
géométriques :
M) (a) = G(ﬁ)(a)
Da\Y =GB+ a) — GO (a)

On peut aussi étendre ces moyennes au cas de variables aléatoires [29].

4.1.3.3 Moyenne d’ordre «

De ces deux types de moyennes implicites, de la petite remarque sur les distances dp, de (4.26):

1
) d¢a+1 (U’ U)

ala—1

1
dy (u,v) = —dp_ (u,v) =
o

et de la discussion sur le rayon d’information en 4.2.1 [146], il résulte que la moyenne d’ordre « (4.5) possede
plusieurs définitions fonctionnelles implicites, & savoir :

8) A «(B) _ (8)
E(Oé ) - E¢1+a - Iri o
= My, =MD =MD,
ORI Ny
. Yo Ra

ou:
Y,d

Les a-moyennes, qui sont les mélanges sous-jacents a ’entropie de Rényi, sont donc a la fois des Bregman-
projections et des f-div.-projections, et on verra plus loin, par invariance, que ce sont les seules moyennes
généralisées qui possédent cette propriété.

Pour comparer des (classes de) distances, on ne doit donc pas seulement se préoccuper des distances elles-
mémes, mais aussi des projections qui résultent de l'usage des dites distances. (La remarque précédente sur
les a-moyennes, n’apporte pas le méme éclairage que celui qui résulte de ce que 'intersection des distances de
Bregman et des f-divergences est réduite a 'information de Kullback (discutée & la section 5.2)).
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4.1.4 Invariance des moyennes

On donne des propriétés d’invariance des moyennes soit par transformation (permutation,translation, dila-
tation) des nombres, soit par transformation des fonctions h, ¢, ¢. On indique aussi que toutes les moyennes
généralisées sont localement équivalentes a la moyenne arithmétique.

4.1.4.1 Invariance par transformation des nombres

On consideére les invariances par permutation, translation et dilatation.

Symétrie Dans le cas de poids égaux §; = %, toutes les moyennes, qu’elles soient définies explicitement par
(4.6)-(4.9), ou implicitement par (4.21), sont invariantes par permutation des nombres wu;, c’est-a-dire symé-
triques.

Translation D’autre part, il est montré en [112, 77], par résolution d’équations fonctionnelles; que les seules
moyennes généralisées (4.7) qui soient invariantes par translation ou par dilatation sont les moyennes d’ordre o
sous-jacentes a ’entropie de Rényi.

Plus précisément, les seules moyennes généralisées invariantes par translation, i.e. vérifiant :

SO+ 1w+ 1) = S0 (g, )+

sont les moyennes ¥y définies en (4.3), et qui admettent comme cas particulier la moyenne arithmétique.

Dilatation De méme, les seules moyennes généralisées X, (4.24) ou Mp 5 (4.25) qui solent invariantes par
dilatation (ou changement d’échelle), i.e. vérifiant :

ng)(luh...,lun) =1 ng)(ul,...,un)

et qui sont dites aussi homogénes, sont les X, moyennes d’ordre « définies en (4.5), et qui admettent comme
cas particulier la moyenne géométrique.

Les autres moyennes généralisées sont non homogenes.

Par contre, toutes les moyennes entropiques (4.22) sont homogénes.

4.1.4.2 Invariance par transformation des fonctions

Les moyennes généralisées (4.7) et (4.9) possédent des propriétés d’invariance par transformation de ¢, ¢ :

pour ¥(u) = ¢(u) +6, B (w) =57 (u) (4.29)
bour 3(u) =76 +5, 2P (p) =20 () (4.30)

Par contre :
pour A(u) =~ h(u)+du, SV =43P (p) -4 (4.31)

4.1.4.3 Equivalence locale des moyennes

Les moyennes entropiques (4.23) sont toutes équivalentes & la moyenne arithmétique & Uinfini [29]. Tl en est
de méme des moyennes généralisées (4.9) correspondant & des fonctions ¢ telles que ¢~ et ¢=1 "0 ¢ satisfassent
certaines conditions [34].

4.1.4.4 Comparaison des moyennes entropiques

S’il existe une constante ¢ telle que:

alors:
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4.2 Moyennes généralisées et extensions de divergences

On utilise les différentes moyennes généralisées décrites a la section 4.1 pour imaginer des extensions de la
différence de Jensen et de la distance de Bregman. Ce jeu n’est pas complétement formel, en ce sens qu’il permet
de retrouver des notions connues, dont le rayon d’information, qui n’est qu'un cas particulier de capacité de

canal [56].

4.2.1 Extensions de la différence de Jensen et rayon d’information

La différence de Jensen qui est, par définition, la différence entre I’entropie du mélange (linéaire) et la
moyenne (arithmétique) des deux entropies individuelles, s’écrit :

37 (P.Q) = H(BP + (1= A)Q) - BH(P) — (1 - §) H(Q)
Dans le cas de 'entropie de Shannon H = H;, elle s’écrit aussi:
IPPQ) = Hi(BP+(1- Q) - FH(P)— (1-5) Hi(Q) (4.32)
= BR(P,P+(1-9)Q)+ (1) R(Q.8P + (1- Q) (4.33)

c’est-a-dire comme la moyenne (arithmétique) des divergences entre chaque loi et leur mélange (linéaire).

Cette relation permet d’imaginer de fabriquer d’autres divergences en changeant de divergence en (4.33).
Plus généralement, on peut imaginer de jouer sur les notions de moyennes sous-jacentes soit aux entropies
comme en (4.32), soit aux divergences comme en (4.33). Se pose alors la question de savoir si réellement on crée
ainsi d’autres types de divergences, distincts de ceux que ’on a déja introduits, & savoir Iy, D,J, K, L.

4.2.1.1 En jouant sur la notion de divergence

On se propose donc d’abord de fabriquer d’autres divergences en remplacant 'information de Kullback K
par une autre divergence D [152]. Les divergences ainsi fabriquées ne peuvent appartenir a la classe des f-
divergences que si la métrique qui leur est associée, qui est identique a celle de D, est proportionnelle a celle de
Fisher.

Il est & noter que ce jeu sur la divergence ne permet pas toujours d’obtenir de nouvelles divergences. Il
convient en effet de se rappeler que pour toute entropie, non nécessairement intégrale, la différence de Jensen
s’écrit comme moyenne des distances de Bregman entre chaque loi et le barycentre des lois:

IP(P,Q) = 8Du(P,AP + (1 - B)Q) + (1 - B) Du(Q, 8P + (1 - A)Q)

et que cette propriété vaut en particulier pour 'information de Rényi.

4.2.1.2 En jouant sur la notion de moyenne

Pour procéder a d’autres extensions, on peut aussi imaginer de jouer sur la notion de moyenne sous-jacente
a la définition de D’entropie ou de la divergence considérée, comme on ’a expliqué en 4.1. En effet, que ce soit
en (4.32) ou en (4.33), on constate qu’interviennent deux types de moyenne:

— une moyenne 28 ou barycentre des lois P et ),
— une moyenne L7 des entropies de chaque loi ou des divergences entre chaque loi et le barycentre.

Dans le cas présent de ’entropie de Shannon et de 'information de Kullback, ces deux moyennes sont identiques
a la moyenne pondérée usuelle [130, 146, 52] :

S () =28 (u) = 3 B
=1

ol les poids 3; peuvent toujours étre supposés normalisés: > -, 3 = 1.
On en déduit que I'on peut étendre les définitions (4.32) et (4.33), réécrites sous la forme:

10(PQ) = H(SP(P,Q) - ) (Hi(P), Hi(Q)) (1.31)
= = (k(PEP(PQ).K(Q.5(PQ)) (4.35)
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en:
— considérant un nombre fini quelconque n de lois F;,

— adoptant comme moyennes les moyennes correspondant & I’entropie H ou la divergence D considérée (voir

section 1).
De maniére précise, on étend (4.34) en3:
TPy P =H (SP(Pr . P)) =S (H(P), . H(P)) (4.36)
et on étend (4.35) en
TPy Py =0 (D (PSR PP LD (PSP ) (4.37)

On examine maintenant ces extensions pour les différentes formes fonctionnelles d’entropies et de f-divergences
considérées, en insistant particulierement sur le cas de 'information de Rényi.

Le cas des f-divergences On a vu a la section 1 que les moyennes généralisées sous-jacentes aux quatre
formes fonctionnelles d’entropies (2.1)-(2.3) sont :

) = éwun

ng)(“) = (Zﬁl 2)

50) zi ()
S0 i (e e

0 = e <(]>93;) D)

Autrement dit:
Pour H=H;,, Yp=Y, Sg=2%,
Pour HIH¢, EHIE¢, EHI§3¢

ol h(u) = —ug(—Inu) et ot ¢(u) = ¥(—Inwu). On a vu aussi que les moyennes généralisées sous-jacentes aux
f-divergences, intégrales ou non, sont identiques aux moyennes sous-jacentes aux entropies, c’est-a-dire :

Pour DIIh,I¢, EDIEH, EDIEH

Les extensions (4.36)-(4.37) de la différence de Jensen sont alors:

TP, P = H, (igf”(ﬂ, N .,Pn)) — X (Hp(P), ..., Hy(Py)) (4.38)

TP, Py = n) (Ih (Pl,if)(Pl, : ..,Pn)) T (pn,igprl, : ..,Pn))) (4.39)
dans le cas intégral, et :

TP, P) = Hy (iff)(Pl, N .,Pn)) — s (Hy(P),..., Hy(Py)) (4.40)

TP, Py = P (I¢ (Pl,iff)(Pl, . ..,Pn)) N ¥ (Pn,iff)(Pl, . ..,Pn))) (4.41)

dans le cas non intégral. (En fait, cette définition vient de la généralisation du rayon d’information défini
ci-dessous).

On étudie maintenant le cas des entropies d’ordre «, intégrales ou non, i.e. Havrda-Charvat et Rényi, et les
f-divergences associées, i.e. y>-divergence d’ordre o et information de Rényi.

3. Mais ceci n’a de sens que si 'entropie H considérée est effectivement concave par rapport a cette notion de mélange!
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Le cas de l'information de Rényi: le rayon d’information On considére le cas de 'information (ou
divergence) d’ordre o de Rényi D =1, = R, (2.18).

Définition du rayon d’information Dans le cas de lois P; admettant une densité p; par rapport & une
mesure A, 'extension (4.41) a été proposée par Sibson sous le nom de rayon d’information [146]:

SPUPL, . Pa) = T (P, Pa)

La moyenne correspondant a 'information d’ordre o de Rényi D = f{a (2.18) est:

5w = g In Z i elom 1)
et la moyenne normalisée servant a la définition du mélange des lois est :
1/«
f}(aﬁ)(p) _ (i Bipf)

n 1/«
Sy Bepp@)” da@)
Le rayon d’information n’est donc autre que:

SO(py,... Py = s (R (P, EP)(P,, ..., P, )),...,Ra(Pn,zg?)(Pl,...,Pn)))

n 1/«
[ (Z 6 p?<x>) d\(2) (4.42)

Noter que les extensions (4.40) et (4.41) ne coincident pas dans ce cas, autrement dit :

SPr - P) # TPy, )
ou:
TOP Py = B (S0P p)) -8 (AP (). H’ﬁ&m(m)

_ail [ln/ (; ﬁzpza(l‘)) an pr ]

Voir plus loin la remarque de [56] sur les informations mutuelles: Iz #1715 .

a

Cas particuliers et variantes

— Cas particuliers: Pour & = 1 et n = 2, on retrouve (4.33) et donc la différence de Jensen (4.32):

Dp,Q) =39 (P,Q)

Pour o — o0, le rayon d’information devient :

SPI(p,... P,) = ln/maxpi(x) dX()
et la moyenne correspondante (non considérée par Rényi) est :
2P (u) = max u;

On en déduit que, pour n = 2:

S(P.Q)=In(1+V(P,Q))
ce qui donne a la distance en variation V de Kolmogorov une interprétation en termes de notion d’infor-
mation [146].

— Variantes: On peut introduire [146] des contraintes supplémentaires dans la définition du barycentre.
Par exemple, pour des lois multivariées de matrice de covariance définie positive, on peut imposer que le
barycentre soit recherché parmi les lois Gaussiennes. Pour a« = 1 et n = 2, on peut obtenir ainsi dans
le cas Gaussien homoscédastique d’autres généralisations de la distance de Bhattacharrya que celles qui
découlent de la classe des f-divergences; voir exemples a la fin.
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Autre propriété On peut montrer — ¢’est méme la définition dans [146] — que le rayon d’information est
tel que:

SO(P, ... Py = inf SP(Py, ..., PQ)
Q>>Z:L:1 PP

= S (P PSP P)

ou:

SOPr.. . PQ) 25 (Ra(PLQ). .. Ru(P. Q)

De sorte que le mélange d’ordre a apparait comme une moyenne de type entropique (4.21), i.e. minimum d’une

moyenne de distances, mais ol la moyenne arithmétique est remplacée par la moyenne nga) :
SO, Py) = argmin X (Ra(P, @), Ral(P, Q)
Pour montrer ce résultat, il suffit, mais le calcul est un peu long, de montrer que:
SP(P,. .., PQ) - 8P (Pl, L PSO(py ..,Pn)) - R, (ig?)(Pl, N .,Pn),Q)
(pour la définition (2.18)).
D’autre part, la définition du rayon d’information a été reprise et étendue récemment par Csiszar [56] qui

la relie d’une part a des probabilités d’erreur en classification et d’autre part & une notion de capacité de canal.
En effet, le rayon d’information § vérifie :

ol G est la fonction de Gallager qui intervient dans le « random coding exponent » et le « sphere packing
exponent » [70].

4.2.2 Extensions de la distance de Bregman

On définit une notion de distance de Bregman plus adaptée au cas de fonctionnelles non intégrales, en
remplagant la définition (2.24), dans laquelle intervient la différentielle de Gateaux, par la propriété de dérivée
a l'origine (2.26) ot 'on remplace la différence de Jensen ordinaire par une de ses extensions.

On considére les distances de Bregman généralisées définies par :

Du(P.Q) = 1 7P, Q)L (1.43)
=0

ou j#(}’@) est une des extensions de la différence de Jensen introduites plus haut.
Dans le cas du rayon d’information de Sibson, on obtient :

8
AN _
a5 5o (P, Q)LIO =a Ry (P,Q) (4.44)

autrement dit la dérivée & ’origine de moyennes pondérées de l'information de Rényi est la y?-divergence

d’ordre « (ou information de Havrda-Charvat). Autrement dit, la x?-divergence d’ordre « qui est une f-
divergence, s’écrit aussi comme une distance de Bregman.
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Chapitre 5

Divergences et métriques

On décrit d’abord les métriques associées aux entropies et divergences, et ensuite on discute I'intersection
des deux classes de divergences introduites au chapitre 2.

5.1 Meétriques associées aux entropies et divergences

Ou l'on voit [41, 125, 124] comment associer une métrique différentielle quadratique & une fonctionnelle
d’entropie (ou & une divergence) en considérant son Hessien [41, 124]. (En [44] développements techniques
— noyaux reproduisants, transformations pseudo-conformes — montrant que la métrique de Fisher (5.1) est la
métrique de Bergman, et suggérant que les courbures scalaire et de Ricci associées a cette métrique peuvent
donner, pour I'inférence, des résultats analogues & ceux obtenus par Efron avec la courbure Gaussienne).

5.1.1 Métrique de Fisher
6 eR". .
ds*(6) = > gi;(6) db; dob; (5.1)

i,7=1

(9i5(0))i; = Fisher; (4% (0));; = Fisher™*. Les formules sont données en (2.96).
On peut considérer d’autres métriques, correspondant & une autre entropie que celle de Shannon — voir (5.6),

(5.8) et (5.10) [41, 124].
5.1.2 Entropies et métriques

5.1.2.1 Métrique associée a une fonctionnelle d’entropie

On considere le Hessien:

ArH(P) = 6°H(P : R, R) (5.2)
ot la différentielle de Gateaux est définie en (2.20).
ArH(P) <0< H(P) concave

Alors 'opposé du Hessien le long d’une direction dans le plan tangent a ’espace paramétrique est une forme
définie positive sur le plan tangent qui peut étre considérée comme une métrique différentielle d’une géométrie
Riemannienne, ce que 'on nomme métrique de H-entropie:

dslzq(g) = —AQH(PQ)
= > g0(0) do; do;
i,7=1
gy _OCHE)
g;; (0) = o6, 06, 0;0;H(Py) (5.3)
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5.1.2.2 Entropie intégrale
Pour H définie par (2.40), la différentielle de Gateaux est calculée en (2.21), et le Hessien vaut:

SHu(P:R,S) = —/h”(p(x)) r(z) s(x) dA(x)

ArH;(P) <VHhUF}iR):—1/h%p@D73@)de) (5.4)

ArHp(P) <0< h convexe < Hpy(P) concave

Métrique de h-entropie:

dsp(0) = —AgHy(Py)
= Zn: g (0) do; b (5.5)
s = [ W e() @) (0300) dA2) (5:)

Identique & la métrique de Fisher (2.96) si uh”(u) = cste:

pour uh”(u) = h"(1) = 7, ds? (0) = v ds*(0) (5.7)

Entropie d’ordre o de Havrda-Charvat [78] Pour o € R, elle est définie en (2.49).
Métrique d’entropie d’ordre a:

80 = g0 = a [ 15 @itnp) (0 1np) a0 (5.8)
Pour o = 1, (g5;(6))=Fisher.

5.1.2.3 Entropie non intégrale

Entropie d’ordre o de Rényi [130, 49] Elle est définie en (2.57). L’opposé du Hessien:

T

00+ =5 B ([ @rtnpey o)) ([ @p) i30))] 69

ne fournit pas en général une métrique dsgﬁ(ﬁ) (i.e. non défini positif), car pour @ > 1, H, n’est ni concave ni

convexe en général; elle est cependant pseudo-concave [28§].

5.1.2.4 Entropie quadratique
[125, 124] Elle est définie en (2.62). La métrique associée est:

o9(0) = =2 [ gle.0) (Gslnpe(a)) (05 lpa(s)) dA(2) dN() (5.10)

Elle est, comme la métrique associée a Fisher, invariante par rapport au paramétre et a la variable. Voir aussi
les commentaires de Rao en [89).

5.1.3 Divergences et métriques

[41, 124, 47]
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5.1.3.1 Distance géodésique associée a une métrique
[124, 21, 89]
d(91, 92) = Inf

Coy,64

(5.11)

/ Vds2(6) do
Coy,05

olt ds?(0) est définie en (5.1). La courbe géodésique qui réalise le minimum peut étre calculée par résolution
des dim(@) équations différentielles du second ordre d’Euler-Lagrange, ce qui peut étre lourd, de méme que
le calcul de I'intégrale en (5.11). Autres méthodes [21]: soit calculer la courbe géodésique par résolution des
2 dim(f) équations différentielles du premier ordre d’Hamilton, soit calculer directement (5.11) par résolution
de ’équation aux dérivées partielles nonlinéaire de Hamilton-Jacobi. Voir exemples a la fin.

5.1.3.2 Métrique associée a une divergence

Une divergence D entre lois peut étre utilisée pour définir une métrique différentielle quadratique sur I’espace
paramétrique en considérant deux distributions voisines. Ceci est obtenu aisément en considérant, comme pour
on I’a vu pour une entropie, le Hessien le long du plan tangent & ’espace paramétrique:

?D(6) 2 dsh(0)
= > 9P(0) av; db;
i,7=1
D)y — DO _ _
9 10) = 00; 0¢; |4zg 50D =0) 012

f-divergence, entropie et métrique

f-divergences intégrales Pour D = Iy (2.87), on a [6, 124]:
ds7 ;(0) = g'(f(1) f"(1) ds*(0) (5.13)

f-divergences non intégrales Pour l'expression D = I, (2.88), ot f(u) = ¢(lnu), on a:
ds? , (6) = g/ (¥(0)) (¥ (0) — ¥/(0)) ds*(6) (5.14)

5.1.3.3 Divergence de Hellinger d’ordre «

La métrique associée a la divergence de Hellinger « généralisée » (2.94) est :
00 =2 [0 (Gipe) 039 N (5.15)
Celle associée & la divergence de Hellinger d’ordre a (2.95) est :
80 =1 [ 15 @a@spe) N)

qui n’est autre que la métrique d’entropie d’ordre « (5.8).

5.1.3.4 Différence de Jensen et distance de Bregman
Pour D = Jg), on a [124]:

(71) _ PH(B Py + (1= B) Py)

9*H(P,
= P08 (aaj»)
dsTpa(0) = B(1-p)dsy(0) (5.16)

olt ds? (0) est définie en (5.3); et donc, & cause de (2.26):
dS%,H(g) = dslzq(g)
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5.1.3.5 D et J, K, L-divergences intégrales
Pour H de la forme (2.40):

ds%,h(g) = dsi(é)
ds5(0) = B (1= ) dsi(0) (.17
A5,(0) = 1 dsh(0)
: _ hwa)\" 5030,
t5en @) = 2 [ (M) @@ ix)
ds? ,(6) = 2R"(1) ds(6)

)

oll ds? (f) est définie en (5.6) et ds?(f) est la métrique de Fisher (5.1).
En particulier, pour A = h,:

dsh (0) = dsi(0)
ds7 (0) = %dsi(ﬁ) (5.18)
A, (0) = > dsi(0)
dsi_(0) = 2aoz ds*(0) (5.19)
ds% (0) = ds*(0) (5.20)

olt ds? (6) est définie en (5.8).

Autrement dit, les métriques associées auxr divergences Do, Jo, Ko sont proportionnelles a la métrique d’en-
tropie d’ordre o (a0 # 1). Les métriques associées & linformation de Rényi R, (2.90) et aux divergences
L.,Dq,Ji, K, sont proportionnelles a la métrique de Fisher.

5.2 Intersections des deux classes de divergences

On étudie les relations entre les deux classes de divergences introduites en 2.1 et 2.2.

Un premier point de vue possible est celui des moyennes généralisées et projections associées aux divergences
et décrites a la section 4.1: on compare les distances par le biais des projections qui résultent de leur usage. On
se contente ici de renvoyer aux commentaires faits en 4.1 sur les a-moyennes.

Un deuxieme point de vue est celui de la métrique différentielle quadratique associée a toute divergence et
décrite a la section 5.1: en effet, la métrique associée a toute f-divergence étant la métrique de Fisher (5.13),
pour trouver celles des autres divergences qui sont aussi des f-divergences, il suffit de chercher celles qui ont la
métrique de Fisher comme métrique associée.

On considére d’abord les formes fonctionnelles intégrales pour les entropies (2.40) et pour les f-divergences
(2.63) dans le cas ol ¢ est identité, et on cherche sous quelles conditions les divergences dérivées d’entropie
(J,C,D, K, L-divergences) sont aussi une f-divergence.

Puis on considére les autres formes fonctionnelles pour les entropies (2.51) et pour les f-divergences (2.88),
et on se pose les mémes questions.

5.2.1 Formes intégrales

On consideére donc les formes (2.40) et (2.63):

Hu(P) = - [ h(ple)) d\) (5.21)

/q f (g) dA() (5.22)

Dans ce cas, outre I'identité formelle des expressions de divergences considérées, ’argument-clef est la prise en
compte des métriques associées. En effet, la métrique associée a toute f-divergence est la métrique de Fisher
(5.13).

On montre les résultats donnés par le tableau 5.1.

I;(P,Q)
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f-divergence et différence de Jensen En considérant les métriques associées (5.13) et (5.16)-(5.6), on
obtient :

1 — _ _ f//(l)
uh''(v) = cste_'y_iﬁ(l_ﬁ)
h(u) = ~yulnu+du+e (5.23)

Puis, en résolvant:
P
01 (L) =5 b+ (1= 9) bla) = 3 p+ (1= 5)
il est facile de voir qu'une f-divergence ne peut étre une différence de Jensen J; que si:

flu) = bo(u) (voir (2.82))
B
1-5°
Autrement dit, en vertu de (2.23):

ou o =

I =3/ o H=H, I;= B,

(Condition suffisante donnée dans [95, 96]).

Une f-diwvergence ne peut étre une différence de Jensen que de ’entropie de Shannon, et seulement si elle
est proportionnelle a linformation d’ordre « de Bose-Finstein ou de Fermi-Dirac.

Par contre, la divergence de Kullback n’est pas une différence de Jensen. L’information de Kullback est la
dérivée a 'origine de la différence de Jensen, voir (2.25)-(2.26).

f-divergence et J-divergence Cas précédent pour J(1/2),
1
I, =34/ « H=H,, =51

Une f-divergence ne peut étre une J-dwergence que de l'entropie de Shannon, et seulement si elle est la moitié
de la L-divergence de Lin.

TaB. 5.1 — Quelles divergences sont des f-divergences intégrales?

Si f-divergence Alors doit étre pour H
Jg) différence de Jensen | Bose-Einstein d’ordre % H;

By distance de Bregman | information de Kullback H;

Cpg a la Chernoff Cx, H;
J-divergence de Rao L-divergence de Lin H,
K-divergence de Rao divergence de Kullback H,
L-divergence de Rao divergences de Kullback, Lin | Hy

distance de Hellinger H,/»

symétrique! flu) =h(u)+uh (%)
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f-divergence et K-divergence La condition:

o (5) =0 (1)

implique:

ol k(u) = ) par dérivations :

E(u) = —uk”(u)

k(u) = v lnu

flu) = v (u—=1) Inu
uh(u) =5

L’entropie sous-jacente est donc encore nécessairement de la forme (5.23). D’autre part, I'identité des métriques

associées 1mplique:
2 (M) - 200
u ) u
ete=0ety= %ﬁ
Autrement dit:
I; =K, H=vH;, I;=7K

Une f-dwergence ne peut étre une K-divergence de Rao que pour Uentropie de Shannon, et seulement si elle est
proportionnelle a la divergence de Kullback.

f-divergence et L-divergence Cette fois, la comparaison des métriques ne fournit plus de condition sur
h, puisque la métrique associée & une L-divergence est identique a celle de Fisher, quelle que soit ’entropie

sous- ] acen‘ e.

La condition:
flu) =h(u)+uh (l) [42] (5.24)

U

implique:

et donc:
flw)=wurf (%) (5.25)

Une f-divergence ne peut étre une L-divergence de Rao que si elle est symétrique. Réciproquement toute f-
divergence symétrique est une L-divergence de Rao pour toute entropie h satisfaisant (5.24). Il est & noter
que ’on obtient ainsi, par résolution de (5.24), un moyen de définir une entropie h, associée 4 f. Une solution
évidente & cette équation est h(u) = % f(u). La solution générale est h(u) = % f(u) + & ho(u) ol hg est la
solution de:

1
h(u)+uh (E) =0 (5.26)
On en déduit aisément que :

h(u) = % Fu) + 5 (/é(u) s (%)) (5.27)
ol h est n’importe quelle fonction convexe définie sur [0, 1 et nulle en dehors.

Parmi toutes celles listées précédemment, les seules candidates possibles sont les divergences de Kullback,
de Hellinger, et de Lin (L-divergence). En effet, la seule y?-divergence d’ordre o — ou entropie d’ordre a de
Havrda-Charvat — qui satisfasse (5.25) est la x?-divergence d’ordre £ (i.e. Hellinger), et la seule divergence de
Bose-Einstein d’ordre o qui satisfasse (5.25) est la divergence de Bose-Einstein d’ordre 1 (i.e. Lin).

Pour Kullback et Lin, I’entropie associée est celle de Shannon. Pour Hellinger, I’entropie associée & f(u) =
% (Vu — 1)? par h(u) = % (u) est ’entropie d’ordre % de Havrda-Charvét.

Les J et K-divergences de Rao que I’on obtient & partir de ces entropies (5.27) ne sont pas en général des
f-divergences (sauf dans le cas de ’entropie de Shannon).
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f-divergence et distance de Bregman

Point de vue de la métrique En considérant la encore les métriques associées et résolvant:

. f (g) — h(p) = h(q) + (¢ — P (g)

on obtient de méme:
flu) =7~ (v Inu—u+1)
oty = f’(1). Autrement dit: _
I; =Dy eH=+H,, I;=9K

Une f-divergence ne peut étre une distance de Bregman que pour ’entropie de Shannon, et seulement st elle est
proportionnelle a Uinformation de Kullback (ou entropie relative) [57].

Point de vue de l’antisymétrie En utilisant le caractére antisymétrique de la dérivée premieére de
Bregman:

d oH oH

+5Du(P,Q) = 8_P(Q) ~3p

5p (P)

et la dérivée de la f-divergence:

St = [1(2) o

r+r(3)=o

(Noter que f(u) = u Inu —u + 1 la satisfait). Elle entraine:

on obtient la condition :

fla) = o (u - %) avec ¢(—u) = —¢(u)

iy

Py
=

=
Il

P(u) — ¢ (%) avec v quelconque

5.2.2 Formes non intégrales

On consideére donc les formes (2.51) et (2.88):
Ho(P) = o ([t vlempte) ) ) (5.25)
L) =~ ([H00 () o) i) (5.29)

HP) = —wo (
P

L;(P, Q)

et :
p(a) 6(p(a)) dA<x>) (5.30)

6 (B5) st xo)) (5.31)

Dans le cas des entropies de cette forme, les seules divergences dérivées de ces entropies qui soient calculables
sont la différence de Jensen (et la J-divergence) et la distance de Bregman, puisque les K et L-divergences
supposent que ’entropie soit sous forme intégrale.

D’autre part, on ne peut plus maintenant considérer commodément 1’argument de la métrique associée. La
métrique correspondant aux f-divergences de ce type est toujours celle de Fisher (5.14). Mais les calculs faits
plus haut pour les « divergences» de Rényi montrent que les calculs de Hessien se passent mal pour les entropies
de ce type.

On se base donc plutot sur les extensions de la différence de Jensen et de la distance de Bregman discutées
précédemment.

Il
=)
©-

L
(_y
2
3‘?
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f-divergence et distance de Bregman On considére les distances de Bregman généralisées définies par :

Du(P.Q) = 55 7(P.Q) ﬁ (5.32)
=0

ou j#(}’@) est une des extensions de la différence de Jensen introduites plus haut.

Le cas du rayon d’information de Sibson (4.44) montre que la y?-divergence d’ordre a R, est a la fois une
f-divergence et une distance de Bregman généralisée. Le fait que R, soit une distance de Bregman est connu
dans le cas des a-familles, ot Ry1_qy/2 = Ay [13].
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Annexe - Exemples: familles
exponentielles et cas (zaussiens

A1l. Cas des familles exponentielles

po(e) = #7701 (6.33)

On suppose que la mesure de référence A est celle de Lebesgue; important pour le calcul des entropies, mais pas
pour celui des divergences considérées qui sont homogeénes de degré 1 (sauf la distance géodésique).

Entropies

Shannon

H, (0) w(0) — 0 4/ (6)

=4 (¢'(9))

Havrda-Charvat

Rényi

Divergences

Kullback [105]
K(01,02) = ¢(62) — ¢(61) + (61 — 02) ¢/ (61) = =Dy (62,61)

Rényi [105]
1

R, (01,05) = D

357(61,05)

A2. Cas Gaussien scalaire N (0, 0?)

Entropies

— Par rapport & la mesure dA(x) = \/% =712 dz, avec ¢(0) = 29; :

92
mO) = 50
H.(0) = ail (1_ o (a=1) )
- 02
= OéHl(g)
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— Par rapport a la mesure de Lebesgue :

1
H,(0) = 3 In(2me 0'2)
1 1
H.(?) = -
a—1 a (27 o2)e-t
H,(6) = Lot b (2 )+#1
o = 5 In 5 (2 o —1) no
1 Ina
= Hy(6)—=11
1(6) =3 ( + l—a)
Divergences
Kullback
- (61— 62)°
K(#,,05) =
( 1, 2) 2 0_2
Rényi
= (61 — 02)?
Roc(glagZ) = 9 0_2
Géodésique
|61 — 65|
d(0,6-) =
( 1, 2) =
A3. Cas Gaussien scalaire N (u, 1/6)
Entropies Par rapport & la mesure de Lebesgue :
1 1
Hi(f) = ——In0+-In(27e)
2 2
1 1
H.(?) = 1-—
a—1 a(2nmo?)e-l
H, (0) 119+11(2)+ L
o = —=In —In(27)+ ——— Ina
2 2 2o — 1)
1 Ina
= H{0)—=11
16 =5 ( + l—a)
Divergences
Kullback
_ 1
K(0,,02) = —3 (Ink —k+1)
1 1
Y ri(k) = 5 z1(k)
oll kK = z—f et oll 7 et zo sont définies en (2.77) et (2.79).
Rényi
~ 1
Ro(01,02) = Ta(a=1) [—(e=1) Ink —In(1 — (o = 1)(k — 1)) 4]
1
I Za (k)
1 (o)
= J.7 (61,0
a(a—1) i, (01, 2)
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35 (01,05) = Jg)(%,@z)

Géodésique

7
d(6:,02) = % 6, — In6s|

a4. Cas Gaussien vectoriel NV, (u,Y)

Entropies Par rapport & la mesure de Lebesgue :

Hi(1,%) = —%1n|2_1|+£1n(2ﬂ'e) (6.34)
Han®) = — (1= o oy i) (6.35)
H, (1, %) = —%ln|2_1|—|—gln(2 F)—ﬁ Ina (6.36)
- H,(1,%) - % <1+ 1hiaa) (6.37)
Divergences
Kullback
K(p, X1, p2,8) = % (2 — p)"E7 (o — ) + te(31 851 — L) —In |8, £71|)
K(p1, 81, p2,80) = % ((uo =) (ST 251 (2 — ) + tr(S1 851+ 80 071 —21,))

En particulier :

— Pour py = pa:

_ 1
K(¥1, %) = 5 (tr(3y 25" = L) —In |2y ©31))

Cette distance entre matrices a été utilisée, pour qualifier une méthode d’identification, en [16] par exemple.
Pour ¥y =1, :

K(S, 1) = % (tr(Z = I,) — In %)

Pour ¥; =35 =3

K(pi, po) = = M?(p1, p2) = 4 Bpa, pio)

N | —

ol :
My, pa) = (p2 = ) TS (o — 1)

est la distance de Mahalanobis. En fait, dans ce cas Gaussien homoscédastique, il est facile de montrer, &
I’aide du changement de variable:

y= (2 — )" 7 (2 — p1) /M1, o)

que toute f-divergence (2.63) est une fonction croissante de M [11]. Le rayon d’information de Sibson
(4.42), calculé sous la contrainte de barycentre Gaussien (voir plus haut), est aussi une fonction croissante

de M [146] :
1 1
Si=3 1n<1+ZM2)

A rapprocher de I’expression de I'information d’ordre —1 de Rényi en fonction de la y?-divergence (2.90).
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Rényi

~ 1
Ro(pr, X1, 00, 82) = m (a 1n|21_1|—|—(1—a) ln|22_1|—ln|a21_1—|—(1—a) 22_1|)

1

—5 2 = )" (L= ) B+ a o)~ (a2 — o)

1 (Oc) 1 T —1
= ——1J 3,2 - - 1—a)X b -
aa=T) i, (B0, D) + 5 (pz — )" (1= a) By 4o Xo) ™ (p2 — )
ott Hy est donnée en (6.34).

En particulier :
— Pour py = pa:

i 1 (o)

Ro(S), %) = —— 3@(x,. &

(X1, %) aasD) i, (51, X2)

— Pour ¥; = ¥y = X : la dépendance en « disparait :

1 . _
Ra(p1, pr2) = 5 (po — p) T2z — pua) = Ky, po) =

5 M (py, p2) = 2 Blpa, pa)

N | —

Géodésique Soit :
o Sit il
= ( pi 1
et :
(j2 — p0)* 277 1

Alors une borne inférieure (invariante) pour la distance géodésique d est [45]:

Y= ( S (Do (= ) (e — p)T) B7E ST (s — ) )

d(X1,¥2) = tr(ln X InX7)/2

oit les o; sont les valeurs propres de X.
En particulier :

— Pour py = pa:

d(Ela 22) = d(Ela 22) —

ot les oy sont les valeurs propres de 7! Xy [21, 124].
— Pour ¥y =¥y =3
1
d(pa,pz) = argeosh | o M(uy, p2) +1 ) [45]

d(/'tlal'tz) = M(/'Llal'tz) [124]

A5. Cas Gaussien bivarié de corrélation ¢

Information de Rényi [154]
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A6. Cas Gaussien: processus centrés de densité spectrale S

Entropies
Shannon ) . )
H,(S)=— / InS(w) dw+ = In(2 7e) (6.38)
47 J_. 2
Divergences
Kullback

K(Sl,Sz) = L / (é— lné—l) dw

K(51,52) =

K est la distance d’Itakura-Saito [25, 151]; K est la moitié de la distance de Hellinger entre les deux rapports
de spectres.

Rényi [151]
1

R.(S1,5,) = YT

IG5 (81, S)

ott Hy est donnée en (6.38).
Pour les processus vectoriels & temps continu, voir [91, 92].
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