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Résune :

Cetteétude concerne I'adlioration de la robustesse du sous-espace propre congtauDécomposition Orthogonale aux
valeurs Propres (POD). Puisqu’une base POD est uniquenagglzie de donner une regsentation optimale defhergie
incluse dans la base de doges, cette Bme base n’est pas ad&gt pour repésenter une dynamiqueé&toulement
engendee avec d'autres paradtres d’entee (parangtres de confile, nombre de Reynolds). L'objectif est donc de
construire une base POD robuste capable de &spnter tout un ensemble de dynamiques. Notre approcheagst b
sur une technique qui consisdeenrichir de fagon irative la base de doe avec deséalisations calcwdes ai I'erreur
commise par le maze reduit est la plu€leee (Greedy method). Des €sultats issus du sillage d ?un barreau dans un
canal confilg seront pesenés. Les paraitres d’entée seront limiésa un intervalle pour le nombre de Reynolds qui cor-
respond au égime jeriodique 2D. On montrera alors qu'il est possible d'aliorer 'efficacite de la néthode’Greedy”,
entemps CPU en approximant I'erreur par une norme app@pdes ésidus degquations de Navier-Stokes, ainsi qu’en
terme d’approximation sur tout l'intervalle con&e.

Abstract :

This study focuses on improving the robustness of the fimadtsubspace built using Proper Orthogonal Decomposition
(POD). Since a POD basis is able to give an optimal repreg@neof the kinetic energy included in the snapshots
database generated with some given input parameters ahis basis is not adapted to represent flow dynamics generated
with other input parameters. Our aim is thus to build a robBED basis that accurately represents the solution over a
desired input parameter subspace by enlarging the stedistiatabase. We present a systematic method to sample the
input parameter subspace. The basic idea is to add to theirxidatabase, snapshots of the solution for which the
POD approximation error is maximal. Then the new POD basislitained from the set of snapshots corresponding
to such different dynamics. This is the so called Greedy 8agiprhe approach we follow is similar : it is based on
finding the centroid of a region around the point where anneate of the POD approximation error is maximal. We show
a priori numerical evidence that the Navier-Stokes resigae a reliable estimate of the POD approximation error.
Results relative to a 2D confined square cylinder wake flowpageented. The input parameter subspace is represented
by an interval of Reynolds numbers that corresponds to pgara laminar flows. We show that a judicious choice of the
sampling Reynolds numbers leads to a POD basis that mirsrtiizeaverage approximation error on the chosen interval.

Mots clefs : modeles eduits, POD,echantillonnage, robustesse

1 Introduction

1.1 Reduction de moctle et expertise

Un modele mathématique qui gouverne I'évolution d’'usteyne complexe doit étre maniable ou utilisable.
La réductionet 'expertisede ces systemes sont alors nécessaires. La réductisista trouver un systéme
plus "simple” ayant, au moins dans une gamme de paramairetee, le méme comportement que le systeme
complexe détaillé. L'expertise consiste, quant a alldéterminer les bonnes gammes et échelles des paeametr
du systeme. Ces deux activités sont fortement liees efiers, et négliger I'expertise peut amener a des medele
dont la solution est erronée. L'expertise peut par exeropiesister a trouver une région de confiance pour le
modele réduit?, ?]. La solution idéale au probleme de la réduction est devter une solution analytique au
modele complet considéré. Malheureusement, ceceséatout a fait impossible en général. Une alternative
est alors de chercher demdles approchsdont on puisse maitriser la solution et dont le comportdraeit
proche de celui du systéme détaille.

Il'y a, entre autres, deux approches classiques adaptaegduction : les méthodes asymptotiques et d'in-
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FiG. 1 — Configuration d’€coulement et champ de vorticitRea= 200.

variance et les méthodes de projection. Les méthodesmstiques et d’'invariance consistent a simplifier le
modele et ses équations. Les méthodes de projectionstems quant a elles, a simplifier I'espace de phase
dans lequel varient les paramétres, en autorisant leslguas dépendantes a évoluer que dans un espace de
dimension finie. Dans un certain sens, une discrétisaiemeénts finis peut déja étre considérée comme une
réduction de modele. Parmi les nombreuses méthodespepon qui existent, nous pouvons citer les bases de
Lagrange, les bases d’Hermite, les bases de Taylor, largasition Orthogonale aux valeurs Propres (POD,
Proper Orthogonal Decompositipn[?, ?], les "balanced truncation™, 7], la décomposition sur des modes
globaux de stabilité7], ou tout autre decomposition Galerki?| [etc En raison de I'optimalité énergétique de
son sous-espace propre, la POD est la méthode de rédlactrs utilisée en mécanique des fluides. Méme si
la POD a été utilisée initialement pour extraire lescutes cohérentes des écoulements turbulé@telle a

eté utilisée plus recemment comme une technique siet@é#icace de réeduction pour difféerents problemes de
contrdle d’eécoulement] ?, ?, ?, ?, ?, ?]. Malheureusement la plupart de ces études ne se sonttpessisEes

au point essentiel gu’est I'expertise des modeles rédughstruits par POD (POD ROM). En effet, il a été
démontré P] que la solution d'un POD ROM pouvait étre grandemenedétée en utilisant des parametres
du systeme assez differents de ceux utilisés pourrgete€modele.

Pour des problemes de contréle d’é€coulement, le mod@kepouvoir représenter le chemin dans I'espace
des parametres de contrble qui méne de la conditiomieijusqu’a I'optimum recherché. Malheureusement,
I'expertise montre que I'efficacité des POD ROM a corrawat approximer le modele détaillé est limité a un
voisinage proche des parametres utilisés pour deeveD ROM.

La premiére classe de méthode d’expertise est d’actualis facon itérative le modeéle pendant le processus
d’optimisation. Une méthode efficace est la méthodegéorede confiance couplée a la POD (TRP®MDist
region POD). La seconde classe de méthode d’expertise consisteeamd@er une base dite généralisée qui
représente fidelement une plus large gamme de dynamgpresactualisation de la base. Par exemple, la base
POD peut étre calculée a partir de réalisation obteenagtilisant une loi de contrdle "chirp” qui balaye une
large gamme de dynamiqués P, ?]. Une fois la base déterminée, I'optimisation est alo¥s tapide car elle ne
nécessite alors aucune résolution du modele détddlger-Stokes. Malheureusement, cette méthode dépend
largement de la loi de contrdle "chirp” utilisée pour adkr la base POD. Le contrdle est alors sous optimal.
Cette méthode nécessite alors une grande part d’empiriBains le méme esprit, la base peut étre calculée
en mélangeant des réalisations calculées pour diffénearameétres de contrdle. Par exemple, I'échangillag
aléatoire, I'echantillonnage orthogondlatin Hypercube Sampling(LHS), ou la”"Centroidal Voronoi Tes-
salation” (CVT, [?, ?]) peuvent étre utilises. En dépit de I'efficacité de [T il est nécessaire de fixer le
nombre de points d’échantillonnage. Ces méthodes nedsontt pas optimales dans le sens ou il n’est pas
possible de contrbler la précision des POD ROM a appreximmodele détaille. L'objectif de cette étude est
alors de déterminer de facgon itéerative un échantillgy@optimal du sous-espace des parametres d’entrée qui
peut étre arrété quand un seuil de précision est atteint

1.2 Configuration d’étude

Notre configuration est 'ecoulement laminaire de silldge cylindre de section carrée placé dans un canal 2D
(voir figure ??).La condition d’entrée présente un profil de poiseullles conditions de non-glissement sont
imposées sur les murs paralléles (haut et bas). Le ratidodage esf./H = 1/8. Les détails des méthodes
numériques utilisées sont reportés dans la RefGet écoulement est intéressant car il présente t&uneht

de la couche limite, sillage et interaction avec les mursahat

Apres avoir brievement introduit la POB??), nous présenterons une méthode simple pour échaméide
sous espace des parameétres d’entrée du systeme afiardialnte base POD robust().
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2 Decomposition Orthogonal aux valeurs Propres (POD)

La POD consiste a decomposer les champs physiques de larmanivante?] :

N,

Uz, t) =Y an(t)®p(z), 1)

n=1

ou N, est le nombre de modes retenus. La réduction consisteetrée plus petitV, possible tout en conser-
vant en degrés d’approximation raisonnable. La base FQDr) est calculer a 'aide de la méthode des
snapshots?l. Les coefficients, (¢) sont solution d’'un modele réduit obtenu a l'aide d’'unejection de Ga-
lerkin du modele détaillé sur la base POD. Cependant nous limiterons ici a I'étude de la robustesse de la
base, et non du modeéle (travail a venir), et donc les coeffis temporels,,(¢) seront évalués comme étant la
projection de la solution numérique des équations dedie®iokedJ (x, t) sur la base PO, (x), i.e.

an(t) = /QU(a:, t)®,(x)dx. 2

Afin d’évaluer les résidus de équations de Navier-St@kes par la suite), la base POD est étendue au champ
de pression. Les réalisations de I'ecoulement serons &gz, t;) = (u(zx, t;), v(z, t;), p(x, ;).

3 Echantillonnage des parangtres d’entrée

Les fonctions de base POD sont optimales pour donner uneseqtation de I'énergie cinétique incluse dans
la base de données. Habituellement, cette base de doestéaslectée a partir d’'un écoulement généré avec
des parametres d’entrée du systeme fixés. La méme besteators pas optimale pour représenter les ca-
ractéristiques d’écoulements générés avec d’apaesmetres d’entrée (voiP[?, ?]). L'objectif de cette sec-

tion est de donner un critere efficace pour échantillofesous espace des parametres d’entrée pour améliorer
la robustesse des fonctions de base POD. Pour des raisoingalieite, le sous-espace des parametre d’entrée
est limité & un intervalle pour le nombre de Reyndds [Re;, Reg] avecRer, = 70 et Rep = 180. Ces va-
leurs correspondent approximativement aux limites badsawge du régime périodique 2D pour I'écoulement
considéré {?7?). Numériquement] est discrétisé aved Re = 5, et est not&,. Tous les concepts introduits
dans cette étude seront facilement généralisablesaus«esspaces de contrble de dimensions élevées comme
dans la Ref. 7).

Dans le but d’'améliorer le sous-espace propre POD nousrsalugmenter la taille de la base de données en
ajoutant de maniere itérative des ensembles de réalisajui correspondent a differents nombres de Reynolds

Re; € T. SoitU e v--vRe_N} la base de données collectée axeensembles de réalisations pdtuy, . .., Rey,
ou le parametréV est fixé en fonction de la précision souhaitée. La questit alors comment choisir ces

nombres de Reynolds pour calculer une base POD robustelelsdeie que la reconstructidii(x, t) (voir

Eqg. (??)) soit aussi proche que possible de la solution numérigueatiele détaille de Navier-Stokd$(x, t),
pour tous les nombres de Reynolds inclus dgndNous utiliserons toujourd’, = 50 fonctions de base, méme
lorsqueN > 1 nombres de Reynolds seront considérés.

Deux classes de méthodes d’échantillonnage POD sonagwnent utilisées. La premiere est basée sur la
"Centroidal Voronoi Tessellations{CVT, voir [?, ?, ?]) qui peut étre calculée avec un algorithme de Lloyid [
L'inconvénient est qu'il faut fixer le nombre de points dfantillonnage, et il n'est donc pas possible de
contrdler la précision souhaitée. La seconde est baséeles’Greedy sampling” (voir [?]). Ceci est un
échantillonnage itératif dans lequel il est possible rg&ar I'algorithme lorsqu’un seuil de précision désir
est atteint. Dans cette étude, nous présentons une deellybride qui utilise les avantages des deux méthodes
décrites ci-dessus.

Pour illustrer notre méthode d’échantillonnage noussa#rons une base de donnée initiélé:) composée
de N, réalisations collectées@e; = 100. Nous utiliserons eégalement toujou¥s = 200, et donc la base de

donnéeg/! e Fer] est composée dex N, réalisations. Comme nous pouvons voir sur la fig22d’erreur
définie par

") = /T U (@, )]dt, 3)

oulU'(x, t) =U(x, t) — U(x, t) représente les échelle non calculées, croit avec lartistRe — Re;|. La
méthode€' Greedy” consiste a échantillonner le sous espace des parand&rggee ou I'erreur est maximale,
soit
ReSRE — arg H}l%aX<U/>2. 4)
e

Par exempleRe$F = 180 sur la figure??. Pour réduire les codts de calcul CPU, il est possibleildiat les
résidus de I'opérateur de Navier-Stokes évalué aveedanstruction POLXJ (voir Eq. (??)), noteeR , (U),
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FIG. 2 — Evolution de I'erreufU’)5 en fonction du nombre de Reynolds.

au lieu d'utiliser I'erreur ?) (voir [?]). En utilisant cette approximation, les nouveaux poftg, & = 2,.., N
peuvent &tre calculés comme étant les centres de larrégitour du pointGreedy” (CGR)ZS#F

/ Re p(Re)dRe
I}?RE

/ p(Re)dRe
_’Z'kGRE

ou la région autour des points teéreedy” est
1. centrée autour de la valel@reedy” ReGfE,

Ref ©F = ., with  p(Re) = (R (D)2, (5)

: . GRE
2. avec un rayon égalerain e,y |Ref™ — Reyl,

3. restreint L 7.

Ce critere peut facilement étre généralisé a des-espaces de parametres d’entrée de dimension supeéeur

1. Par exemple, les régions autour des pdiGieedy” seraient des disques, spheres et hyper sphéres pour des
dimensiong, 3 et4 respectivement.

Nous pouvons voir sur le table&? que ce critere permet une diminution importante de I'erreoyenne,
notée7, évaluée sur tout I'intervallg, i.e.

7= / (U")2dRe. ()
A
L 1 1 1 2 [ 3 [ 4 [ 5
Re{CR 100 152 81 170 126
Jgeer |l 60-107* | 16-107% | 7.7-107% [ 3.6-107* [ 3.0-1071
ReGRE 100 180 70 140 80
JERE 1160-19.271 [ 19.2-107% | 12.9-107% | 6.1-10°" [ 4.5-1077

TAB. 1 — Evolution de I'erreur moyenné@7®) en fonction du nombre de points d’échantillonnage.

Ce critere CGR, défina priori, donne des points plus efficace que ceux de la méth@deedy” (voir fi-
gure??). De plus, les points CGR sont tres proches des points aptirdéfinisa posteriori

4
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FiG. 3 — Evolution de I'erreur moyengg en fonction du nombre de points d’échantillonnage.

4 Conclusions

Actuellement, malgré les progres faits en informatiquerealgorithmique, il est encore difficilement conce-
vable de faire du contrble d’écoulement sans avoir recautes modeles réduits. L'inconvénient majeur de la
POD est que les bases sont uniguement capables de resiitfiamation contenu dans la base de donnée.
Il est alors nécessaire d’echantillonner intelligemm&rspace des parametres de contrble que I'on souhaite
étudier. Dans cette étude, nous avons présenté uneigeehefficace d’échantillonnage. Premierement, nous
avons utilisé la normé. de I'opérateur de Navier-Stokes évalués avec les ch&@ispour approcher I'erreur
d’approximation commise avec la base POD. Nous avons engruoposé un échantillonnage qui couple les
idées de¢Greedy method”et de”Centroidal Voronoi Tessalation”Cet échantillonnage est donc rapide (puis-
gu’il est uniguement nécessaire d’évaluer des résieiusdecis (il peut étre montré que cet échantillonnagge e
proche de I'echantillonnage optimal). Dans la suite déecgtiide, nous avons prévu de prendre en compte le
modele réduit. Ce travail est en cours.



