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❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐♥❣ P♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥

P❡❞r♦ ▼❛❝❤❛❞♦ ▼❛♥❤ã❡s ❞❡ ❈❛str♦ ✱ ❖❧✐✈✐❡r ❉❡✈✐❧❧❡rs

❚❤è♠❡ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❝❛❧❝✉❧ ❝❡rt✐✜é ❡t ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡
➱q✉✐♣❡✲Pr♦❥❡t ●❡♦♠❡tr✐❝❛

❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥➦ ✼✶✸✷ ✖ ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✾ ✖ ✷✹ ♣❛❣❡s

❆❜str❛❝t✿ P♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛t✐❛❧ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ R

d✱ ✇❡
r❡✈✐s✐t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❡①♣❧♦✐t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts✳

❋♦r ❛ s✐♥❣❧❡ q✉❡r②✱ ✇❛❧❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ str❛t❡❣② ✇✐t❤
❣♦♦❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n1/d) ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡✈❡♥❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❋♦r ❛ ❜❛t❝❤ ♦❢ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ♣r❡✈✐♦✉s q✉❡r✐❡s
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡❀ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐❣✲O ♥♦t❛t✐♦♥✳

❙t✐❧❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ q✉❡r②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r✲
❝❤② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ❛ q✉❡r② q ✇✐t❤ ❛ O(log #(pq))
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❤❡r❡ #(.) ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s
❝r♦ss❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡ pq✱ ❛♥❞ p ✐s ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❧♦❝❛t❡❞ q✉❡r②✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡
❤❛s O(n log n) ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ O(n) ♠❡♠♦r② ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ P♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❆◆❘ Pr♦❥❡❝t ❚r✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❘é❣✐♦♥ P❆❈❆✳



▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts s✬❛❞❛♣t❛♥t ❛✉① r❡q✉êt❡s

❘és✉♠é ✿ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡st ✉♥
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ♥♦✉s ré❡①❛♠✐♥♦♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s❡ ❞❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ R

d ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
r❡q✉êt❡s✳

P♦✉r ✉♥❡ r❡q✉êt❡✱ ♠❛r❝❤❡r ❞❛♥s ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠♦②❡♥♥❡
O(n1/d) s✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és✳ P♦✉r ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ r❡✲
q✉êt❡s✱ ❧✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
r❡q✉êt❡ ❝♦✉r❛♥t❡❀ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡ str❛té❣✐❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r
❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❝❛❝❤é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♥❞s O✳

❚♦✉❥♦✉rs à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛
❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ✉♥ ♣♦✐♥t q à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
r❡q✉êt❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té r❛♥❞♦♠✐sé❡ O(log #(pq)) ♣♦✉r✈✉ q✉❡
❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭#(.) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡①
tr❛✈❡rsés ♣❛r ❧❡ s❡❣♠❡♥t pq✮✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❛ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ O(n) ❡t ✉♥
❝♦ût ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ O(n log n)✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②



❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐♥❣ P♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥ ✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

P♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛t✐❛❧ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❬✶✸❪✳ ●✐✈❡♥ ❛ q✉❡r②✲♣♦✐♥t q ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ d✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ q✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ s♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳

■♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧♦❝❛t✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ O(n) s♣❛❝❡
❛♥❞ O(log n) ✇♦rst✲❝❛s❡ q✉❡r② t✐♠❡ ❛ q✉❛rt❡r ♦❢ ❛ ❝❡♥t✉r② ❛❣♦ ❜② ❑✐r❦♣❛tr✐❝❦✬s
❤✐❡r❛r❝❤② ❬✶✻❪✳ ■♥ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤♦✇❡✈❡r✱ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥
❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s
❞❡✜♥❡❞✱ t❤✉s ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦
❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❡ ❞❛t❛
❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ❤✉❣❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❛r❡❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉s❡r ✉s✉❛❧❧② ✐s ❡①♣❧♦r✐♥❣
s♦♠❡ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st❀ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦❤❡r❡♥t✳ ❆♥✲
♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ P♦✐ss♦♥ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✶❪ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♣♦✐♥t
❞✐❝❤♦t♦♠② t♦ ✜♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥❀ ❤❡r❡ ❛❧s♦✱ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❤❛✈❡
s♦♠❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐♥❣ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳

❙❡❧❢✲❛❞❛♣t✐♥❣ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡✐t❤❡r ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r ❜② s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ q✉❡r✐❡s✳ ■♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♠❡♥t✐♦♥✿ ❆r②❛ ❡t ❛❧✳ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡ ❬✷❪ ♦r ■❛❝♦♥♦ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❬✶✹❪✱ ❜♦t❤ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ q✉❡r② t✐♠❡ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r s♣❛❝❡❀ ♦r
■❛❝♦♥♦ ❛♥❞ ▲❛♥❣❡r♠❛♥✬s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❬✶✺❪ ❛♥❞ ❉❡♠❛✐♥❡ ❡t ❛❧✳ ❞❛t❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❬✼❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ q✉❡r✐❡s ❢♦r s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ r❡❣✐♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❣♦♦❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡r ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ st✐❧❧ ✉s❡❞ ❜② ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs✳
❆♠♦♥❣st t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❛❧❦✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧❡① t♦ ❛♥♦t❤❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✲
❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠♣❧✐❝❡s✱ ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s
♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❬✾❪✳ ❲❛❧❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ❬✶✵❪✱ ❜✉t ❤❛s ❛ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦✱ t❤❡ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ❬✶✼❪ ❛♥❞
t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ❬✽❪ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡
❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ str✉❝t✉r❡s ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✐♥❣
♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ✇❛❧❦ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✈❡rs❡❞ s✐♠♣❧✐❝❡s✳

❖✉r ❘❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛✲
t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✇❛❧❦✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛ s❡❣♠❡♥t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ r❡❧❛t❡ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
s♦♠❡ ❣r❛♣❤s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R

d t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✳
❙❡❝t✐♦♥ ✻ ♣r♦✈✐❞❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t s♦♠❡ r❡❛❧✐st✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✈❡r✲
✐❢② t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❝♦♥st❛♥t s✐③❡ ♠❡♠♦r② str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t
♦❢ ❛ ✇❛❧❦✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ str❛t❡❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ♣r❡✲
✈✐♦✉s q✉❡r✐❡s ✭s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐♥❣✮ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✭♥♦♥✲s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐♥❣✮✱
♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ q✉❡r✐❡s✳ ❘❛♥❞♦♠ q✉❡r✐❡s ✐s✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♥♦t ❢❛✈♦r✲

❘❘ ♥➦ ✼✶✸✷



✹ P✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs

❛❜❧❡ t♦ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❡r✐❡s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡ t❤❛t s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡✱ ❡✐t❤❡r
❜❡tt❡r✱ ♦r ♥♦t r❡❛❧❧② ✇♦rs❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣♦♦❞ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡
✉s❡ ♦❢ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❢❛✈♦✉r❛❜❧❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ♣r♦✈✐❞❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❝♦♥✜r♠ s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✲
✐♦r ♦♥ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❛t❛✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐③❡ ♠❡♠♦r② t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ✇❡
r❡✈✐s✐t t❤❡ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ✐♥ ❛ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐♥❣ ✇❛②✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥✲
t❡❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❛t ❧❡❛st t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ✇❤❡♥ t❤❡ ❏✉♠♣ st❡♣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❡r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻
s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❑❡❡♣✱ ❏✉♠♣✱ ✫ ❲❛❧❦✮ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛
✈❡r② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❧♦❝❛t❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r ❛ q✉❡r②
q ✐♥ O(log #(pq)) r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❤❡r❡ #(.) ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ❝r♦ss❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡ pq✱ ❛♥❞ p ✐s ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❧♦❝❛t❡❞ q✉❡r②✳

✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✷✳✶ Pr❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥

●✐✈❡♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ T ♦❢ n ♣♦✐♥ts✱ ❛ q✉❡r②✲♣♦✐♥t q ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r
♣♦✐♥t p ✭st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✮✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧
✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳

❲❛❧❦ ❚❤❡ q✉❡r②✲♣♦✐♥t q ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❜② ✇❛❧❦✐♥❣ ❢r♦♠ p ✐♥ T ✱ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠
❛❞❥❛❝❡♥t s✐♠♣❧❡① t♦ ❛❞❥❛❝❡♥t s✐♠♣❧❡① ♦r ❢r♦♠ ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❡rt❡① t♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❡r✲
t❡① ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s ❬✾❪✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t✲✇❛❧❦ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s✳
■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s tr❛✈❡rs❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t s = pq✳ ❚❤❡
str❛✐❣❤t✲✇❛❧❦ ❤❛s ❛ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢
t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ■❢ T ✐s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✐♥ s♦♠❡ ✜♥✐t❡ ❝♦♥✈❡① ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ s ✐s ♥♦t ❝❧♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ❝r♦ss❡❞ ❜② ❛ s❡❣♠❡♥t s ✐s O(|s| · n1/d) ❬✶✵❪✳

❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ❚❤❡ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❛❦❡s ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦❢ k ✈❡r✲
t✐❝❡s ♦❢ T ❛♥❞ ✉s❡s ❛ t✇♦ st❡♣s ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ❧♦❝❛t❡ ❛ q✉❡r② q✳ ❋✐rst✱
t❤❡ ❥✉♠♣ st❡♣ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥❡❛r❡st ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ✭❜r✉t❡✲❢♦r❝❡✮
O(k) t✐♠❡✱ t❤❡♥ ❛ ✇❛❧❦ ✐♥ T ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❛t ✈❡rt❡①✳ ❯s✉❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ♠❛❞❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t T ✐s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ♣♦✐♥ts ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❛❦✐♥❣ k = n1/(d+1) ❣✐✈❡s ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
O(n1/(d+1)) ❬✶✼✱ ✶✶❪✳

❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❛t ✐❞❡❛✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ❬✽❪ ✉s❡s
s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡s✿ ❆t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② t❤❡ ✇❛❧❦ ✐s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ st❛rt✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝❧♦s❡st ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝♦❛rs❡r ❧❡✈❡❧✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ s❡❧❡❝t ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡r ❧❡✈❡❧ ②✐❡❧❞s ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(log n) ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ■♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
t❤✐s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t✐♠❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ♦r ❡✈❡♥ ♦♥

■◆❘■❆



❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐♥❣ P♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥ ✺

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✭❛✮ ♣♦✐♥ts ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✿ F(n) = O(
√

n)❀
✭❜✮ ♣♦✐♥ts ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❝✉r✈❡✿ F(n) = O(n)✳

s♦♠❡ ✇❡❛❦❡r ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ t❤❛t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛
✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♥♦t t♦♦ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❢❛st❡r ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ str❛✐❣❤t✲✇❛❧❦ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣♦✐♥t
❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝❧❛✐♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ✇❛❧❦ ✐s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✿ ●✐✈❡♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ T ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✉♥❞❡r
s♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡① ❞♦♠❛✐♥ C ♦❢ R

d✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ✈❛❧✉❡ F(T ) ∈ R s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛ s❡❣♠❡♥t s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ T ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② s ✐s 1 + F(T ) · |s|✳

❲❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❢
✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✐t❡s s✉❝❤ t❤❛t T ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ n✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② F(n)✳

❆ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥✈❡① ❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r F(n) =
O(n1/d) ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❧②✐♥❣ ♦♥ s♦♠❡
♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐♥ ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❛♥❞ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭s✉♣✲
♣♦rt❡❞ ❜② ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❛♥
❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r F(n) = O(n1/(d−1))✳

❚❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❧♦✲
❝❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❧♦❝❛t✐♥❣ ❛

❘❘ ♥➦ ✼✶✸✷



✻ P✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs

✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ S ♦❢ m q✉❡r②✲♣♦✐♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

O

(

F(T ) ·
m
∑

i=1

|ei|
)

+ O(m) ✭✶✮

✇❤❡r❡ ei ✐s t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ i✲t❤ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ i✲t❤ q✉❡r②✲
♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ O(m) ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✶✮ ❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥s✇❡r✐♥❣ ♦♥❡ q✉❡r②
❝♦sts ❛t ❧❡❛st O(1)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦✐♥ts ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛s st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❢♦r ♥❡①t
❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts (ei)1≤i≤m

♠✉st ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ E ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✐s ❛
tr❡❡ s♣❛♥♥✐♥❣ t❤❡ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts❀ s✉❝❤ ❛ tr❡❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❚r❡❡ ✐♥ t❤❡
s❡q✉❡❧✳ ■ts ❧❡♥❣t❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

|E| =
∑

ei∈E

|ei|.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❚r❡❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ✈❡rt✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ S✳

✷✳✸ ❖♥ ❚r❡❡s ❊♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R
d

❚❤❡ tr❡❡ t❤❡♦r② ✐s ♦❧❞❡r t❤❛♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✐ts❡❧❢✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ tr❡❡s ❬✷✷❪ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦✐♥t
❧♦❝❛t✐♦♥✳ ▲❡t S = {xi, 1 ≤ i ≤ n} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts ✐♥ R

d ❛♥❞ G = (V,E)
❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt❡① vi ∈ V ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t
xi ∈ S❀ t❤❡ ❡❞❣❡ eij ∈ E ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s vi ❛♥❞ vj ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ✐ts
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❧❡♥❣t❤ |xi − xj |✳ G ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❣r❛♣❤ ♦❢ S✳

x4

x1

x2

x3

x5

x6

x7

x8

✭❛✮ EMST

x4

x1

x2

x3

x5

x6

x7

x8

✭❜✮ EMLP

x4

x1

x2

x3

x5

x6

x7

x8

✭❝✮ EMIT

x4

x1

x2

x3

x5

x6

x7

x8

✭❞✮ EST

x4

x1

x2

x3

x5

x6

x7

x8

c

✭❡✮ ESS

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚r❡❡s ❛♥❞ ❣r❛♣❤s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R
d✳

✷✳✸✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❲❡ r❡✈✐❡✇ ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ tr❡❡s✳ ❚✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ tr❡❡ ❣❡t ❛ s♣❡❝✐❛❧
♥❛♠❡✿ ✭✐✮ ❛ st❛r ✐s ❛ tr❡❡ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ✈❡rt❡① t❤❛t ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡rs❀ ❛♥❞ ✭✐✐✮
❛ ♣❛t❤ ✐s ❛ tr❡❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✷ ❜✉t t✇♦ ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ ✶✳
❊▼❙❚✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ tr❡❡s s♣❛♥♥✐♥❣ S✱ ❛ tr❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ S ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ EMST (S)✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✷❛✳ EMST ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳
❊▼▲P✳ ■❢ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛ tr❡❡✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❛ ♣❛t❤ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤
s♣❛♥♥✐♥❣ S✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ♣❛t❤ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② EMLP (S)✱
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷❜✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ t♦✉r s♣❛♥♥✐♥❣
S✿ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ t♦✉r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ETST ✳ ❇♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s
❛r❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

■◆❘■❆



❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐♥❣ P♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥ ✼

❙✐♥❝❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ EMST ✭❡✐t❤❡r ♣r❡✜①✱ ✐♥✜① ♦r ♣♦st✜①✮
♣r♦❞✉❝❡s ❛ t♦✉r✱ ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ ETST ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣❛t❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡

|EMST (S)| ≤ |EMLP (S)| < |ETST (S)| < 2|EMST (S)| ✭✷✮

❊▼■❚✳ ❆❜♦✈❡✱ s✉❜❣r❛♣❤s ♦❢ G ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛♥② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✳
◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ✱ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞
✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r vσ(1), vσ(2), . . . , vσ(n)✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ Ti

❢♦r Si = {xσ(j) ∈ S, i ≤ j} ✇✐t❤ T1 = {vσ(1)} ❛♥❞ Ti = Ti−1 ∪ {vσ(i)vσ(j)}✱ s✉❝❤
t❤❛t vσ(i)vσ(j) ❤❛s t❤❡ s❤♦rt❡st ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ❛♥② 1 ≤ j < i✳ ❚❤✐s tr❡❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥s❡rt✐♦♥ tr❡❡✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② EMIT (S)✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✷❝✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s tr❡❡s✱ EMIT ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥
✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ■ts ❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ σ ❛♥❞
❢♦r s♦♠❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤♦s❡♥ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✐t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ |EMST |✳
❊❙❚✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s ✉s✉❛❧❧② ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛
tr❡❡✳ ❙✉❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❙t❡✐♥❡r ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✲❧❡♥❣t❤
tr❡❡ ✇✐t❤ ❙t❡✐♥❡r ♣♦✐♥ts ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❙t❡✐♥❡r tr❡❡ ♦❢ S❀ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
EST (S)✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷❞✳ ❋✐♥❞✐♥❣ EST ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳
❊❙❙✳ ❆ st❛r ❤❛s ♦♥❡ ✈❡rt❡① ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✈❡rt✐❝❡s✳ ■❢ t❤✐s ✈❡rt❡① ✐s ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❡rt❡① t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ V ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ s♦ ❛s t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ st❛r✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❋❡r♠❛t✲❲❡❜❡r ♣♦✐♥t ♦❢
S ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ESS(S) ✭❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❙t❡✐♥❡r st❛r✮✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✷❡✳

✷✳✸✳✷ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❚r❡❡✬s ▲❡♥❣t❤✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ str✉❝t✉r❡s✳
❲❡ st❛rt ❜② t❤❡ st❛t✐❝ s❡tt✐♥❣✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❇❡❛r❞✇♦♦❞✱ ❍❛❧t♦♥ ❛♥❞ ❍❛♠♠❡rs❧❡② t❤❡♦✲
r❡♠ ❬✹❪ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ xi ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt✱ t❤❡♥
|ETST (S)| = O(m1−1/d) ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶✳ ❇② ❊q✳✭✷✮ t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r |EMLP (S)| ❛♥❞ |EMST (S)|✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s r❡s✉❧t ❣✐✈❡s ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡② ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❚❤✐s
✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r②✳ ❙t❡❡❧❡ ♣r♦✈❡s ❬✷✹❪ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡
❣r❛♣❤s r❡♠❛✐♥s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② O(m1−1/d) ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦r♠❡❞ ❜② s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✈✐s✐t✐♥❣ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐♥
V ✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢

∑m
i=2 |xi−1xi|✳ ▲❡t Vσ = {xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(m)}

❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ m ♣♦✐♥ts ♠❛❞❡ ❜② r❡♦r❞❡r✐♥❣ V ✇✐t❤ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t ♣♦✐♥ts ✐♥ Vσ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ s♦♠❡ s♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣
❝✉r✈❡✳ P❧❛t③♠❛♥ ❛♥❞ ❇❛rt❤♦❧❞✐ ❬✶✾❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ♠❛❞❡ ❜② ✈✐s✐t✐♥❣ Sσ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐s ❛ O(log m) ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
|ETST (S)|✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

∑m
i=2 |xσ(i−1)xσ(i)| = O(

√
m log m)✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥

✐♥t❡r❡sts ♦❢ s✉❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s t❤❛t σ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ O(m log m) t✐♠❡✳
❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ |EMIT (S)|✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞②♥❛♠✐❝✱ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ t❤❡

s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ |EMST (S)|✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛t✐❝✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡
✐t ♠❡❛♥s t❤❛t r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s❡tt✐♥❣ ❜② ❛ st❛t✐❝ s❡tt✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ tr❡❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣② ♦❢ ❛♥ EMST ✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭❙t❡❡❧❡ ❬✷✸❪✮✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ m ♣♦✐♥ts ✐♥ [0, 1]d✱ d ≥ 2✱
t❤❡♥ |EMST (S)| ≤ |EMIT (S)| ≤ γdm

1−1/d✳ ❍❡r❡✱ γd = 1 + 24ddd/2/(d− 1) ✐s
❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ d✳

❘❘ ♥➦ ✼✶✸✷



✽ P✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs

✸ ❈♦♥st❛♥t ❙✐③❡ ▼❡♠♦r② ❙tr❛t❡❣✐❡s

▲❡t S ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ m q✉❡r②✲♣♦✐♥ts ✐♥ C t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ F(T ) ≫ 1✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ ❝♦st ♦❢ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t st♦r❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts
❢♦r ❛ str❛✐❣❤t✲✇❛❧❦✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

✸✳✶ ❋✐①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣②✳

■♥ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣②✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t c ✐s ✉s❡❞ ❛s st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
q✉❡r✐❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❚r❡❡ ✐s t❤❡ st❛r r♦♦t❡❞ ❛t c✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Sc(S)✳ ❚❤❡
❜❡st ▲♦❝❛t✐♦♥ ❚r❡❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ✐s t❤❡ ❙t❡✐♥❡r st❛r✱ ❜✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
✐t ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ♥❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s❡tt✐♥❣ ♥♦r ✐♥ ❛ st❛t✐❝ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤✐s
str❛t❡❣② ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✿ ■♥ ❈●❆▲ ✸✳✺✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛ ✇❛❧❦
✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✈❡rt❡① ❛t ✐♥✜♥✐t② ❀ t❤✉s t❤❡ ✇❛❧❦ st❛rts s♦♠❡✇❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡①
❤✉❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✇♦rst str❛t❡❣②✳

■♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✜♥❞ ❛ s❡t ♦❢ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts S s✉❝❤ t❤❛t
|ESS(S)| = O(m)✱ ♦r s✉❝❤ t❤❛t |Sc(S)|/|ESS(S)| ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t② ❢♦r s♦♠❡ c✳
◆♦✇ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ q✉❡r✐❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❲❤❡♥ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts ✐♥ S ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐✳✐✳❞ ✐♥ ❛ ❜❛❧❧✱ ❛♥❞ T s❛t✐s✲
✜❡s t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❜❡st ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣②
✐s

(

d

d + 1

)

mF(T ).

Pr♦♦❢✳ ❇② s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ❋❡r♠❛t✲❲❡❜❡r ♣♦✐♥t ❣♦❡s t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡
✇❤❡♥ m ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ t❤✉s ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ E(|Op|) ❜❡t✇❡❡♥
❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t p ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ▲❡t Bl ❜❡ ❛ ❜❛❧❧ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s l ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡
♦r✐❣✐♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E(|Op|) =

∫ 1

0

lP rob(p ∈ Bl+dl \ Bl) =

∫ 1

0

l
(dVd(l)/l)dl

Vd(1)
=

∫ 1

0

dld =
d

d + 1
,

✇❤❡r❡ Vd(l) ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s l ✭❛♥❞ dVd(l)/l ✐s ✐ts ❛r❡❛✮✳
▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② m ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❚r❡❡✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣
❜② F(T ) ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ❲❤❡♥ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts ✐♥ S ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐✳✐✳❞ ✐♥ ❛ ❜❛❧❧✱ ❛♥❞ T s❛t✲
✐s✜❡s t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ✇♦rst ✭♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ c ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❛❧❧✮ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣② ✐s

2d+1

(

2d + 1

2d + 2

)

B
(

d
2 + 1

2 , d
2 + 1

)

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

) mF(T ),

✇❤❡r❡ B(x, y) =
∫ 1

0
λx−1(1 − λ)y−1dλ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❇② s②♠♠❡tr②✱ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡ ✐s ❛ ✇♦rs❡
❝❡♥t❡r ❢♦r ❛ st❛r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤❛♥
✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ ❛♥❞ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❧❡♠♠❛s✳

■◆❘■❆



❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐♥❣ P♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥ ✾

▲❡♠♠❛ ✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛♣ Hh ❢♦r♠❡❞ ❜② ❝r♦ss✐♥❣ ❛ ❜❛❧❧ BR ✇✐t❤
r❛❞✐✉s R ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ x = R − h✳ ❉❡♥♦t❡ h t❤❡ ❤❡✐❣❤t
♦❢ t❤❡ ❝❛♣✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ Hh ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ x ≥ R − h ❛♥❞ BR✳ ❚❤✐s ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Rd π
d−1

2

Γ(d+1
2 )

∫ arccos (R−h

R )

0

sind(λ)dλ. ✭✸✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ Vd(r) ♦❢ ❛ ❜❛❧❧ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s r ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
rd · π

d

2 /Γ(1 + d
2 )✳ ❊❛❝❤ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ x = R − h + δ✱ 0 ≤ δ ≤ h ✐s ❛ (d −

1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛❧❧✳ ■❢ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛❧❧ t❤♦s❡ ❜❛❧❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❛①✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡
∫ R

R−h
Vd−1(

√
R2 − t2)dt✳ ❊q✳✭✸✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t ❜② λ = R cos (t)✳

▲❡♠♠❛ ✻✳ ▲❡t Ω ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧ Bunit✱ ❛♥❞ PH(l) =
Prob(|Ωp| ≤ l ; p ∈ Bunit) ❜❡ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ Bunit ❛♥❞ Ω✱ t❤❡♥

PH(l) =
1

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

)

(

∫ arccos (1−l2/2)

0

sind(λ)dλ + ld
∫ arccos (l/2)

0

sind(λ)dλ

)

,

✇❤❡r❡ B(x, y) =
∫ 1

0
λx−1(1 − λ)y−1dλ ✐s t❤❡ ❇❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ Bl t❤❡ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s l ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ Ω✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✐s ❝❧❡❛r❧② volume(Bl ∩ Bunit)/volume(Bunit)✳ Bl ∩ Bunit ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛♣s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛♥❡ x = 1 − l2/2 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣
▲❡♠♠❛ ✺✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠✿

E{|Ωp|}=

∫ 2

0

lP ′
H(l)dl

=

∫ 2

0

l











1
2 ld
(

1 − l2

4

)
d−1

2

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

) + dld−1

∫ arccos (l/2)

0

sind(λ)dλ

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

)











dl

=
1

2

∫ 2

0

ld+1
(

1 − l2

4

)
d−1

2

dl

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

) +
1

2

∫ 2

0

2dld

∫ arccos (l/2)

0

sind(λ)dλ

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

) dl.✭✹✮

❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢
l ✇❤❡r❡ l ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ s❡❣♠❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t✇♦ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥
t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ❬✷✶❪✳ ■ts ✈❛❧✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∫ 2

0

2dld

∫ arccos (l/2)

0

sind(λ)dλ

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

) dl = 2d+1

(

d

d + 1

)

B
(

d
2 + 1

2 , d
2 + 1

)

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

) . ✭✺✮

❘❘ ♥➦ ✼✶✸✷



✶✵ P✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs

❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∫ 2

0

ld+1
(

1 − l2

4

)
d−1

2

dl

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

) = 2

∫ 1

0

2d+1yd+1
(

1 − y2
)

d−1

2 dy

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

)

=

∫ 1

0

2d+1z
d

2 (1 − z)
d−1

2 dz

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

)

= 2d+1 B
(

d
2 + 1

2 , d
2 + 1

)

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

) .

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E{|Ωp|} = 2d+1

(

2d + 1

2d + 2

)

B
(

d
2 + 1

2 , d
2 + 1

)

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

) .

▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② m ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❚r❡❡✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣
❜② F(T ) ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳ ❲❤❡♥ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts ✐♥ S ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐✳✐✳❞ ✐♥ ❛ ❜❛❧❧✱ ❛♥❞ T
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❛♥❞
✇♦rst ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣✐❡s ✐s ❛t ♠♦st 2 ✭❢♦r d = 1✮✱ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st

√
2 ✭✇❤❡♥

d → ∞✮✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s r❛t✐♦ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
♦♥ ❇❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r d = 1 ❛♥❞ d = ∞✳

❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✱ t❤❡ r❛t✐♦ ρ(d) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡
✇♦rst ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ρ(d) = 2d+1

(

2d + 1

2d

)

B
(

d
2 + 1, d

2 + 1
2

)

B
(

d+1
2 , 1

2

)

❙✐♥❝❡ ρ(d) ✐s ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐ts ❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ρ(1) ❛♥❞
lim

d→∞
ρ(d)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❢r♦♠ ❊q✳✭✸✳✶✮ t❤❛t ρ(1) = 2✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✼✱

✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ✜♥❞ lim
d→∞

ρ(d)✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❙t✐r❧✐♥❣✬s ✐❞❡♥t✐t✐❡s✿

B(a, b) ∼
√

2π aa−

1
2 bb−

1
2

(a+b)a+b−
1
2

, a, b ≫ 0,

B(a, b) ∼ Γ(b)a−b, a ≫ b > 0,

■◆❘■❆



❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐♥❣ P♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥ ✶✶

✇❡ ❤❛✈❡✿

lim
d→∞

ρ(d) = lim
d→∞

2d+1

(

2d + 1

2d

)

B
(

d
2 + 1, d

2 + 1
2

)

B
(

d+1
2 , 1

2

)

= lim
d→∞

2d+1 B
(

d
2 + 1, d

2 + 1
2

)

B
(

d+1
2 , 1

2

)

= lim
d→∞

2d+1
√

2π
(

d
2 + 1

2

)
d

2
(

d
2 + 1

)
d

2
+ 1

2

√
π
(

d + 3
2

)d+1 (d
2 + 1

2

)− 1
2

= 21/2 · lim
d→∞

(d + 1)
d+1

2 (d + 2)
d+1

2

(d + 3
2 )

d+1

2 (d + 3
2 )

d+1

2

= 21/2 · e− 1
4 · e 1

4

=
√

2

❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
√

2 ≤ ρ(d) ≤ 2 ❢♦r d ≥ 1✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❛♥❞ ✇♦rst
✜①❡❞✲♣♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥ ❚r❡❡s✳

✸✳✷ ▲❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣②✳

❆♥ ❡❛s② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣② ✐s t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣②✳ ❚♦
❧♦❝❛t❡ ❛ ♥❡✇ q✉❡r②✲♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✇❛❧❦ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❧♦❝❛t❡❞ q✉❡r②✳
❚❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❚r❡❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ✐s ❛ ♣❛t❤✳ ❲❤❡♥ T ✈❡r✐✜❡s t❤❡
❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ ✐s t❤❡ EMLP (S)✳

■♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣❛t❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② O(m)✱ ❛♥ ❡❛s② ❡①❛♠♣❧❡
✐s t♦ r❡♣❡❛t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② t❤❡ t✇♦ s❛♠❡ q✉❡r✐❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t
str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡
q✉❡r✐❡s ❤❛✈❡ s♦♠❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✇❡ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t
str❛t❡❣②✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦r ❜② r❡♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡
q✉❡r✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ♦♥ S s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ✐s s✉❜✲❧✐♥❡❛r ❬✷✹✱ ✶✷❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
✜♥❞ s✉❝❤ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥ O(m log m) t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❬✶✾❪✳

◆♦✇✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✏✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ❤♦✇ t❤❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ❧❛st
♣♦✐♥t str❛t❡❣✐❡s ❞♦ ❝♦♠♣❛r❡❄✑✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽✳ ❲❤❡♥ T s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t
str❛t❡❣② ❝❛♥♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣② ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ 2✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡❛s② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳
❚❛❦❡ S = x1, x2, . . . , xm✱ ❛♥❞ ❛♥② ✜①❡❞✲♣♦✐♥t c✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

|xixi+1| ≤ |cxi| + |cxi+1|,

❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i < m✳ ❙✉♠♠✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ i ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

m−1
∑

i=1

|xixi+1| ≤
m−1
∑

i=1

|cxi| +
m
∑

i=2

|cxi| ≤ 2

m
∑

i=1

|cxi|.

▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ❜② F(T ) ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❘❘ ♥➦ ✼✶✸✷
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊①♣❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤s✳ ❊①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st✲
♣♦✐♥t✱ ❜❡st ❛♥❞ ✇♦rst ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥ ❚r❡❡s✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ C ❤❡r❡ ✐s ❛ d✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ C✳

❚❤❡♦r❡♠ ✾✳ ❲❤❡♥ T s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t
str❛t❡❣② ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣② ❜② ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ ❢❛❝t♦r✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ m q✉❡r✐❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ R
d✳ ■❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s

❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t
str❛t❡❣② ✐s O(1)✱ ✇❤✐❧❡ |ESS| = O(m)✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✽ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣② ✐s ❜❡tt❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣② ❝♦✉❧❞ ❜r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♣❛② t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐ts ✇♦rst✲❝❛s❡
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ q✉❡r✐❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳ ❲❤❡♥ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts ✐♥ S ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐✳✐✳❞ ✐♥ ❛ ❜❛❧❧✱ ❛♥❞ T
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣②
✐s

2d+1

(

d

d + 1

)

B
(

d
2 + 1

2 , d
2 + 1

)

B
(

d
2 + 1

2 , 1
2

) mF(T ).

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡❣♠❡♥t ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t✇♦ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✶❪
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

❚❤❡♦r❡♠s ✸✱ ✹✱ ❛♥❞ ✶✵ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✶✳ ❲❤❡♥ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts ✐♥ S ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐✳✐✳❞ ✐♥ ❛ ❜❛❧❧✱ ❛♥❞ T
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t
❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣✐❡s ✐s ❛t ♠♦st

√
2 ✭✇❤❡♥ d → ∞✮✱ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st

4/3 ✭✇❤❡♥ d = 1✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡
✇♦rst ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣✐❡s ✐s 2d/(2d + 1)✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣② ✐s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡st ❛♥❞ ✇♦rst
✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣✐❡s✱ ❜✉t ❝❧♦s❡r ❛♥❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✇♦rst ♦♥❡ ✇❤❡♥ d ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❚❤✉s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❜❛❧❧✱ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣②
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❛♥② ✜①❡❞ ♣♦✐♥t str❛t❡❣② ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢

√
2✳ ❙t✐❧❧✱

t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣② ♠❛② ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡sts ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ✭✐✮
q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ t♦ ❜❡ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞❀ ✭✐✐✮ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ESS(S) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✶ ❛ss✉♠❡ t❤❛t C ✐s ❛ ❜❛❧❧✳ ◆♦✇✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❛s❦
✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ C ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ t❤❡ q✉❡st ❢♦r ❛♥

■◆❘■❆



❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐♥❣ P♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥ ✶✸

❛♥s✇❡r✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r q✉❡r②✲♣♦✐♥ts ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐✳✐✳❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝✉❜❡ [0, 1]d✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿

Bd =

Z

1

0

. . .

Z

1

0

`

λ2

1 + . . . + λ2

d

´1/2
dλ1 . . . dλd,

∆d =

Z

1

0

. . .

Z

1

0

`

(λ1 − λ′

1)2 + . . . + (λd − λ′

d)2
´1/2

dλ1 . . . dλd dλ′

1 . . . dλ′

d,

Xd =

Z

1

0

. . .

Z

1

0

`

(λ1 − 1/2)2 + . . . + (λd − 1/2)2
´1/2

dλ1 . . . dλd,

✇❤❡r❡ Bd✱ Xd✱ ❛♥❞ ∆d ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢✿ t❤❡
s♠❛❧❧❡st st❛r ✭r♦♦t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✮✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st st❛r ✭r♦♦t❡❞ ❛t ❛ ❝♦r♥❡r✮✱ ❛♥❞
♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❛t❤✳ ❆❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❜♦① ✐♥t❡❣r❛❧s ❬✸❪✳
❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❜② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ Bd/Xd = 2✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♦❢ d✳ ■♥ ❆♥❞❡rss❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ Xd ∼

√

d/3 ❛♥❞ ∆d ∼
√

d/6 ❛♥❞
t❤✉s Bd/∆d ❛♥❞ ∆d/Xd ∼

√
2 ✇❤❡♥ d ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡s❡ r❛t✐♦s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳ ■❢ C ✐s ❛♥ ✉♥✐t ❝✉❜❡ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t✱ ❜❡st
❛♥❞ ✇♦rst ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣✐❡s r❡♠❛✐♥s ✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞ r❛t✐♦✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ C ✐s ❛ ❜❛❧❧✳ ◆♦t✐❝❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡st ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣✐❡s r❡♠❛✐♥s

√
2 ✐♥ ❜♦t❤

❝❛s❡s ✇❤❡♥ d ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s r❛t✐♦ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ t❤❡ r❛t✐♦s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t str❛t❡❣②✳

✸✳✸ k✲❧❛st✲♣♦✐♥ts str❛t❡❣②✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❤❡r❡ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣②✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣
t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st q✉❡r② ✇❛s ❧♦❝❛t❡❞✱ ✇❡ st♦r❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ k
❧❛st q✉❡r✐❡s ✇❡r❡ ❧♦❝❛t❡❞✱ ❢♦r s♦♠❡ s♠❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t k✳ ❚❤❡s❡ k ♣❧❛❝❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
❧❛♥❞♠❛r❦s ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡♥ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛ ♥❡✇ q✉❡r②✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❧❛♥❞♠❛r❦s
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② O(k) ❜r✉t❡✲❢♦r❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ t❤❡♥ ❛ ✇❛❧❦ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠
t❤❡r❡✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❤❛s s♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ ❏✉♠♣ ✫❲❛❧❦✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❛r❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s ✜①❡❞ s✐③❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✐t ✐s
❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡❞✮✳

❚❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❚r❡❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡❣r❡❡ k+1
✭♦r t❤❡ ❦✐ss✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ ✐❢ ✐t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ k+1✮ ❛♥❞ ✐ts ❧❡♥❣t❤ ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ |EMST | ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦r❞❡r✐♥❣✱ t❤✉s ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳
❆ tr❡❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ O(m/k) = O(m) ✐s ❡❛s✐❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ k
q✉❡r✐❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
✇❤❡♥ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✷✳ ❲❤❡♥ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts ✐♥ S ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐✳✐✳❞ ✐♥ ❛ ❜❛❧❧✱ ❛♥❞ T
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ k✲❧❛st✲♣♦✐♥ts str❛t❡❣②
✈❡r✐✜❡s

(

1

d

)

B

(

k + 1,
1

d

)

mF(T ) ≤ E(cost) ≤ 2

(

1

d

)

B

(

k + 1,
1

d

)

mF(T ), ✭✻✮

❋✐rst ✇❡ ✇✐❧❧ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛♠♦♥❣st
k ♣♦✐♥ts {p1p2, . . . , pk} ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧✳

▲❡♠♠❛ ✶✸✳ ▲❡t PB,k(l) = Prob (min(|Opj |)1≤j≤k ≤ l) ❜❡ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ k ♣♦✐♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧②

❘❘ ♥➦ ✼✶✸✷



✶✹ P✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs

✐✳✐✳❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧✱ t❤❡♥

PB,k(l) = 1 − (1 − ld)k.

Pr♦♦❢✳

PB,k(l) = Prob (min(|Opj |)1≤j≤k ≤ l)

= 1 − Prob (|Opj | > l , 1 ≤ j ≤ k)

= 1 − Prob (|Op1| > l)
k

= 1 − (1 − Prob (|Op1| ≤ l))
k

= 1 −
(

1 − ld
)k

,

s✐♥❝❡ Prob (|Op1| ≤ l) ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s l ♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧✳

▲❡♠♠❛ ✶✹✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ E (min(|Opj |)1≤j≤k) ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡
❛♠♦♥❣ k ♣♦✐♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐✳✐✳❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

E (min(|Opj |)1≤j≤k) =
1

d
B

(

k + 1,
1

d

)

.

Pr♦♦❢✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✶✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

E (min(|Opj |)1≤j≤k) =

∫ 1

0

lP ′
B,k(l)dl

= kd

∫ 1

0

ld
(

1 − ld
)k−1

dl

= k

∫ 1

0

λ1/d (1 − λ)
k−1

dλ

= kB

(

k, 1 +
1

d

)

=
1

d
B

(

k + 1,
1

d

)

.

▲❡♠♠❛ ✶✹ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷✳ ◆♦✇✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❋✐rst ✇❡ ✇✐❧❧ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛♠♦♥❣st k ♣♦✐♥ts {p1p2, . . . , pk}
❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧✳

▲❡♠♠❛ ✶✺✳ ▲❡t Ω ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ❛♥❞ PH,k(l) =
Prob (min(|Ωpj |)1≤j≤k ≤ l) ❜❡ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✲
✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ k ♣♦✐♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐✳✐✳❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧✱
❛♥❞ Ω✱ t❤❡♥

PH,k(l) = 1 − (1 − PH(l))
k
.

Pr♦♦❢✳

PH,k(l) = Prob (min(|Ωpj |)1≤j≤k ≤ l)

= 1 − Prob (|Ωpj | > l , 1 ≤ j ≤ k)

= 1 − Prob (|Ωp1| > l)
k

= 1 − (1 − Prob (|Ωp1| ≤ l))
k
,

■◆❘■❆



❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐♥❣ P♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥ ✶✺

PH(l) ❛s ❣✐✈❡♥ ❛t ▲❡♠♠❛ ✻✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ PH,k(l) ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥
t❤❡ s❡q✉❡❧✳

◆♦✇✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ min(|Ωpj |)1≤j≤k✳

▲❡♠♠❛ ✶✻✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ E (min(|Ωpj |)1≤j≤k) ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡
❛♠♦♥❣ k ♣♦✐♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐✳✐✳❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ❛♥❞ Ω✱ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②

E (min(|Ωpj |)1≤j≤k) =

∫ 2

0

(1 − PH(l))kdl.

Pr♦♦❢✳ ❆s PH(0) = 0 ❛♥❞ PH(2) = 1✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐❞❡♥t✐t②✿

∫ 2

0

lP ′
H(l)P i−1

H (l) =

2 −
∫ 2

0

P i
H(l)

i
, i > 0. ✭✼✮

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r E (min(|Ωpj |)1≤j≤k)✿

E (min(|Ωpj |)1≤j≤k) =

∫ 2

0

klP ′
H(l)(1 − PH(l))k−1

=

k−1
∑

i=0

(−1)i

(

k − 1

i

)∫ 2

0

klP ′
H(l)P i

H(l)dl. ✭✽✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ❊q✳ ✭✼✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✽✮ ❧❡❛❞s t♦✿

k−1
∑

i=0

(−1)i

(

k − 1

i

)∫ 2

0

klP ′
H(l)P i

H(l)dl =
k
∑

i=0

(−1)i

(

k

i

)∫ 2

0

P i
H(l)dl

=

∫ 2

0

k
∑

i=0

(−1)i

(

k

i

)

P i
H(l)dl

=

∫ 2

0

(1 − PH(l))kdl.

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷✳ ◆♦✇✱ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ(l) s✉❝❤ t❤❛t Ψ(l) ≤ PH(l)
❢♦r 0 ≤ l ≤ 2✱ ✐t ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✻✳ ❚❛❦❡ Ψ(l) = (l/2)d✱
t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

E (min(|Ωpj |)1≤j≤k) =

∫ 2

0

(1 − PH(l))kdl ≤
∫ 2

0

(1 − Ψ(l))kdl

=

∫ 2

0

(

1 − ld

2d

)k

dl

= 2

∫ 1

0

(1 − λd)kdλ

= 2

(

1

d

)∫ 1

0

y(1/d)−1(1 − y)kdy

= 2

(

1

d

)

B

(

k + 1,
1

d

)

.

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❘❘ ♥➦ ✼✶✸✷



✶✻ P✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs

❘❡♠❛r❦✿ ■❢ ✇❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥s✐❞❡r k ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡♥ t❛❦✐♥❣ k = m ♠❛❦❡s
t❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❚r❡❡ ♦❢ t❤❡ k✲❧❛st✲♣♦✐♥ts str❛t❡❣② ❛♥ EMIT ✳ ❆♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❙t✐r❧✐♥❣✬s ✐❞❡♥t✐t② B(x, y) ∼ Γ(y)x−y ✐♥ ❊q✳✭✻✮ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤
|EMIT | = Θ

(

m1−1/d
)

✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❣r♦✇t❤ ✐♥
❜♦t❤ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ✐♥
t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❛s❡✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♥♦t t♦♦ str♦♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ t❤❡
k✲❧❛st✲♣♦✐♥ts str❛t❡❣② s❡❡♠s ❛ ❣♦♦❞ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣②✳ ❙✉r✲
♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ s❤♦✇s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ s♦♠❡
str♦♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ❛ s♠❛❧❧ k str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶ ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t
str❛t❡❣② ✇❤❡♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ s♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ k = 4
✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜② ✉♣ t♦ ✶✺✪ ♦♥ s♦♠❡ ❞❛t❛ s❡ts✳

✹ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ r❡✈✐s✐t❡❞✿ ❑❡❡♣✱ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ k✲❧❛st✲♣♦✐♥ts str❛t❡❣② ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ k✳ ❍❡r❡✱ ✐t
✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✇❛② ♦❢ ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ ❧❛♥❞♠❛r❦s✳ ❚❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦✶ str❛t❡❣② ❬✶✶✱ ✶✼❪ ✉s❡s ❛ s❡t ♦❢ k ❧❛♥❞♠❛r❦s r❛♥❞♦♠❧②
❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ T ✱ t❤❡♥ ❛ q✉❡r② ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❜② ✇❛❧❦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦s❡st
❧❛♥❞♠❛r❦✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐t✐❡s✿ ✭✐✮ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ k q✉❡r✐❡s ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s q✉❡r✐❡s✱ ✭✐✐✮ ✇❡
❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ k ❧❛st q✉❡r✐❡s ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ✇❡ ❝❛♥ ❦❡❡♣ ❛❧❧ t❤❡
q✉❡r✐❡s ❛s ❧❛♥❞♠❛r❦s✱ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r❧② ❝❧❡❛r t❤❡ ❧❛♥❞♠❛r❦s s❡t ❛❢t❡r ❛ ❜❛t❝❤ ♦❢ k
q✉❡r✐❡s✳

❋♦r ❛♥② r✉❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s✱ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛ q✉❡r②
q s♣❧✐ts ✐♥✿
✖ ❑❡❡♣✿ t❤❡ t✐♠❡ Q(k) ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✱
✖ ❏✉♠♣✿ t❤❡ t✐♠❡ J(k) ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❧❛♥❞♠❛r❦ lq✱ ❛♥❞
✖ ❲❛❧❦✿ t❤❡ t✐♠❡ |qlq|F(T ) t♦ ✇❛❧❦ ✐♥ T ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t T s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♦♣t✐♦♥s ❢♦r F(T ) ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ st♦r❡ t❤❡
❧❛♥❞♠❛r❦s✱ ❣✐✈❡s ✉s s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ tr✐❝❦ ✐s ❛❧✇❛②s t♦ ❜❛❧❛♥❝❡
t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦sts✱ s✐♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥♦t❤❡r✳

❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ✉s❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✭❡✳❣✳
❛ ❧✐st✮ t♦ st♦r❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦❢ T ❛♥❞ ❛ss✉♠❡s F(n) = O(n1/d)✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ st♦r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s✳ ❑❡❡♣ st❡♣
❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ q✉❡r② ✐s ❦❡♣t ❛t ❛ ❧❛♥❞♠❛r❦ ❛♥❞ ✐♥s❡rts ✐t ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤✐s
t❛❦❡s Q(k) = O(1)✳ ❏✉♠♣ st❡♣ t❛❦❡s J(k) = O(k)✳ ❚❤❡♥ t❛❦✐♥❣ k = n1/(d+1)

❧❛♥❞♠❛r❦s ❛♠♦♥❣st t❤❡ q✉❡r✐❡s ❡♥s✉r❡s ❛♥ ❛♠♦rt✐③❡❞ q✉❡r② t✐♠❡ ♦❢ O(n1/(d+1))
❛s |qlq| = O(k−1/d) ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞
❤❡r❡ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐t❤ ♥♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦♥ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts✳

❖✉ts✐❞❡ t❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ❤❛s s♦♠❡ ✐♥t❡r❡sts✱ ❡✈❡♥
✇✐t❤ ✇❡❛❦❡r ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❡♥s✉r❡s t❤❛t |qlq| ❤❛s ❛♠♦rt✐③❡❞ ❧❡♥❣t❤

✶ ❆♣r♦♣♦s✱ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ✐s ❛ ❜✐t ❝♦♥❢✉s✐♥❣ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ s✐♥❝❡ k ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ❥✉♠♣ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❦ t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡❀ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❧❧② ♠❛t❝❤ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐❞❡❛ ♦❢
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛ ❥✉♠♣❡r ❛♥❞ ❛ ✇❛❧❦❡r✳

■◆❘■❆



❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐♥❣ P♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥ ✶✼

O(k−1/d)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❛❦✐♥❣ k = F(T )
1−1/(d+1) ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡ ❥✉♠♣ ❛♥❞ t❤❡

✇❛❧❦ ❝♦sts✳ ❆♥♦t❤❡r r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❧❛♥❞♠❛r❦s ❛r❡ ❛ r❛♥❞♦♠ s✉❜s❡t ♦❢
t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ T ✭❛s ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦ ✐s
F(n/k) ❬✽✱ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹❪✳ ❆ss✉♠✐♥❣ F(j) = O(jβ)✱ t❤❡ ❥✉♠♣ ❛♥❞ t❤❡
✇❛❧❦ ❝♦sts ❛r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ k = n1−1/(β+1) ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

■❢ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❏✉♠♣
✫ ❲❛❧❦ ❢♦r s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ O(n1/3)
❛♥❞ ♥♦t O(n1/4) ❛s ❢♦r r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✸❉❀ t❤✐s ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳

❲❛❧❦ ✫ ❲❛❧❦✳ ■♥ ❲❛❧❦ ✫ ❲❛❧❦✱ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❧❛♥❞♠❛r❦s ✐s
❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ L✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇❛❧❦ ✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t T ♠❛②
♥♦t ❜❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ ❧❛♥❞♠❛r❦s✱
✐♥s❡rt✐♥❣ ♦r ❞❡❧❡t✐♥❣ ❛ ❧❛♥❞♠❛r❦ ❛❢t❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ t❛❦❡s Q(k) = O(1) ❛♥❞ ❥✉♠♣
st❡♣ t❛❦❡s J(k) = O(F(L))✳

■❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ s✐t❡s ❛r❡ ❜♦t❤ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇❡ ❣❡t J(k) = O(k1/d)
❛♥❞ |qlq| · F(T ) = O(k−1/d · n1/d) ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s k =

√
n t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❥✉♠♣ ❛♥❞

✇❛❧❦ ❝♦sts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ t❛❦❡s ❡①♣❡❝t❡❞ t✐♠❡ O(n1/2d)✳
■❢ ✇❛❧❦✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ T ❛♥❞ L t❛❦❡s ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✱ k = n1−1/(d+1) ❜❛❧❛♥❝❡s ❲❛❧❦

✫ ❲❛❧❦ ❝♦sts✳

❉❡❧❛✉♥❛② ❍✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ◗✉❡r✐❡s✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs ♦❢
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❛❧❦✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦♥❡ ❛❜♦✈❡✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❧❛♥❞♠❛r❦s ❛r❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ T ❛♥❞ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ t❛❦❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
✈❡rt✐❝❡s ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❜❡❧♦✇✱ t❤✐s ✐❞❡❛ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ❬✽❪✳

❙t♦r✐♥❣ t❤❡ q✉❡r✐❡s ✐♥ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ♠❛② ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❡✛❡❝ts✿ ✐❢ T ❤❛s s♦♠❡ ❜❛❞ ❜❡❤❛✈✐♦r F(T ) ≫ n1/d ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♠❛♥② ✇❡❧❧✲
❞✐str✐❜✉t❡❞ q✉❡r✐❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡r② t✐♠❡ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
st♦r❛❣❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡
q✉❡r✐❡s ❤❛s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧✐♥❡❛r s✐③❡ ✭❛❧✇❛②s tr✉❡ ✐♥
✷❉✮✱ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦❢ k q✉❡r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❧❛♥❞♠❛r❦s ❛♥❞ ❛ ❉❡❧❛✉✲
♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② t♦ st♦r❡ L ❣✐✈❡s Q(k) = J(k) = O(log k)✳ ❚❤❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✇❡
❤❛✈❡ |qlq| = O(k−1/d) ✭❛♠♦rt✐③❡❞✮ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ k = F(T )

d
/ logd n ❜❛❧❛♥❝❡s ❥✉♠♣

❛♥❞ ✇❛❧❦ ❝♦sts ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

✺ ❈❧✐♠❜✐♥❣ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❍✐❡r❛r❝❤②

❯♣ t♦ ♥♦✇✱ t❤❡ ❛✐♠ ✇❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ ✇❛❧❦ ✐♥ T ✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
❤✐❡r❛r❝❤② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❆ss✉♠❡ T ✐s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱
t❤❡♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❝♦st ✐♥ t❤❡
t♦t❛❧ s✐③❡ ♦❢ T t♦ ❧♦❝❛t❡ ❛ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❝♦st ✇❡ r❡❛❝❤ ❤❡r❡ ✐s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ T ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ q✉❡r②✳

●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ n ♣♦✐♥ts P ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ❬✽❪ ❝♦♥str✉❝ts
r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡s P = P0 ⊂ P1 ⊂ P2 ⊂ . . . ⊂ Ph s✉❝❤ t❤❛t Prob(p ∈ Pi+1 | p ∈
Pi) = 1/α ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t α > 1✳ ❚❤❡ h+1 ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s Di ♦❢ Pi

❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❛ q✉❡r②
q ❜② ✇❛❧❦✐♥❣ ❛t ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ i ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ q ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ i + 1✳ ■t

❘❘ ♥➦ ✼✶✸✷



✶✽ P✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs

✐s ♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ♦❢ ✇❛❧❦✐♥❣ ❛t ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ✐s O(α) ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧s ✐s logα n✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❡①♣❡❝t❡❞ t✐♠❡ t♦
❞❡s❝❡♥❞ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❢♦r ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✳

■❢ ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✐♥❣ ✈❡rt❡① v = v0 ✐♥ D0 ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✇❛②✿ ❢r♦♠ v0 ❛ ✇❛❧❦ st❛rts ✐♥ D0 ✈✐s✐t✐♥❣ s✐♠♣❧✐❝❡s ❝r♦ss❡❞ ❜②
s❡❣♠❡♥t v0q❀ t❤❡ ✇❛❧❦ ✐s st♦♣♣❡❞✱ ❡✐t❤❡r ✐❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ q ✐s ❢♦✉♥❞✱ ♦r
✐❢ ❛ s✐♠♣❧❡① ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈❡rt❡① v1 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ P1 ✐s ❢♦✉♥❞✳ ■❢ t❤❡ ✇❛❧❦
st♦♣s ❜❡❝❛✉s❡ v1 ✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ✇❛❧❦ ✐♥ D1 st❛rts ❛t v1 ❛❧♦♥❣ s❡❣♠❡♥t v1q✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✉♣ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ l ✇❤❡r❡ ❛ s✐♠♣❧❡① ♦❢ Dl t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥s q ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ❞❡s❝❡♥❞❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣♦✐♥t
❧♦❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✼✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ n ♣♦✐♥ts P s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ r ♦❢ P s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ F(r)
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ♦❢ ❝❧✐♠❜✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
❤✐❡r❛r❝❤② ❢r♦♠ ❛ ✈❡rt❡① v t♦ ❛ q✉❡r② ♣♦✐♥t q ✐s O(log w) ✇❤❡r❡ w ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢
t❤❡ ✇❛❧❦ ❢r♦♠ v t♦ q ✐♥ D t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ P✳

Pr♦♦❢✳ ❈❧✐♠❜✐♥❣ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥② ✈❡rt❡① ♦❢Di ❜❡❧♦♥❣s
t♦ Di+1 ✐s 1/α✱ ❛♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡① ✐s ✈✐s✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❦✱
❛ ♥❡✇ ✈❡rt❡① ✐s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐t❡❞ s✐♠♣❧✐❝❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ Di+1 ✐s 1 +

∑∞

j=0 j 1
α

(

1 − 1
α

)j
= α✳

❉❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ✐s O(α) ❬✽✱ ▲❡♠♠❛
✹❪✳
◆✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧s✳ ▲❡t wi ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ❝r♦ss❡❞ ❜② viq ✐♥ Di❀
t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s wi = F(n/αi)|viq| ≤ F(n/αi)|v0q|✳ ■❢ F(r)
✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ O(rβ)✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ✇❡ ❝❧✐♠❜
❜❡❢♦r❡ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ l = (log w0)/β s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

wl = F(n/αl)|vlq| ≤ F(n/αl)|v0q| = w0/αlβ = w0/αlog w0 = 1

✭✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✐❣ O ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞✮✳ ❚❤✉s ❛t ❧❡✈❡❧ l t❤❡ ✇❛❧❦ t❛❦❡s ❝♦♥st❛♥t
t✐♠❡✳

✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

❊①♣❡r✐♠❡♥ts✷ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✸ ✭s❝❛❧❡❞ t♦
✜t ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝✉❜❡✮✳

✻✳✶ ❚❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥

❖✉r ✜rst s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥
❈♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉ts✱ ❡✐t❤❡r
❛rt✐✜❝✐❛❧ ♦r r❡❛❧✐st✐❝✱ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ s✐③❡s❀ ❢♦r r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥♣✉ts ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ✜❧❡s ♦❢
✈❛r✐♦✉s s✐③❡s ❜② t❛❦✐♥❣ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐③❡✳

✷ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✐s ❛ ▼❛❝❇♦♦❦ Pr♦ ✸✱✶
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✷✳✻ ●❍③ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ✷ ●❇ ✻✻✼ ▼❍③ ❉❉❘✷ ❙❉❘❆▼✱ ▼❛❝
❖❙ ❳ ✈❡rs✐♦♥ ✶✵✳✺✳✼✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✉s❡s ❈●❆▲ ✸✳✺ ❬✺❪ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✇✐t❤ ❣✰✰ ✹✳✸✳✷ ❛♥❞
♦♣t✐♦♥s ✲❖✸ ✲❉◆❉❊❇❯●✳

✸❚❤❡ s❝❛♥♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❤❡r❡✿ P♦♦r❛♥✬s ❍❛♥❞ ❛♥❞ ●❛❧❛❛❞✱ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❆✐♠❅s❤❛♣❡
r❡♣♦s✐t♦r②✳

■◆❘■❆



❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐♥❣ P♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥ ✶✾
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ♯ ♦❢ ❝r♦ss❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦✳

❘❘ ♥➦ ✼✶✸✷



✷✵ P✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✐♥ ✸❉✿
✖ ♣♦✐♥ts ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❝✉❜❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
✖ ♣♦✐♥ts ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❝✉❜❡ ✇✐t❤ ❛ ρ = x2 ❞❡♥s✐t②✱
✖ ♣♦✐♥ts ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛①❡s ❛r❡ 1/3✱ 2/3✱ ❛♥❞ 1✱
✖ P♦♦r❛♥✬s ❍❛♥❞ ✐s ❛ ❞❛t❛ s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ ❛ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❍❛♥❞✱
❛♥❞
✖ ●❛❧❛❛❞ ✐s ❛ ❞❛t❛ s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ ❛ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ t♦② s♦❧❞✐❡r✳

❋✐❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✱ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣
r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳

P♦♦r❛♥✬s ❍❛♥❞ ❛♥❞ ●❛❧❛❛❞ ❛r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞ ♠✉❝❤
❜✐❣❣❡r t❤❛♥ [0, 1]3✳ ❲❡ s❝❛❧❡❞ ❡❛❝❤ ❛①✐s ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡❞ s♦ t♦
❤❛✈❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥str✐❝t ✐♥s✐❞❡ [0, 1]3✳

❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ❝r♦ss❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛❧❦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦✱ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s✱ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥✱ ✇❛❧❦s ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❛♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝❧♦✉❞s ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ♥❡✇s ❜❡❝❛✉s❡
✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ②♦✉ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❣♦ ❢❛st❡r t❤❛♥ s❧♦✇❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❜❡❤❛✈✐♦r✳

❋r♦♠ t❤❛t ♣✐❝t✉r❡✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❣✐✈❡ F(T )✱ t❤❡♥
✇❡ ❞r❛✇ F(T ) ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺❀ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❝✉r✈❡s ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ n✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts s❛♠♣❧❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❣✐✈❡
logF(n) ∼ 0.52 ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❢❛r ❢r♦♠ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶ t❤❛t ❝❧❛✐♠s F(n) = O(n1/2)✳
❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❝✉❜❡ ❣✐✈❡s logF(n) ∼ 0.31✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❢❛r
❢r♦♠ F(n) = O(n1/3)✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ F(n) = nα✱ α ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
s❧♦♣❡ ♦❢ ❛❜♦✈❡ ✏❧✐♥❡s✑ ✭log ❤❡r❡ ✐s log2✮✳

✻✳✷ k✲❧❛st✲♣♦✐♥ts str❛t❡❣②

❈●❆▲ ❧✐❜r❛r② ❬✶✽❪ ✉s❡s s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❬✻❪ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ str♦♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❧♦❝❛t❡ 1M q✉❡r✐❡s ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ k✲❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣② ❛❢t❡r ❛ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ♦❢ t❤❡
q✉❡r✐❡s✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ k s❧✐❣❤t❧② ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ k = 1 ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ str♦♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ k✲❧❛st✲♣♦✐♥ts str❛t❡❣② ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳ ❋✐❣✲

■◆❘■❆



❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐♥❣ P♦✐♥t ▲♦❝❛t✐♦♥ ✷✶

✉r❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ♦♥ ✈❛r✐♦✉s s❡ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ k✱ t❛❦✐♥❣
k = 4 ❛❧✇❛②s ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ k = 1 ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❜② ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t✳

❦ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ k = 4 ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ k = 1 ❜②

✷❉

✉♥✐❢♦r♠ sq✉❛r❡ ✶✳✼✵ ✶✳✻✺ ✶✳✻✺ ✶✳✻✺ ✶✳✻✻ ✶✳✻✼ ✷✪

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ sq✉❛r❡ ✶✳✻✹ ✶✳✻✶ ✶✳✻✵ ✶✳✻✵ ✶✳✻✶ ✶✳✻✷ ✶✪

❡❧❧✐♣s❡ ✸✳✵✼ ✷✳✼✸ ✷✳✻✷ ✷✳✺✻ ✷✳✺✹ ✷✳✺✷ ✶✼✪

✸❉

✉♥✐❢♦r♠ ❝✉❜❡ ✸✳✺✼ ✸✳✹✺ ✸✳✹✶ ✸✳✸✾ ✸✳✹✵ ✸✳✹✻ ✺✪

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝✉❜❡ ✸✳✹✺ ✸✳✸✺ ✸✳✸✷ ✸✳✸✶ ✸✳✸✷ ✸✳✸✾ ✹✪

❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✻✳✸✹ ✺✳✼✶ ✺✳✹✽ ✺✳✸✽ ✺✳✸✹ ✺✳✹✹ ✶✺✪

P♦♦r❛♥✬s ❍❛♥❞ ✸✳✽✶ ✸✳✻✸ ✸✳✺✽ ✸✳✺✼ ✸✳✺✻ ✸✳✻✸ ✻✪

●❛❧❛❛❞ ✹✳✶✾ ✹✳✵✽ ✹✳✵✹ ✹✳✵✸ ✹✳✵✼ ✹✳✶✷ ✸✪

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❙t❛t✐❝ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣❧✉s k✲❧❛st✲
♣♦✐♥ts str❛t❡❣②✳

✻✳✸ ❙❡❧❢ ❛❞❛♣t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦✱ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r✲
❝❤②✱ ❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣② ❛♥❞ ❑❡❡♣✱ ❏✉♠♣✱ ✫ ❲❛❧❦✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❝❡♥❛r✐♦✳ ▲❡t M ❜❡ ❛ s❝❛♥♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ 1M ♣♦✐♥ts
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t ❝✉❜❡✱ ❛♥❞ Br ❜❡ ❛ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t (0.5, 0.5, 0.5) ✇✐t❤ r❛❞✐✉s r✳
◆♦✇ ❞❡✜♥❡ Sn ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ n ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜②
Br✳ ❚❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r s✉❝❤ t❤❛t n = ni = 2i✱ ❢♦r i = 14, 15, . . . , 20✳ ◆♦✇ ❢♦r♠
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Ai ♦❢ 1M ♣♦✐♥ts t❛❦❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ Sni

❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ♣❡rt✉r❜❡❞
✭❛s t♦ ❛✈♦✐❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✜❧t❡r ❢❛✐❧✉r❡s✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s
❢♦r ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ log2 ni✳
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✭❛✮

1516171819

log # of points enclosed by the ball
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s❡tt✐♥❣✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡
✈❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜②
❛ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t (0.5, 0.5, 0.5) ❢♦r✿ ✭❛✮ P♦♦r❛♥✬s ❍❛♥❞ ♠♦❞❡❧❀ ❛♥❞ ✭❜✮ ●❛❧❛❛❞
♠♦❞❡❧✳

■♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ❑❡❡♣✱ ❏✉♠♣✱ ✫❲❛❧❦ ❜❡❝♦♠❡s q✉✐❝❦❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ ❏✉♠♣ ✫❲❛❧❦
✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s ✐s str♦♥❣❡r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥

❘❘ ♥➦ ✼✶✸✷



✷✷ P✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs

t❤❡ ❜❛❧❧ ❡♥❝❧♦s❡s ❧❡ss t❤❛♥ 512k ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✳ ❆❧s♦✱ ❑❡❡♣✱ ❏✉♠♣✱ ✫ ❲❛❧❦
❜❡❝♦♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛❧❧ ❡♥❝❧♦s❡s ❧❡ss t❤❛♥
64k ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② 2 ✐❢ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
♣✐❝❦✐♥❣ 4

√
n ❧❛♥❞♠❛r❦s ✇❡ ♣✐❝❦ 3

√
n ❧❛♥❞♠❛r❦s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞ ✇✐t❤ ❈♦♥❥❡❝✲

t✉r❡ ✶✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡s✱
❑❡❡♣✱ ❏✉♠♣✱ ✫ ❲❛❧❦ ✐♠♣r♦✈❡s ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s t✇✐❝❡ ❢❛st❡r t❤❛♥
t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ❝❛♥♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥
t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ♦♥ s✉❝❤ ❜✐❣ ❡①❛♠♣❧❡s✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ A′ ❢♦r♠❡❞ ❜② ♦r❞❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ S1M ♦♥ ❛ s♣❛❝❡✲
✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡✳ ◆♦✇ A′ ❤❛s ❛ str♦♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ❤❡r❡ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱
✇❤✐❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❛❜❧❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s t♦ ❧♦❝❛t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ q✉❡r✐❡s ✐♥ A′ ❢♦r P♦♦r❛♥✬s ❍❛♥❞
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ●❛❧❛❛❞ ♠♦❞❡❧✳

▼♦❞❡❧s ❧❛st✲♣♦✐♥t ❏✫❲✱ k = 4
√

n = 32 ❏✫❲✱ k = 3
√

n = 101

P♦♦r❛♥✬s ❍❛♥❞ ✸✳✽✻ ✷✺✳✼✸ ✷✵✳✵✶

●❛❧❛❛❞ ✸✳✾✶ ✷✽✳✹✶ ✷✶✳✻✷

❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ❑✱❏✱✫❲✱ k = 4
√

n = 32 ❑✱❏✱✫❲✱ k = 3
√

n = 101

P♦♦r❛♥✬s ❍❛♥❞ ✶✺✳✶✹ ✸✳✹✾ ✹✳✸✵

●❛❧❛❛❞ ✶✻✳✹✹ ✸✳✹✾ ✹✳✷✼

❋✐❣✉r❡ ✽✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❛ st❛t✐❝ s❡tt✐♥❣✳ ◗✉❡r✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛s t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ ❛ s♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡
t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳

❚❛❦✐♥❣ k = 4
√

n = 32 ♠❛❦❡s ❑❡❡♣✱ ❏✉♠♣✱ ✫ ❲❛❧❦ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t
str❛t❡❣② ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ S′ ❤❛s ❛ str♦♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s♦♠❡
tr❡❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R

d ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐♥❣ ✈❛r✐❛♥ts
♦❢ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ q✉❡r②✲♣♦✐♥ts ✇✐t❤
♥♦ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t❤✐s ✇♦r❦s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ s❡❧❢✲
❛❞❛♣t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧❛st✲♣♦✐♥t str❛t❡❣②✱ ✐s ♥♦t t❤❛t ❜❛❞ ❢♦r ❡✈❡♥❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❑❡❡♣✱ ❏✉♠♣✱ ✫ ❲❛❧❦ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛♥ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ✐❢ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❜r✉t❡✲❢♦r❝❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r
s❡❛r❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t✿ ✭✐✮ r❡❛❧✲
✐st✐❝ ❞❛t❛✲s❡ts s❛t✐s❢② t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❀ ❛♥❞ ✭✐✐✮ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t
♦❢ t❤❡ ❏✉♠♣ ✫ ❲❛❧❦ ✐s r❛t❤❡r ❧✐❦❡❧② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐t✱
✐♥ ❜♦t❤ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ s❡tt✐♥❣s✳

❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ q✉❡r✐❡s ✐♥ ❛ t✐♠❡ ❧♦❣✲
❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ✐s ❛ ✈❡r② ❞❡❧✐❝❛t❡
q✉❡st✐♦♥ ❬✼❪✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s s♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞
❛ s✐♠♣❧❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ♣♦✐♥ts ❤❡r❡
❛r❡ t❤r❡❡✿ ✭✐✮ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❣♦♦❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r
❬✽❪ ✭✐t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈●❆▲✮ ✭✐✐✮ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛r❡ str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❬✶✺✱ ✼❪ ✭✇❤✐❝❤ ✐♥
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