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❘és✉♠é ✿ ❆❣❡♥t ❛♥❞ ❆rt❡❢❛❝t ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ▼♦❞❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✭❆❆✹▼▼✮∗ ❡st ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞é✈❡❧♦♣♣é
♣❛r ❏✉❧✐❡♥ ❙✐❡❜❡rt ❞✉r❛♥t s❛ t❤ès❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡t ♦✉t✐❧ ❡st ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❡t ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡s✳ ▲❡ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❧❛ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
ré✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ✭♠♦❞è❧❡s ❡t s✐♠✉❧❛t❡✉rs✮ ❡①✐st❛♥ts ❡t ❞❡ ❧❡s ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r❛❣✐r ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❞❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s à ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s
✐♠♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❡s
❡①♣❡rts ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❛♥❝❡✱ ❧❡s ❞é✜s ❧✐és à ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
✭s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té✮ s♦♥t ❞✉ r❡ss♦rt ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❆✹▼▼✳ ❈❡ r❛♣♣♦rt
♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡ ❝✐ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ❊✈❡♥t✲❇ ❡t s♦♥ ❜✉t ❡st
❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s à ❞❡s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✭❝❛s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s
s✐♠✉❧❛t❡✉rs ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✬❛tt❡♥❞❡♥t ❧❡s ✉♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t✮✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ ❝♦✲❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❡✈❡♥t✲❜✱ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❏✉❧✐❡♥ ❙✐❡❜❡rt ❡t ❏♦r✐s ❘❡❤♠

∗ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴∼s✐❡❜❡rt❥✴❛❛✹♠♠✴❛❛✹♠♠✳❤t♠❧



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✲❇ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❆❜str❛❝t✿ ❆❣❡♥t ❛♥❞ ❆rt❡❢❛❝t ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ▼♦❞❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✭❆❆✹▼▼✮† ✐s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❜② ❏✉❧✐❡♥ ❙✐❡❜❡rt ❞✉r✐♥❣ ✐ts P❤❉✳ ■t ✐s ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛r ❛♥❞ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ r❡✉s❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t♦rs ❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❝♦♥str❛✐♥t ✐s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❝❛r❡ ❛❜♦✉t ❛♥②t❤✐♥❣ ❡❧s❡
❜✉t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s r❡♠❛✐♥ t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s r❡♣♦rt ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈❡♥t✲❇
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙❈❈✶✵❪✳ ■ts ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠
✐s ♥❡✈❡r ❜❧♦❝❦❡❞ ✭♥♦ ❞❡❛❞❧♦❝❦✮✿ ♥♦ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧②✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ▼♦❞❡❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❝♦❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❛❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥t✲❜✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
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❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❆❆✹▼▼ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ♥♦t ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❛r❣✉❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts s❡❡ ❬❙❈❈✶✵❪✳

✶✳✶ ❇r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❆❆✹▼▼

❚❤❡ ❆❣❡♥t ❛♥❞ ❆rt❡❢❛❝t ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t♦rs ❝♦✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❆❆✹▼▼✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s
❛ ♠❡t❛✲♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❆❣❡♥t ❛♥❞ ❆rt❡❢❛❝t ♣❛r❛❞✐❣♠ ❬❘❱❖✵✼❪✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ■ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s♦❝✐❡t② ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦✲❡✈♦❧✈✐♥❣ ✭❡①✐st✐♥❣✮ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s s♦❝✐❡t② ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛❧r❡❛❞②
❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s✱ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ✐ss✉❡s ❛♣♣❡❛r ❬❙❈❈✶✵❪✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
t❤✐s r❡♣♦rt ✐s ♥♦t t♦ ♣r❡s❡♥t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐ss✉❡s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✳

✶✳✷ ■ss✉❡s

✶✳ ❉❛t❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s ❙❝❛❧❡s ♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ pos1 = < x, y, z > ✭✇✐t❤
x✱ y ❛♥❞ z ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ meters✮ ✐♥ ❛ ✜rst ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ ❛
s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✿ pos2 = < x′, y′ > ✭✇✐t❤ x′ ❛♥❞ y′ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ kilometers✮✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬❇❘❈✵✼❪ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥✱ r❡❞✉❝t✐♦♥✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s
❝♦❤❡r❡♥❝❡✳

✷✳ ❉❛t❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t♦rs ❊❛❝❤ s✐♠✉❧❛t♦r ❝♦✉❧❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢
❞❛t❛ ✐♥ ✐ts ♦✇♥ ✇❛② ✭✐♥t❡❣❡r✱ ✢♦❛t✳✳✳✮ ♦r s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t♦rs ♠❛② ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛❧❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❘❆❋+✵✹❪✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❛❞❞ ❛♥ ❡♥t✐t② ✭❛ ♣r♦❣r❛♠✮
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ■ts r♦❧❡ ✐s t♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s✳

✸✳ ❚✐♠❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s ❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐ts ♦✇♥ t✐♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡
♥❡❡❞ t♦ ❛ss✉r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t1 ∈ R

+ ✐♥ ❛ ✜rst ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ t✐♠❡
✈❛❧✉❡ t2 ∈ N ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳

✹✳ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❊❛❝❤ s✐♠✉❧❛t♦r ♣r♦❝❡ss ✐ts ♦✇♥ t✐♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥ts✱ t✐♠❡ st❡♣s✮✳ ❲❡
♠✉st ❜❡✇❛r❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ ❛ s✐♠✉❧❛t♦r ♥❡❡❞s s♦♠❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r
♦♥❡✱ t❤❡② ♠✉st ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♣❡❝t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳

❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✉s❡ ❆❣❡♥t ❛♥❞ ❆rt❡❢❛❝ts ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
✐ss✉❡s ✭❛s ✐♥ ❬❇❘❈✵✼❪✮✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛ ❝❡♥tr❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡r ♦r ❜② ❛
❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ✐ts ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❛✐s❡s t❤❡
q✉❡st✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳

✷ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✐♠✉❧❛t♦rs

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t✐♠❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❧♦❝❛❧ ❝❛✉s❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s
r❡s♣❡❝t❡❞ ❬❋✉❥✵✶❪✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐ss✉❡s ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❆❆✹▼▼
❛♣♣r♦❛❝❤✳

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡t S ⊆ N ❜❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ▲❡t si ✭i ∈ S✮ ❜❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r
✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ mi ✭✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t♦r si ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ mi✮✳ ▲❡t
mi ❤❛✈❡ Xi ✐♥♣✉t ♣♦rts ❛♥❞ Yi ♦✉t♣✉t ♣♦rts✳

✷✳✷ ▼♦❞❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

▲❡t di ❜❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ mi✳ ❲❤❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ mi ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r
si r❡❛❞s ✐♥♣✉t ❞❛t❛ dj ❢♦r♠ ♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t♦rs ✭j ∈ S✮ ❛♥❞ s❡ts t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦rts Xi✳ ❚❤❡♥

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✹

❋✐❣✳ ✶✿ ▼♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬❩P❑✵✵❪

si ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ mi✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ❧♦❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢r♦♠ ✭❝✉rr❡♥t✮ ti t♦ ✭♥❡①t✮ ti + ∆ti ❛♥❞
✜♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡s ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ di t♦ ♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t♦rs ✭di ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦rts Yi✮✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✶ ◆♦t❡ t❤❛t ∆ti ✐s ♥♦t ✜①❡❞ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✭❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥ts ♦r
st❡♣✲❜②✲st❡♣✮✳

❚❤❡ ❞❛t❛ di ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ mi ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ti ❛r❡ t✐♠❡st❛♠♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡
✈❛❧✉❡ ti✳ ❆ t✐♠❡st❛♠♣❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ dti

i ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❤❡❛✈②✱ ✐♥ t❤✐s
❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✐t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ di ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✳

✷✳✸ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t✐♠❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦r❞❡r ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s r❡s♣❡❝t❡❞ ❬❋✉❥✵✶❪✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐❢ ❛ s✐♠✉❧❛t♦r
si ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ dj ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② sj ✱ si ❝❛♥♥♦t ❡①❡❝✉t❡ ✐ts ♠♦❞❡❧ mi ✉♥t✐❧ sj ❤❛s ♣r♦❞✉❝❡❞
✈❛❧✐❞ ❞❛t❛ ✭s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❉❛t❛ ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ✭✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ si ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ti✮ ♦♥ t✇♦

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ d
tj

j ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② sj ❛t ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ tj < ti✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

t❤❡ ♥❡①t ❞❛t❛ d
tnext
j

j ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② sj ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ tnext
j = (tj + ∆tj) ≥ ti✳

❲❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ mi ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ si✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s s❛✐❞ t♦
❜❡ s❛❢❡ ❛♥❞ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ♣r♦✈♦❦❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ❝✐t❛t✐♦♥
✷✳✸✳✶ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✷✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ❋♦r ❛ s✐♠✉❧❛t♦r si ✭i ∈ S✮✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥
t✐♠❡ ti ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s❛❢❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ dj ✭j ∈ S✮ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛❢t❡r t❤✐s ❡✈❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥
❛r❡ t✐♠❡st❛♠♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ≥ ti✳

❈✐t❛t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❬✳✳✳❪ ✐❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✉♥♣r♦❝❡ss❡❞ ❡✈❡♥t E10 ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ st❛♠♣ T10 ✭❛♥❞ ♥♦
♦t❤❡r ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r t✐♠❡ st❛♠♣✮✶✱ ❛♥❞ t❤❛t ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ✐t t♦ ❧❛t❡r
r❡❝❡✐✈❡ ❛♥♦t❤❡r ❡✈❡♥t ✇✐t❤ t✐♠❡ st❛♠♣ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ T10✱ t❤❡♥ E10 ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s❛❢❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡
❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t ✇✐❧❧ ♥♦t ❧❛t❡r r❡s✉❧t ✐♥ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝❛✉s❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳
✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✐♥ ❬❋✉❥✵✶❪✮

✶■t ♠❡❛♥s si ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❡①❡❝✉t❡s mi ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ti = 10

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✺

✭❛✮ ❆t st❛rt ✿ si ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ti = 7✳

✭❜✮ ❉❛t❛ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❢✉❧✜❧ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ti < tj ✭s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳

❋✐❣✳ ✷✿ ❱❛❧✐❞ ❞❛t❛ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❙✐♠✉❧❛t♦r si ✭✉♣♣❡r t✐♠❡ ❧✐♥❡✮ ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ✈❛❧✐❞ ❞❛t❛ d
tj

j ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r sj ✭❧♦✇❡r t✐♠❡ ❧✐♥❡✮

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✻

✭❝✮ ❉❛t❛ t❤❛t ❢✉❧✜❧ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ti < tj ✭s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳

✭❞✮ ❉❛t❛ t❤❛t ❢✉❧✜❧ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ✭ti < tj✮ ❜✉t ♥♦t t❤❡ s❡❝♦♥❞ tnext
j = (tj + ∆tj) ≥ ti ✭s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳

✭❡✮ ❉❛t❛ d5.8
j ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ si ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ti = 7✳

❋✐❣✳ ✷✿ ❱❛❧✐❞ ❞❛t❛ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❙✐♠✉❧❛t♦r si ✭✉♣♣❡r t✐♠❡ ❧✐♥❡✮ ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ✈❛❧✐❞ ❞❛t❛ d
tj

j ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r sj ✭❧♦✇❡r t✐♠❡ ❧✐♥❡✮

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✼

✷✳✹ ❱❛❧✐❞✐t② t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r si ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ti = 7✱ ✐s
t♦ ❦♥♦✇ t❤❛t ❞❛t❛ d5.8

j ✐s ✈❛❧✐❞✳ ■♥ ♦t❤❡r s❡♥s❡✱ t❤❛t ♥♦ ❞❛t❛ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s tj = 5.8 ❛♥❞ tj = 7✳ ❚❤✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r sj

❛s ✐t ❡①❡❝✉t❡s ✐ts ♠♦❞❡❧ mj ✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦✉r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ✈❛❧✐❞✐t② ✐♥t❡r✈❛❧ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② Γj ✱ ∀j ∈ S✮

t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❞❛t❛ dj ✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r sj t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞❛t❛ dj

t♦ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❤❡♥ ❛ s✐♠✉❧❛t♦r si ♥❡❡❞s t♦ r❡❛❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ dj ✭j ∈ S✮✱ ✐t ❥✉st ❤❛s
t♦ ❝❤❡❝❦ Γj t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ dj ✐s ✈❛❧✐❞✳ ❙✐♥❝❡ si ❦♥♦✇s t❤❛t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐t ♥❡❡❞s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ♦r
♥♦t✱ si ❝❛♥ ✇❛✐t ❢♦r ✈❛❧✐❞ ❞❛t❛ ♦r ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭✐❢ ❛❧❧ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ dj ❛r❡ ✈❛❧✐❞✮✳ ❆ ❞✐r❡❝t
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦rs st❛② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✮ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t ❝❛✉s❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳
❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t ✭s❡❡ ❝✐t❛t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✳

❈✐t❛t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ❋r♦♠ t❤❡ st❛♥❞♣♦✐♥t ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✧❝♦rr❡❝t♥❡ss✧ ♦♥❧② ❣♦❡s s♦ ❢❛r ❛s t♦ s❛② t❤❛t
t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❆❧s♦
✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s✉✣❝✐❡♥t✱ ❜✉t ♥♦t ❛❧✇❛②s ♥❡❝❡ss❛r②✱ t♦
❣✉❛rr❛♥t② t❤❛t ♥♦ ❝❛✉s❛❧✐t② ❡rr♦rs ♦❝❝✉rs✳ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✐♥ ❬❋✉❥✵✶❪✮

✷✳✹✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✐❞ ❞❛t❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ❢♦r ❡✈❡r②
s✐♠✉❧❛t♦r si t❤❛t ❡①❡❝✉t❡s ❛ ♠♦❞❡❧ mi ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✐ts ❧♦❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ti ❜② ❛ ✜♥✐t❡ q✉❛♥t✐t②
♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ∆i ≥ 0✱ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶ ✿

∀i ∈ S, Γi =]ti; ti + ∆i] ✭✶✮

❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ✐♥t❡r✈❛❧ Γi ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ti✱ t❤❡♥
t❤✐s ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ✈❛❧✐❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✭✐✳❡✳ ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡
ti + ∆i✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞❛t❛ dti

i ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Γi =]ti; ti + ∆i]✳

✷✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣ ❢♦r si✳ ❖♥❡ ♠♦❞❡❧
❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❚❤❛t ✐s✱ si ❡①❡❝✉t❡s
mi ❢♦r ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ ✭✐❢ st❡♣✲❜②✲st❡♣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ♦r ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✭✐❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r si ✐s ❛ ❧♦♦♣ ♦♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♥t✐❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❞s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳✶ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ✈❛❧✐❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✭❧✐♥❡s ✷ t♦ ✽ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦r ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♠❛♥♥❡r✳

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✽

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❖♥❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣

▼♦❞❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣✭I, si✮
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥✿ si ❡①❡❝✉t❡s ✐ts ♦✇♥ ♠♦❞❡❧ mi ❢♦r ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ ✭✐❢ st❡♣✲❜②✲st❡♣
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ♦r ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✭✐❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t j ∈ S r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ s✐♠✉❧❛t♦rs sj ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ si✳

■♥♣✉t✿ ❆ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ d
tj

j ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✈❛❧✐❞✐t② ✐♥t❡r✈❛❧ Γj✮ ❝❛❧❧❡❞ ■

❖✉t♣✉t✿ ❆ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ O

✭✶✮ cti ← CurrentSimulationTime(si)
✭✷✮ ❢♦r❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ (dj ,Γj) ✐♥ I

✭✸✮ ✐❢ cti ∈ Γj

✭✹✮ s❡t dj t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✐♥♣✉t ♣♦rt xi ∈ Xi ♦❢ mi

✭✺✮ ❡❧s❡

✭✻✮ ✇❛✐t ❢♦r ❛ ♥❡✇ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ (dj ,Γj)
✭✼✮ ❡♥❞ ✐❢

✭✽✮ ❡♥❞ ❢♦r

✭✾✮ si ❡①❡❝✉t❡s mi

✭✶✵✮ si ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ❧♦❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡
✭✶✶✮ nti ← CurrentSimulationTime(si)
✭✶✷✮ Γi ←]cti, nti]
✭✶✸✮ ❢♦r❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ di ✐♥ Yi

✭✶✹✮ O ← add(O, (di,Γi))
✭✶✺✮ ❡♥❞ ❢♦r

✭✶✻✮ r❡t✉r♥ O

✷✳✺✳✶ ❘❡♠❛r❦ ♦♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts

■♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡✈❡♥ts✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❝❛♥ ❜❡
❡✐t❤❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ✐t ✐s ✭t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r si ❡①❡❝✉t❡s ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❛♥♥❡r✮ ♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r si

❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡✈❡♥ts ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ st❡♣✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② cti ✐♥ Γi ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛t ❝✉rr❡♥t

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ti✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r si ❝❛♥ ♦♥❧② r❡❛❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
■t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r
♦♥❡ st❛♥❞❛❧♦♥❡ s✐♠✉❧❛t♦r si✳ ■ts ✐♥♣✉t ❞❛t❛ di ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐ts ♦✉t♣✉t ❞❛t❛✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✐t ♣r♦❞✉❝❡s
❛ s❡t ♦❢ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❞❛t❛ ✿ dti

i = (α, β, γ) ✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✮✳

✶✳ si r❡❛❞s ✐♥♣✉t ❞❛t❛ dti

i = (α, β, γ)

✷✳ si ❡①❡❝✉t❡s mi

✸✳ si ♣r♦❞✉❝❡s ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ dti+∆i

i = (αnew, βnew, γnew) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ Γi =]cti, nti] =]ti, ti + ∆i]

❋✐❣✳ ✸✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✾

❆ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❡❛❝❤ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ α, β, γ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t eα✱ eβ

❛♥❞ eγ ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t eα✱ eβ ❛♥❞ eγ ♥❡❡❞s t❤❡ t❤r❡❡ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s α, β, γ

t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✮ ✿

✶✳ ❛t ti✱ si r❡❛❞s dti

i = (α, β, γ)✱

✷✳ si ❡①❡❝✉t❡s eα✱ eβ ❛♥❞ eγ ✱

✸✳ si ✐♥❝r❡❛s❡s ti ❜② ∆i✱

✹✳ si ♣r♦❞✉❝❡s ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ dti+∆i

i = (αnew, βnew, γnew)






eα(α, β, γ) → αnew

eβ(α, β, γ) → βnew

eγ(α, β, γ) → γnew






❋✐❣✳ ✹✿ ❊①♣❡❝t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭❝♦♥❝✉rr❡♥t✮ ✿ ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ α, β, γ

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✐❢✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts
t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣✱ t❤❡② ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳ ❚❤❛t ✐s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✮ ✿

✶✳ ❛t ti✱ si r❡❛❞s dti

i = (α, β, γ)✱

✭❛✮ si ❡①❡❝✉t❡s eα✱

✭❜✮ si ♣r♦❞✉❝❡s ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ dti

i = (αnew, β, γ)

✷✳ ❚❤❡♥✱ si r❡❛❞s ✐♥♣✉t ❞❛t❛ dti

i = (αnew, β, γ)✱

✭❛✮ si ❡①❡❝✉t❡s eβ ✱

✭❜✮ si ♣r♦❞✉❝❡s ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ dti

i = (αnew, β∗
new, γ)

✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ si r❡❛❞s ✐♥♣✉t ❞❛t❛ dti

i = (αnew, β∗
new, γ)✱

✭❛✮ si ❡①❡❝✉t❡s eγ ✱

✭❜✮ si ✐♥❝r❡❛s❡s ti ❜② ∆i

✭❝✮ si ♣r♦❞✉❝❡s ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ dti+∆i

i = (αnew, β∗
new, γ∗

new)✳






eα(α, β, γ) → αnew

eβ(αnew, β, γ) → β∗
new

eγ(αnew, β∗
new, γ) → γ∗

new






❋✐❣✳ ✺✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ❛✈♦✐❞ ✭s❡q✉❡♥t✐❛❧✮ ✿ ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡
α, β, γ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s

❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✐❞✐t② ✐♥t❡r✈❛❧ Γi ❛✈♦✐❞s t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ di = (αnew, β, γ) ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❛❞ ❜② si ❜❡❝❛✉s❡
✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✐❞✐t② ✐♥t❡r✈❛❧ Γi =]ti, ti] = ∅✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ si ❛❧✇❛②s r❡❛❞s ✐♥♣✉t ❞❛t❛
dti

i = (α, β, γ) ❜❡❢♦r❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡✈❡♥ts eα✱ eβ ❛♥❞ eγ ✳

✷✳✻ ❊①❛♠♣❧❡

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✻ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❢♦r ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ mi✳
■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❞❛t❛ (di,Γi) ❛r❡ s②♠❜♦❧✐③❡❞ ❜② ❝♦❧♦r❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s ✭t❤❡ ❣r❡❡♥✱ ❜❧✉❡✱
♦r❛♥❣❡ ❛♥❞ r❡❞ ♦♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ✭❞❡♥♦t❡❞ ti✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛①✐s ♦❢ s✐♠✉❧❛t♦r
si ✭❣r❛❞✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✮✳

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✵

✭❛✮ ❆t st❛rt✳

✭❜✮ ❘❡❛❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

❋✐❣✳ ✻✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❜② t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✿ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣ st❛t❡ ✭✻❛✮✱ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡ r❡❛❞ ✭✻❜✮ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠
✶ ❧✐♥❡s ✷ t♦ ✽✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ✭✻❝✮ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❧✐♥❡s ✾ t♦ ✶✶✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡
♣♦st❡❞ ✭✻❞✮ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❧✐♥❡s ✶✸ t♦ ✶✺✮✳

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✶

✭❝✮ si ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ mi✳

✭❞✮ P♦st ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ O = {(di, Γi)}✳

❋✐❣✳ ✻✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❜② t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✿ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣ st❛t❡ ✻❛✱ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡ r❡❛❞ ✻❜ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠
✶ ❧✐♥❡s ✷ t♦ ✽✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✻❝ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❧✐♥❡s ✾ t♦ ✶✶✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡
♣♦st❡❞ ✻❞ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❧✐♥❡s ✶✸ t♦ ✶✺✮✳

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✷

✷✳✼ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ♥♦ ❞❡❛❞❧♦❝❦

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❡✈❡♥t✲❇ ♦❢ t❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✮✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t♦rs✳
❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ ✇✐t❤ n s✐♠✉❧❛t♦rs ✭n ∈ N✮✳ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✉s✐♥❣
r❡❞✉❝t✐♦ ❛❞ ❛❜s✉r❞✉♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✼✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

▲❡t S ⊆ N ❜❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ▲❡t si ✭i ∈ S✮ ❜❡ t❤❡
s✐♠✉❧❛t♦r ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ mi✳ ▲❡t B ⊆ S ❜❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡
❜❧♦❝❦❡❞ s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ❚❤❛t ✐s✱ s✐♠✉❧❛t♦rs t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❡①❡❝✉t❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ ✐♥♣✉t
❞❛t❛ ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣✳

✷✳✼✳✷ ❍②♣♦t❤❡s✐s

❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ s✐♠✉❧❛t♦rs B 6= ∅✳ ■✳❡✳ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t♦r t❤❛t ✐s
❜❧♦❝❦❡❞ ✿ s✐♠✉❧❛t♦r si ✭i ∈ B✮ ✐s st♦♣♣❡❞ ❛t t✐♠❡ ti = t

stop
i ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼❛✮✳ ❖✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s

t❤❛t si ❤❛s ❡①❡❝✉t❡❞ mi ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ (di,Γi) ✭t❤❡ r❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼❛✮ ✉♥t✐❧ ✐t ✐s
st♦♣♣❡❞ ✭ti = t

stop
i ✮✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦✉r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✻✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡✈❡r② ❜❧♦❝❦❡❞ s✐♠✉❧❛t♦rs ✭s❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✽✳✶✮✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✭✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✽✳✷ ❛♥❞
✷✳✽✳✸✮ ✿

▲❡♠♠❛ ✷✳✼✳✶ ❆ s✐♠✉❧❛t♦r si ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ✭i ∈ B✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✿

✶✳ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ ❞❛t❛ dj ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t♦rs j ∈ S∗ ⊆ S✱

✷✳ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t♦r sk ❜❧♦❝❦❡❞ ✿ ∃k ∈ (S∗ ∩B) 6= ∅✱

✸✳ t
stop
k < t

stop
i ✳

✷✳✼✳✸ ◆♦ s✐♠✉❧❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞

■♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ s✐♠✉❧❛t♦rs si(i ∈ B)✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s
t
stop
i ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❡ ❜❧♦❝❦❡❞ s✐♠✉❧❛t♦r sj ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ✿

∀i ∈ B,∃j ∈ B such as t
stop
j = min

i
(tstop

i )

❚❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ s✐♠✉❧❛t♦r sj ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✷✳✼✳✶ ✐❢ sj ✐s ❜❧♦❝❦❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ♠✉st ❡①✐st ❛ s✐♠✉❧❛t♦r sk t❤❛t ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ♣♦ss❡ss❡s
❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t

stop
k < t

stop
j ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✭tstop

j ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✮✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐❢ sj

✐s ❜❧♦❝❦❡❞✱ t❤❡♥ sj ✐s st♦♣ ❛t t✐♠❡ t
stop
j = 0✳ ❊✐t❤❡r sj ✐s ♥♦t r✉♥♥✐♥❣ ❛t ❛❧❧ ✭♠❛②❜❡✱ ✐t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥

✐♥✐t✐❛t❡❞ ♣r♦♣❡r❧②✮✱ ♦r sj ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♣r♦❝❝❡ss✐♥❣ ✐ts ✜rst ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐s ♥♦t
❜❧♦❝❦❡❞✳

❲❡ ❝❛♥ r❡❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s r❡❛s♦♥♥✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ s✐♠✉❧❛t♦rs ❛♥❞ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ s✐♠✉❧❛t♦rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❞❡❛❞❧♦❝❦✮✳ ◆❡①t s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡✱ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢✳

✷✳✽ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢

✷✳✽✳✶ ❙✐♠✉❧❛t♦r si ✐s ❜❧♦❝❦❡❞

■t ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ✐♥♣✉t ❞❛t❛ (dj ,Γj) ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t♦r sj ✭✇❤❡r❡ i 6= j ❛♥❞ i, j ∈ S✮✳ ❚❤✐s
s✐♠✉❧❛t♦r ❝❛♥♥♦t s❡♥❞ ❞❛t❛ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛❧s♦ st♦♣♣❡❞ ❜✉t ❛t ❛ t✐♠❡ tj < ti ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼❜✮✳

✷✳✽✳✷ ❋✐rst ❝❛s❡ ✿ s✐♠✉❧❛t♦r sj ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❜✉t ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r si

sj ❛❧s♦ ✇❛✐ts ❢♦r ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❛♣♣❡❛r✳ ❊✐t❤❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r sj ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ✐♥♣✉t ❞❛t❛
❢r♦♠ si✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ♦✉r ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❛s t❤❛t si ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ti = t

stop
i

❛♥❞ ❤❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛❧❧ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ di ✉♥t✐❧ t❤❡♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
♠❡❛♥s t❤❛t sj ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ mj ✉♥t✐❧ tj = t

stop
i ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼❝✮✳

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✸

✭❛✮ ❙t❛rt✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✿ si ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ti = t
stop
i ✳

✭❜✮ si ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ✐♥t♣✉t ❞❛t❛ dj ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t♦r sj ✳

❋✐❣✳ ✼✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢

✷✳✽✳✸ ❙❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✿ s✐♠✉❧❛t♦r sj ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r sk

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r sj ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ✐♥♣✉t ❞❛t❛ (dk,Γk) ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t♦r sk

❛t t✐♠❡ tk < tj < ti ✭✇❤❡r❡ i 6= j 6= k ❛♥❞ i, j, k ∈ S✳ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼❞✮✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❝❛s❡
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✈❡r② st❛t❡ ✇❤❡r❡ si ✐s ❜❧♦❝❦❡❞✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤② sk ✐s
❜❧♦❝❦❡❞✱ ❛♥❞ ❜② ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❡✈❡r② s✐♠✉❧❛t♦r✳

✷✳✽✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t♦r n ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❞❛t❛ (di,Γi)(∀i ∈ S)
✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧✉❡✱ r❡❞✱ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ r❡❝t❛♥❣❧❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✮ ✐s ❛❧s♦ ✜♥✐t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t ✐❢ si ✐s ❜❧♦❝❦❡❞✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❝❛s❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❞❛t❛
di t❤❛t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✭❧✐❦❡ ✐♥ ♦✉r ✜rst ❝❛s❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✽✳✷ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✼❝✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡✈❡r② s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ❜❧♦❝❦❡❞✳ ❆♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❣✉♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❲❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ✐❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣r♦♣❡r❧② ✐♥st❛♥❝✐❛t❡❞ ✭s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾✳✶✮✱ ♥♦ ❞❡❛❞❧♦❝❦
❝♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✷✳

✷✳✾ ■♥t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t s✐♠✉❧❛t♦rs ❝❛♥♥♦t ✇❛✐t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✐♥❞❡✜♥✐t✐✈❡❧② ✉♥❧❡ss t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ s❡t ♣r♦♣❡r❧②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾✳✶ ∀i ∈ S✱ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❡✈❡r② s✐♠✉❧❛t♦r si ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞
❛♥❞ ♣♦ss❡ss❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✐ts ♦✇♥ ♠♦❞❡❧ mi ♦♥❝❡✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞❡♣❡♥❞s ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛❧❧
s✐♠✉❧❛t♦rs ❜❡❣✐♥ ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ti = 0 ✭∀i ∈ S✮ ♦♥❡ ✇❛② t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✐s t❤❛t ❡✈❡r② s✐♠✉❧❛t♦r si ❤❛s t♦ ♣♦st ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ d0

i ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧

✷❖❢ ❝♦✉rs❡ ✐t ❝❛♥ ❡①✐st ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❝✉r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✳

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✹

✭❝✮ ❙✐♠✉❧❛t♦r sj ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ tj < ti✳

✭❞✮ ❙✐♠✉❧❛t♦r sj ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t♦r sk ✇❤❡r❡ tk < t
stop
j ✳

❋✐❣✳ ✼✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢

Γi =]x, 0] ✭✇✐t❤ x < 0✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❡✈❡r② s✐♠✉❧❛t♦r t♦ r❡❛❞ ✐ts ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ t❤❡♥✱ t♦
♣r♦❝❡ss t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✺

✸ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❊✈❡♥t✲❇✳ ■ts ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ♥♦
s✐♠✉❧❛t♦r st❛② ❜❧♦❝❦❡❞✳

✸✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts ✉s❡❞

❊❛❝❤ s✐♠✉❧❛t♦r si ❤♦❧❞s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ✿ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ cti ∈ N✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t np ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s✐♠✉❧❛t♦rs ✿ np = card(S)✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ ❛ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s r✉♥♥✐♥❣ ♦r ✇❛✐t✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ri ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t♦r
si ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❚❘❯❊ ✐❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s r✉♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❋❆▲❙❊ ✐❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r
s♦♠❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

❈❖◆❙❚❆◆❚❙

np ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t♦r ✭♦r ♣r♦❝❡ss❡s ✮

❱❆❘■❆❇▲❊❙

t ❈✉rr❡♥t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❚✐♠❡

r ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss ❘✉♥♥✐♥❣ ❄

■◆❱❆❘■❆◆❚❙

inv1 : t ∈ 1 .. np→ N

❈✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡

inv2 : r ∈ 1 .. np→ BOOL

✸✳✷ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿ ❡✈❡r② s✐♠✉❧❛t♦r si ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❝✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡
❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳

∀i ∈ N, i ≤ np : ti = 0

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡✈❡r② s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

∀i ∈ N, i ≤ np : ri = FALSE

❊❱❊◆❚❙

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

❜❡❣✐♥

act1 : t := 1 .. np × {0}

act2 : r := 1 .. np × {FALSE}

❡♥❞

✸✳✸ ❆❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t♦r si✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❦❡ ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t
❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❜❡❣✐♥❴♣✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r si ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ✐♥♣✉t ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r
s✐♠✉❧❛t♦rs sj ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤❡ ❣✉❛r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥✉♥❝✐❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ✿

∀j 6= i : cti ∈ Γj (see grd3)

❙✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝❛r❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡
✐♥♣✉t ❡✈❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❞✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✭♦r st❡♣✮ ✿
ri ← TRUE ✭❛❝t✶✮✳

❊❱❊◆❚❙

❊✈❡♥t ❜❡❣✐♥❴♣ =̂

❛♥②

❘❘ ♥➦ ✼✵✽✶



❆❆✹▼▼ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✻

i

✇❤❡r❡

grd1 : i ∈ 1 .. np

grd2 : r(i) = FALSE

grd3 : ∀j ·j ∈ 1 .. np \ {i}⇒ t(i) ≤ t(j )
❆ ♣r♦❝❡ss ✐ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐❢ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t✭❥✮ ❣r❡❛t❡r
♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ ✐ts ♦✇♥ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t✭✐✮

t❤❡♥

act1 : r(i) := TRUE

❡♥❞

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡♥❞❴♣✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r si ❤❛s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐ts ♠♦❞❡❧ ✭ri = TRUE ✭❣r❞✷✮✮ ❛♥❞
✉♣❞❛t❡s ✐ts s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ti✳

ti ← ti + δ (act2)

❋✐♥❛❧❧②✱ si s❡♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t♦rs ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛rt❡❢❛❝ts s❡❡ ❬❙❈❈✶✵❪✮ ❛♥❞ si

♥♦✇ st❛rt t♦ ✇❛✐t ❢♦r ♥❡✇ ✐♥♣✉t ❡✈❡♥ts ri ← FALSE (see act1)✳

❊❱❊◆❚❙

❊✈❡♥t ❡♥❞❴♣ =̂

❛♥②

i

delta

✇❤❡r❡

grd1 : i ∈ 1 .. np

grd2 : delta > 0

grd3 : r(i) = TRUE

t❤❡♥

act1 : r(i) := FALSE

act2 : t(i) := t(i) + delta

❡♥❞

✸✳✹ ❚❤❡♦r❡♠

■♥ ❡✈❡♥t✲❇✱ ❛ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱
t❤❡ t❤❡♦r❡♠ s❤♦✇s t❤❛t ❡✐t❤❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❜❡❣✐♥❴♣ ♦r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❡♥❞❴♣ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s st❛rt✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t
♥♦ s✐♠✉❧❛t♦r st❛② ❜❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

❚❍❊❖❘❊▼❙

thm1 : (∃i ·i ∈ 1 .. np ∧ r(i) = FALSE ∧ (∀j ·j ∈ 1 .. np \ {i}⇒ t(i) ≤ t(j )))
∨ (∃k , delta ·k ∈ 1 .. np ∧ r(k) = TRUE ∧ delta > 0 )

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛ s✐♠✉❧❛t♦r si t❤❛t ❝❛♥ ❣♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❡♥t
❜❡❣✐♥❴♣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❡♥t ❡♥❞❴♣ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❣✉❛r❞s ✐♥ ❡✈❡♥t ❜❡❣✐♥❴♣ ❛r❡ ✈❛❧✐❞✳

thm1 (left part) : ∃i ·i ∈ 1 .. np ∧ r(i) = FALSE ∧ (∀j ·j ∈ 1 .. np \ {i}⇒ t(i) ≤ t(j ))

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✭❛❢t❡r t❤❡ ❖r st❛t❡♠❡♥t ✿ ∨✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛
s✐♠✉❧❛t♦r si t❤❛t ❝❛♥ ❣♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❡♥t ❡♥❞❴♣ t♦ t❤❡ ❡✈❡♥t ❜❡❣✐♥❴♣ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥ ❡✈❡♥t ❡♥❞❴♣
❣✉❛r❞s ❛r❡ ✈❛❧✐❞✳

thm1 (right part) : ∃k , delta ·k ∈ 1 .. np ∧ r(k) = TRUE ∧ delta > 0
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✹ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❆♥ ❊✈❡♥t✲❇ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡✵

●❡♥❡r❛t❡❞ ❉❛t❡✿ ✷✸ ▼❛r ✷✵✶✵ ❅ ✵✸ ✿✵✵ ✿✵✺ P▼

▼❆❈❍■◆❊ ♠❛❝❤✐♥❡✵

❙❊❊❙ ❝♦♥t❡①t✵

❱❆❘■❆❇▲❊❙

t

r

■◆❱❆❘■❆◆❚❙

inv1 : t ∈ 1 .. np→ N

❈✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡

inv2 : r ∈ 1 .. np→ BOOL

thm1 : (∃i ·i ∈ 1 .. np ∧ r(i) = FALSE ∧ (∀j ·j ∈ 1 .. np \ {i}⇒ t(i) ≤ t(j )))
∨ (∃k , delta ·k ∈ 1 .. np ∧ r(k) = TRUE ∧ delta > 0 )

❊❱❊◆❚❙

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

❜❡❣✐♥

act1 : t := 1 .. np × {0}

act3 : r := 1 .. np × {FALSE}

❡♥❞

❊✈❡♥t ❜❡❣✐♥❴♣ =̂

❛♥②

i

✇❤❡r❡

grd1 : i ∈ 1 .. np

grd2 : r(i) = FALSE

grd3 : ∀j ·j ∈ 1 .. np \ {i}⇒ t(i) ≤ t(j )
❆ ♣r♦❝❡ss ✐ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐❢ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t✭❥✮ ❣r❡❛t❡r
♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ ✐ts ♦✇♥ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t✭✐✮

t❤❡♥

act1 : r(i) := TRUE

❡♥❞

❊✈❡♥t ❡♥❞❴♣ =̂

❛♥②

i

delta

✇❤❡r❡

grd1 : i ∈ 1 .. np

grd2 : delta > 0

grd3 : r(i) = TRUE

t❤❡♥

act1 : r(i) := FALSE

act2 : t(i) := t(i) + delta

❡♥❞

❊◆❉
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