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de niveau recherche, publiés ou non, émanant des établissements d'enseignement et de recherche français ou étrangers, des laboratoires publics ou privés.

✶✳ ❆ ✜rst st❛♥❞❛r❞ ❡①❛♠♣•❡✿

A lc = a φ1 ' ' φ2 b φ3 h h φ4 c d ✷✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜✐♥❛r② r❡•❛t✐♦♥s ✐s ❡①❡♠♣•✐✜❡❞ ❜② A c = a φ1 Q Q φ2 ❚❤❡ ♥❡①t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ✉s✉❛• ♦♥❡s ✐♥ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ❛••♦✇ ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ✉♥✐❢♦r♠•② t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ♥♦t ♦r✐❣✐♥❛•✱ t❤❡✐r ♣r❡s❡♥t❛✲ t✐♦♥ ✐s✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✸ ✭❉❡r✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❆|❙ A✿
✶✳ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ✐s ❛ •❛❜❡••❡❞ ❡❞❣❡ φ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts s♦✉r❝❡ a ❛♥❞ t❛r❣❡t b✳ ❚❤✐s ✐s ✇r✐tt❡♥ a φ A b✱ ♦r s✐♠♣•② a φ b ✇❤❡♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ✷✳ ❆♥ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦r A✲r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ π ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ A✳ ✸✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s ✜♥✐t❡✱ ❛♥ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ π ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ a 0 φ0 a 1 φ1 a 2 . . . φn-1 a n ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t a 0 r❡❞✉❝❡s t♦ a n ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ π = φ 0 φ 1 . . . φ n-1 ❀ t❤✐s ✐s ❛•s♦ ❞❡♥♦t❡❞ a 0 φ0φ1...φn-1 a n ♦r s✐♠♣•②

a 0 π a n ✳ ❲❡ ❝❛•• n t❤❡ •❡♥❣t❤ ♦❢ π✳ ✭❛✮ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ π ✐s t❤❡ ♦❜•❡❝t a 0 ❛♥❞ ✐ts ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✐♥❣•❡t♦♥ ❞♦♠(π) = {a 0 }✳ ✭❜✮ ❚❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ π ✐s t❤❡ ♦❜•❡❝t a n ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛✲ t✐♦♥ π t♦ a 0 ✐s t❤❡ s✐♥❣•❡t♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ (π a 0 ) = {a n }✳ ❚❤✐s ✐s ❛•s♦ ❞❡♥♦t❡❞ s✐♠♣•② πa 0 ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②♥t❛❝t✐❝ ❛♠❜✐❣✉✐t②✳ ✹✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛•• ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ D(A)✳
✺✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❡♠♣t② ✇❤❡♥ ✐ts •❡♥❣t❤ ✐s ③❡r♦✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐ts s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ❡♠♣t② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ a ✐s ❞❡✲ ♥♦t❡❞ 

id a ✳ ✻✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s π 1 ❛♥❞ π 2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ ❞♦♠(π 1 ) = {a} ❛♥❞ π 1 a = ❞♦♠(π 2 )✳ ❚❤❡♥ π 1 ; π 2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❡✇ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ a π1 A b π2 A c ❛♥❞ ((π 1 ; π 2 ) a) = (π 2 (π 1 a)) = {c}✳ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✺ ◆♦t❡ t❤❛t ❛♥ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s✳ ❊❳❆▼P▲❊ ✹✳ ❋♦••♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣•❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿ ✶✳ D(A lc ) ⊃ {id a , φ 1 , φ 1 φ 3 , φ 1 φ 4 , φ 1 φ 3 φ 1 , (φ 1 φ 3 ) n , (φ 1 φ 3 ) ω , . . .}✱ ✇❤❡r❡ φ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ n✲st❡♣s ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ φ ❛♥❞ φ ω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✐t❡r✲ ❛t✐♦♥ ♦❢ φ❀ ✷✳ D(A c ) ⊃ {φ 1 , φ 2 , φ 1 φ 2 , . . . , (φ 1 ) ω , (φ 2 ) ω , . . .}✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s st❛t❡ ❣❡♥❡r❛• ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥ ❆|❙✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✺ ✭❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❆|❙ A = (O, S)✿ • A ✐s t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✭♦r str♦♥❣•② ♥♦r♠❛•✐③✐♥❣✮ ✐❢ ❛•• ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ •❡♥❣t❤❀ • ❆♥ ♦❜•❡❝t a ✐♥ O ✐s ♥♦r♠❛•✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♠♣t② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥•② ♦♥❡ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ a ✭❡✳❣✳✱ a ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥♦ ❡❞❣❡✮❀ • ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛•✐③✐♥❣ ✇❤❡♥ ✐ts t❛r❣❡t ✐s ♥♦r♠❛•✐③❡❞❀ • ❆♥ ❆|❙ ✐s ✇❡❛❦•② t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❢ ❡✈❡r② ♦❜•❡❝t a ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛•✐③✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✻ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡✮✳ ❆♥ ❆|❙ A = (O, S) ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t ✐❢ ❢♦r ❛•• ♦❜•❡❝ts a✱ b✱ c ✐♥ O✱ ❛♥❞ ❛•• A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s π 1 ❛♥❞ π 2 ✱ ✇❤❡♥ a π1 b ❛♥❞ a π2 c✱ t❤❡r❡ ❡①✐st d ✐♥ O ❛♥❞ t✇♦ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s π 3 , π 4 s✉❝❤ t❤❛t c π3 d ❛♥❞ b π4 d✳ ✸ ❆❜str❛❝t str❛t❡❣✐❡s ❲❡ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛• ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♣•✐❛♥t ✇✐t❤ ❬✸✹( ❛♥❞ s•✐❣❤t•② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ❬✺✹(✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✼ ✭❆❜str❛❝t ❙tr❛t❡❣②✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❆|❙ A✿ ✶✳ ❆♥ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣② ζ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛•• ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✭✜♥✐t❡ ♦r ♥♦t✮ ♦❢ A✳ ✷✳ ❆♣♣•②✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣② ζ ♦♥ ❛♥ ♦❜•❡❝t a ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ζa✳ ■t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛•• ♦❜•❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ a ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ζ✿ ζa = {b | ∃π ∈ ζ s✉❝❤ t❤❛t a π b} = {πa | π ∈ ζ} ❲❤❡♥ ♥♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ζ ❤❛s s♦✉r❝❡ a✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② ❛♣♣•✐✲ ❝❛t✐♦♥ ♦♥ a ❢❛✐•s✳ ✸✳ ❆♣♣•②✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣② ζ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜•❡❝ts ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣•②✐♥❣ ζ t♦ ❡❛❝❤ ❡•❡♠❡♥t a ♦❢ t❤❡ s❡t✳ ❚❤❡ r❡s✉•t ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ζa ❢♦r ❛•• a ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜•❡❝ts✳ ✹✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ str❛t❡❣② ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜•❡❝ts t❤❛t ❛r❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ζ✿ ❞♦♠(ζ ) = δ∈ζ ❞♦♠(δ) ✺✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛•• t❤❡ ❡♠♣t② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Id✿ Id = {id a | a ∈ O} ❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥•② ✐♥✜♥✐t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ a ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ a✳ ❚❤✐s ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ str❛t❡❣② ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ a ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ∅✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ str❛t❡❣② ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ❢❛✐•s✳ ❚❤❡ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐s ❛ str❛t❡❣② ❝❛••❡❞ Fail ❀ ✐ts ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ❛•✇❛②s ❢❛✐•s✳ ◆♦t✐❝❡ ✜♥❛••② t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡t✉r♥✐♥❣ s❡ts ♦❢ r❡s✉•ts✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❞❡✜♥❡ str❛t❡❣✐❡s t♦ r❡t✉r♥ ♠✉•t✐s❡ts ♦r ❡✈❡♥ •✐st ♦r ❛♥② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❊❳❆▼P▲❊ ✽ ✭❊①❛♠♣•❡ ✷ ❝♦♥t✐♥✉❡❞✮✳ ❋♦r A lc ✱ •❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡ ❛ ❢❡✇ str❛t❡❣✐❡s✿ ✶✳ ζ 1 = D(A lc )✱ ✐✳❡✳✱ ❛•• t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❡①❛♠♣•❡✿ ζ 1 a = {a, b, c, d}✳ ■❢ ♠✉•t✐s❡ts ♦❢ r❡s✉•ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ζ 1 a = {a, a, ..., b, c, d} ✐♥ ✇❤✐❝❤ a ♦❝❝✉rs ❢♦r ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s (φ 1 φ 3 ) ω ✳ ✷✳ ζ 2 = ∅(= Fail )✿ ❢❛✐•✉r❡✱ ♥♦ ❛♣♣•✐❝❛❜•❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛•• x ✐♥ O lc ✱ ζ 2 x = ∅✳ ✸✳ ζ 3 = {(φ 1 φ 3 ) * φ 4 }✱ a ❛•✇❛②s ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ d✿ ζ 3 a = {d}❀ b ✐s ♥♦t tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✭❛s ✇❡•• ❛s c ❛♥❞ d✮✿ ζ 3 b = ∅✳ ✹✳ ❚❤❡ r❡s✉•t ♦❢ ((φ 1 φ 3 ) ω a) ✐s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❆|❙ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡✲ ❢✉••② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣✐❡s✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✾ ✭❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛t❡❣②✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❆|❙ A = (O, S) ❛♥❞ str❛t❡❣② ζ✿ • A ✐s ζ✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❢ ❛•• ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ ζ ❛r❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ •❡♥❣t❤❀ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✼ • ❆♥ ♦❜•❡❝t a ✐♥ O ✐s ζ✲♥♦r♠❛•✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♠♣t② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥•② ♦♥❡ ✐♥ ζ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ a❀ • ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ζ✲♥♦r♠❛•✐③✐♥❣ ✇❤❡♥ ✐ts t❛r❣❡t ✐s ζ✲♥♦r♠❛•✐③❡❞❀ • ❆♥ ❆|❙ ✐s ✇❡❛❦•② ζ✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❢ ❡✈❡r② ♦❜•❡❝t a ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛ ζ✲♥♦r♠❛•✐③✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❊❳❆▼P▲❊ ✶✵ ✭❊①❛♠♣•❡ ✷ ❝♦♥t✐♥✉❡❞✮✳ •✐✈❡♥ A lc ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣② ζ ❞❡✜♥❡❞ ❛s a φ1 b φ4 d✱ b ✐s ζ✲♥♦r♠❛•✐③❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ζ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ b✳ ■t ❝♦✉•❞ ❜❡ t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛•✐③❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ❛s ❢♦••♦✇s✿ ❆♥ ❆|❙ A = (O, S) ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r str❛t❡❣② ζ ✐❢ ❢♦r ❛•• ♦❜•❡❝ts a✱ b✱ c ✐♥ O✱ ❛♥❞ ❛•• A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s π 1 ❛♥❞ π 2 ✐♥ ζ✱ ✇❤❡♥ a π1 b ❛♥❞ a π2 c t❤❡r❡ ❡①✐sts d ✐♥ O ❛♥❞ t✇♦ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s π 3 , π 4 ✐♥ ζ s✉❝❤ t❤❛t c π3 d ❛♥❞ b π4 d✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❣❡♥❡r❛•✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❝t s✐♥❝❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s c π3 d ❛♥❞ b π4 d ❜❡•♦♥❣ t♦ t❤❡ str❛t❡❣②✳ ❚❤✐s •❡❛❞s t♦ t✇♦ ♣♦ss✐❜•❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡•② ✇❡❛❦ ❛♥❞ str♦♥❣ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✉♥❞❡r str❛t❡❣②✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✶ ✭❲❡❛❦ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ✉♥❞❡r str❛t❡❣②✮✳ ❆♥ ❆|❙ A = (O, S) ✐s ✇❡❛❦•② ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r str❛t❡❣② ζ ✐❢ ❢♦r ❛•• ♦❜•❡❝ts a✱ b✱ c ✐♥ O✱ ❛♥❞ ❛•• A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s π 1 ❛♥❞ π 2 ✐♥ ζ✱ ✇❤❡♥ a π1 b ❛♥❞ a π2 c t❤❡r❡ ❡①✐sts d ✐♥ O ❛♥❞ t✇♦ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s π ′ 3 , π ′ 4 ✐♥ ζ s✉❝❤ t❤❛t π ′ 3 : a b d ❛♥❞ π ′ 4 : a c d✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✷ ✭❙tr♦♥❣ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ✉♥❞❡r str❛t❡❣②✮✳ ❆♥ ❆|❙ A = (O, S) ✐s str♦♥❣•② ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r str❛t❡❣② ζ ✐❢ ❢♦r ❛•• ♦❜•❡❝ts a✱ b✱ c ✐♥ O✱ ❛♥❞ ❛•• A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s π 1 ❛♥❞ π 2 ✐♥ ζ✱ ✇❤❡♥ a π1 b ❛♥❞ a π2 c t❤❡r❡ ❡①✐sts d ✐♥ O ❛♥❞ t✇♦ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s π 3 , π 4 ✐♥ ζ s✉❝❤ t❤❛t✿ ✶✳ b π3 d ❛♥❞ c π4 d❀ ✷✳ π 1 ; π 3 ❛♥❞ π 2 ; π 4 ❜❡•♦♥❣ t♦ ζ✳ ❊❳❆▼P▲❊ ✶✸ ✭❊①❛♠♣•❡ ✷ ❝♦♥t✐♥✉❡❞✮✳ ▲❡t ✉s ❛❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r A lc ❛♥❞ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s✿ ✶✳ ζ 1 = D(A lc )✱ ✐✳❡✳✱ ❛•• t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ A lc ✐s ♥❡✐t❤❡r ✇❡❛❦•② ♥♦r str♦♥❣•② ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r ζ 1 ✿ •✉st ❝♦♥s✐❞❡r π 1 : a φ1 b φ4 d ❛♥❞ π 2 : a φ2 c✳ ✷✳ ζ 2 = ∅(= Fail )✿ A lc ✐s tr✐✈✐❛••② ❜♦t❤ ✇❡❛❦•② ❛♥❞ str♦♥❣•② ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r ζ 2 ✳ ✸✳ ζ 3 = {(φ 1 φ 3 ) * φ 4 }✿ A lc ✐s ❛•s♦ ✇❡❛❦•② ❛♥❞ str♦♥❣•② ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r ζ 3 ✳ ✹✳ ❋♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥✱ t❤✐s ✐s ❛•s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ζ 4 = (φ 1 φ 3 ) ω ✇❤♦s❡ r❡s✉•t ✐s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❡❛❦ ❛♥❞ str♦♥❣ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ •❡t ✉s ❝♦♥✲ s✐❞❡r O = {a, b, c, d} ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s φ 1 , φ 2 , φ 3 , φ 4 , φ ′ 1 , φ ′ 2 , φ ′ 3 , φ ′ 4 ✳ ❚❤✐s ❆|❙ A lc ✐s ✇❡❛❦•② ❛♥❞ str♦♥❣•② ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ str❛t❡❣② ζ = {a φ1 b, a φ2 c, b φ3 d, c φ4 d, a φ1 b φ3 d, a φ2 c φ4 d}✱ ❜✉t ✐s ♥♦t ✉♥❞❡r ζ = {a φ1 b, a φ2 c, b φ3 d, c φ4 d}✳ A ✐s ✇❡❛❦•② ❜✉t ♥♦t str♦♥❣•② ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ str❛t❡❣② ζ = {a φ1 b, a φ2 c, b φ3 d, c φ4 d, a φ ′ 1 b φ ′ 3 d, a φ ′ 2 c φ ′ 4 d}✳ ✹ ❚❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛•❝✉•✉s ❚❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛•❝✉•✉s ♦r ρ✲❝❛•❝✉•✉s ❣❡♥❡r❛•✐③❡s t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ •❛♠❜❞❛✲ ❝❛•❝✉•✉s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✹(✳ ❲❡ r❡❝❛•• ❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ s②♥t❛❝t✐❝ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❡t✲✉♣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡•♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✉s✐♥❣ ❛ s②♥t❛① t❤❛t r❡str✐❝ts ♣❛tt❡r♥s t♦ ❜❡ ♦♥•② ❛•❣❡❜r❛✐❝✱ ❛ ❝❛s❡ s✐♠♣•❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛• ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❬✶✹(✮✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❙②♥t❛①✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②♠❜♦•s ✏ ❴ ❴✑ ✭❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✮✱ ✏ ❴ ≀ ❴✑ ✭str✉❝t✉r❡ ♦♣❡r❛t♦r✮✱ t❤❡ ✭❤✐❞❞❡♥✮ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛ s❡t X ♦❢ ✈❛r✐❛❜•❡s ❛♥❞ ❛ s❡t K ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛r✐t② ❞❡♥♦t❡❞ ar(K)✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛•❝✉•✉s ✐s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣✿ T ::= X | K | P T | T T | T ≀ T ❚❡r♠s P ::= X | (. . . ((K P 1 ) P 2 ) . . . P ar(K) ❆•❣❡❜r❛✐❝ P❛tt❡r♥s ❆ •✐♥❡❛r ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ ♣❛tt❡r♥ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜•❡ ♦❝❝✉rs ❛t ♠♦st ♦♥❝❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ t❤❡ •❡❢t✱ ✇❤✐•❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✏ ❴ ❴✑ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ t❤❡ ✏ ❴ ≀ ❴✑✳ ■♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣✱ t❤❡ s②♠❜♦•s A, B, C, . . . r❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡t T ♦❢ t❡r♠s✱ t❤❡ s②♠❜♦•s x, y, z, . . . r❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡t X ♦❢ ✈❛r✐❛❜•❡s ✭X ⊆ T ✮✱ t❤❡ s②♠❜♦•s a, b, c, . . . , f, g, h, . . . ❛♥❞ str✐♥❣s ❜✉✐•t ❢r♦♠ t❤❡♠ r❛♥❣❡ ♦✈❡r ❛ s❡t K ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ✭K ⊆ T ✮✳ ❋✐♥❛••②✱ t❤❡ s②♠❜♦•s P, Q r❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡t P ♦❢ ♣❛tt❡r♥s✱ ✭X ⊆ P ⊆ T ✮✳ ❱❡❝t♦rs ♦❢ t❡r♠s (A 1 , . . . , A n ) ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② A✳ ❲❡ ✉s✉❛••② ❞❡♥♦t❡ ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (. . . ((f A 1 ) A 2 ) . . . A n ) ❜② f (A 1 , A 2 , . . . , A n )✳ ■❞❡♥t✐t② ♦❢ t❡r♠s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ≡✳ ❆ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P B ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭♦r r✉•❡✮ ✇✐t❤ ♣❛tt❡r♥ P ❛♥❞ ❜♦❞② B❀ ✐♥t✉✐t✐✈❡•②✱ t❤❡ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜•❡s ♦❢ P ❛r❡ ❜♦✉♥❞ ✐♥ B✳ ❚❤❡ t❡r♠ A ≀ B ✐s ❝❛••❡❞ ❛ str✉❝t✉r❡✳ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✾ ❆s ❢♦r t❤❡ •❛♠❜❞❛✲❝❛•❝✉•✉s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡•❛t✐♦♥ → → ♦❢ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛•❝✉•✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♠❛••❡st ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ t♦♣✲•❡✈❡• r❡❞✉❝t✐♦♥s✿ (P A) B → ρ Aθ if ∃θ. P θ ≡ B (A ≀ B) C → δ A C ≀ B C ❚❤❡ ♦♥❡ st❡♣ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡•❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② → ρ ♦r → δ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉•❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭→ ρ ✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ✳ ❲❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✱ t❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❛♣♣•✐❡❞ t♦ A✱ t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜•❡s ❛s ✉s✉❛• ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r s❡tt✐♥❣ ✭r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t♦r✮✳ ✺ ❙tr❛t❡❣✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❝•❛ss✐❝❛• ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠s ❛♥❞ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇ ✐t ✜ts t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛• ♥♦t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❇❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦♥ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✸✱ ✸✼✱ ✺(✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ✇✐•• ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣✳ T (F, X ) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠s ❜✉✐•t ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜♥✐t❡ s❡t F ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦•s ❛♥❞ ❛ ❞❡♥✉♠❡r❛❜•❡ s❡t X ♦❢ ✈❛r✐❛❜•❡s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜•❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ t❡r♠ t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Var(t)✳ ■❢ Var(t) ✐s ❡♠♣t②✱ t ✐s ❝❛••❡❞ ❛ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠ ❛♥❞ T (F) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✳ ❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐s ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢r♦♠ X t♦ T (F, X )✱ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ {x 1 , . . . , x k } ❛♥❞ ✐s ✇r✐tt❡♥ σ = {x 1 → t 1 , . . . , x k → t k }✳ ✺✳✶ ❚❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❆ r❡✇r✐t❡ r✉•❡ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r ♦❢ t❡r♠s l, r ∈ T (F, X )✱ ❞❡♥♦t❡❞ l → r✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t l ✐s ♥♦t ❛ ✈❛r✐❛❜•❡ ❛♥❞ Var(r) ⊆ Var(l)✳ ❲❡ ✇✐•• ❞r♦♣ t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s •❛t❡r✳ ❚❤❡ t❡r♠s l ❛♥❞ r ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡•② ❝❛••❡❞ t❤❡ •❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r✉•❡✳ ❆ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ✭✜♥✐t❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡✮ s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉•❡s✳ |✉•❡s ❝❛♥ ❜❡ •❛❜❡••❡❞ t♦ ❡❛s✐•② t❛•❦ ❛❜♦✉t t❤❡♠✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✹ ✭❖♥❡ st❡♣ r❡✇r✐t✐♥❣✮✳ •✐✈❡♥ ❛ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R✱ ❛♥ ❛•✲ ❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ t ✐♥ T (F, X ) r❡✇r✐t❡s t♦ ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ t ′ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡✇r✐t❡ r✉•❡ l → r ♦❢ R ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ✐♥ t✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ρ✲❝❛•❝✉•✉s✱ ❛♣♣•②✐♥❣ t❤❡ ρ✲t❡r♠ (l r) t♦ t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ω ❡✈❛•✉❛t❡s t♦ t ′ ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t[(l r)t |ω ] ω → ρ t ′ ❚❤✐s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ t -→ l→r ω t ′ ♦r t -→ R ω t ′ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❝✐s❡ ✇❤✐❝❤ r❡✇r✐t❡ r✉•❡ ✐s ✉s❡❞✳ ■♥❞❡❡❞ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t t |ω = σ(l) ❛♥❞ t ′ = t[σ(r)] ω ✳ ❆ s✉❜t❡r♠ t |ω ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣ ✐s ❛♣♣•✐❡❞ ✐s ❝❛••❡❞ r❡❞❡①✳ ❆ t❡r♠ t❤❛t ❤❛s ♥♦ r❡❞❡① ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜•❡ ❢♦r R ♦r t♦ ❜❡ ✐♥ R✲♥♦r♠❛• ❢♦r♠✳ ❚♦ ❛ s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉•❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❞✐r❡❝t•② ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✇❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛•• ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✺ ✭|❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✮✳ •✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠s T (F, X ) ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉•❡s R✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ R = (O R , S R ) ✇✐t❤✿ • O R = T (F, X )✱ ❛♥❞ • S R = {t → t ′ |t -→ R ω t ′ ❢♦r ω ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t}✳ ■t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜•❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣✿ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✻ ✭❙tr❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣✮✳ •✐✈❡♥ ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ R = (O R , S R ) ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R✱ ❛♥❞ ❛ str❛t❡❣② ζ ♦❢ R✱ ❛ str❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✭♦r r❡✇r✐t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛t❡❣② ζ✮ ✐s ❛♥ ❡•❡♠❡♥t ♦❢ ζ✳ ❆ str❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣ ✉♥❞❡r ζ ✐s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣ t -→ R ω t ′ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ζ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❡①t❡♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t•② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠♦❞✉•♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛• t❤❡♦r② •✐❦❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✲ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ s♦♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦•s✳ ❙tr❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r r❡✇r✐t✐♥❣ ♠♦❞✉•♦ r❡•❛t✐♦♥s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✺✶✱ ✸✶(✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡•❛t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡•❛t✐♦♥✱ ❝❛••❡❞ ♥❛r✲ r♦✇✐♥❣✱ ✐s ✇♦rt❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t♦ ❞❡✈❡•♦♣ ❛♥ ❆|❙✳ ❚❤✐s ✇❡••✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷✷✱ ✷✾(✱ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐•❛r t♦ r❡✇r✐t✐♥❣ ❜✉t t❤❡r❡✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s r❡♣•❛❝❡❞ ❜② ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛•• ✐ts ✉s✉❛• ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✼ ✭❖♥❡ st❡♣ ♥❛rr♦✇✐♥❣✮✳ •✐✈❡♥ ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R✱ ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ t ✐♥ T (F, X ) ♥❛rr♦✇s t♦ ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ t ′ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡✇r✐t❡ r✉•❡ l → r ♦❢ R ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ✐♥ t✱ s✉❝❤ t❤❛t t| ω ❛♥❞ l ❛r❡ ✉♥✐✜❛❜•❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦st ❣❡♥❡r❛• ✉♥✐✜❡r σ✳ ❚❤❡♥ t ′ = σ(t[r] ω )✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ t l→r ω,σ t ′ ✇❤❡r❡ ❡✐t❤❡r ω ♦r σ ♠❛② ❜❡ ♦♠✐tt❡❞✱ ♦r s✐♠♣•② t R t ′ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❝✐s❡ ✇❤✐❝❤ r❡✇r✐t❡ r✉•❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉•❡ f (x, x) → x t❤❡ t❡r♠ f (g(y), z) ♥❛r✲ r♦✇s t♦ t❤❡ t❡r♠ g(y) ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ = {x → g(y), z → g(y)}✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛•s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R ❣❡♥❡r❛t❡s ✐♥ ❛ s✐♠✐•❛r ✇❛② ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ N = (O R , S R ) ✇✐t❤✿ • O R = T (F, X )✱ ❛♥❞ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✶✶ • S R = {t t ′ |t l→r ω t ′ ❢♦r ω ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t}✳ ❆s ❢♦r t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡•❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐•• t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ str❛t❡❣✐❝ ♥❛rr♦✇✐♥❣✿ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✽ ✭❙tr❛t❡❣✐❝ ♥❛rr♦✇✐♥❣✮✳ •✐✈❡♥ ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ N = (O R , S R ) ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R✱ ❛♥❞ ❛ str❛t❡❣② ζ ♦❢ N ✱ ❛ str❛t❡❣✐❝ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✭♦r ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛t❡❣② ζ✮ ✐s ❛♥ ❡•❡♠❡♥t ♦❢ ζ✳ ❆ str❛t❡✲ ❣✐❝ ♥❛rr♦✇✐♥❣ st❡♣ ✉♥❞❡r ζ ✐s ❛ ♥❛rr♦✇✐♥❣ st❡♣ t R ω t ′ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ζ✳ ✺✳✷ ❚❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ■♥ t❤❡ ❝•❛ss✐❝❛• s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣✱ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥❡①t r❡❞❡①✳ ❚❤✉s t❤❡② ❤❛✈❡ ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s •✐❦❡ ✐♥ ❬✺✹(✳ ■♥ ♦✉r ❣❡♥❡r❛• s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ st❛♥❞❛r❞ str❛t❡❣✐❡s ❡①♣r❡ss ❛ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♠✉st s❛t✐s❢② t♦ ❜❡•♦♥❣ t♦ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ▲❡t ✉s ✐••✉str❛t❡ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❜② ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣•❡s ♦❢ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r✐♠❛r✐•② ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛• s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛• ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ •❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡•❛t❡❞ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝❛•• ❜② ✈❛•✉❡✱ ❝❛•• ❜② ♥❛♠❡✱ ❝❛•• ❜② ♥❡❡❞✳ ▲❡❢t♠♦st✲✐♥♥❡r♠♦st ❛♥❞ ♦✉t❡r♠♦st r❡❞✉❝t✐♦♥ ▲❡t R ❜❡ ❛ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ♦♥ T (F, X )✳ ❆ r❡✇r✐t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st ✭r❡s♣✳ ♦✉t❡r♠♦st✮ str❛t❡❣② ✈❡r✐✜❡s ✿ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠ t ∈ T (F, X )✱ t → R ω t ′ ❛♥❞ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ✐♥ t ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉✣① ✭r❡s♣✳ ♣r❡✜①✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ′ ♦❢ ω s✉❝❤ t❤❛t t r❡✇r✐t❡s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ω ′ ✳ ▲❛③② r❡❞✉❝t✐♦♥ ▲❛③② r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❍❛s❦❡•• ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✸(✱ ❝♦♠❜✐♥❡s ✐♥♥❡r♠♦st ❛♥❞ ♦✉t❡r♠♦st str❛t❡❣✐❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡✇r✐t❡ st❡♣s✳ ❋♦r t❤❛t✱ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❤❛✈❡ •❛❜❡•s s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ •❛③② ♦r ❡❛❣❡r✳ P♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ❛r❡ t❤❡♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s •❛③② ♦r ❡❛❣❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡❛❣❡r s✉❜t❡r♠s ♦♥•② ✇❤❡♥ t❤❡✐r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛••♦✇s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ t❡r♠ ❬✹✽(✳ ▲❛③② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛•s♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ s✉❝❤ ❛s •♦❝❛• str❛t❡❣✐❡s ♦r ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡ r❡✇r✐t✐♥❣✳ |❡❞✉❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r •♦❝❛• str❛t❡❣✐❡s ▲♦❝❛• str❛t❡❣✐❡s ♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❖❇❏✲•✐❦❡ •❛♥✲ ❣✉❛❣❡s ❬✷✺(✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ LS ❢r♦♠ F t♦ t❤❡ s❡t L(N) ♦❢ •✐sts ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤✐❝❤ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦r❞❡r t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦• ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❡r♠ t✱ t❤❡ ♥❡①t r❡❞❡① ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ LS (f ) ✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ t♦♣ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ t❡r♠ t✳ ❈♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ▲♦❝❛• str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❝•♦s❡ t♦ ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❬✹✶✱ ✹✷✱ ✶(✱ ✇❤❡r❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s ❛•s♦ ❛••♦✇❡❞ ♦♥•② ❛t s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r s♣❡❝✐❢② ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ t❤❛♥ ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❛ r❡❞❡① ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s•❡②✱ ❤❡r❡✱ ❛ r❡♣•❛❝❡♠❡♥t ♠❛♣ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ µ : F → P(N) s❛t✐s❢②✐♥❣ µ(f ) ⊆ {1, . . . , k}✱ ❢♦r ❡❛❝❤ k✲❛r② s②♠❜♦• f ♦❢ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ F ❬✹✵(✳ |❡♣•❛❝❡♠❡♥t ♠❛♣s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ ❛••♦✇❡❞✳ ◆❡❡❞❡❞ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ■♥ ❬✷✼✱ ✷✽(✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ str♦♥❣•② ♥❡❡❞❡❞ r❡❞❡①❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ♦rt❤♦❣♦♥❛• r❡✇r✐t❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❤❡r❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛• ✇❛②✱ ✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✱ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♥♦r♠❛• ❢♦r♠ ❛ t❡r♠✳ ❆ r❡❞❡① ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❞✉❝✐♥❣ ✐t t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♥♦r♠❛• ❢♦r♠✳ |❡❞✉❝✐♥❣ ♦♥•② ♥❡❡❞❡❞ r❡❞❡①❡s ✐s ❝•❡❛r•② t❤❡ ♦♣t✐♠❛• r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ♥❡❡❞❡❞ r❡❞❡①❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛•✳ ✺✳✸ ❙tr❛t❡❣② •❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s❀ ❡①❛❝t•② t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣•❡s ❝♦✉•❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss ♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s ❛s ✇❡ ✇✐•• s❡❡ •❛t❡r✳ ■♥ t❤❡ ✶✾✾✵s✱ ❣❡♥❡r❛•✐③✐♥❣ ❖❇❏✬s ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ •♦❝❛• str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ❢♦r♠❛•✐③❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦• ♦♥ r❡✇r✐t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♠♣•✐❝✐t•② ✐♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡rs ♦r ❝♦♠♣✐•❡rs ♦❢ r✉•❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ •❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❚❤❡♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ str❛t❡❣② ❜② ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ♥♦✇ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ str❛t❡❣② •❛♥❣✉❛❣❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳ ❱❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❢♦••♦✇❡❞✱ ②✐❡•❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣② •❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❊▲❆◆ ❬✸✹✱ ✶✵(✱ ❆P❙ ❬✸✾(✱ ❙tr❛t❡❣♦ ❬✺✻(✱ ❚❖▼ ❬✻( ♦r ♠♦r❡ r❡❝❡♥t•② ▼❛✉❞❡ ❬✹✹(✳ ❆•• t❤❡s❡ •❛♥❣✉❛❣❡s s❤❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❜str❛❝t ✇❛②s t♦ ❡①♣r❡ss ❝♦♥tr♦• ♦❢ r✉•❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s✱ ❜② ✉s✐♥❣ r❡✢❡①✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❛✲ •❡✈❡• ❢♦r ▼❛✉❞❡✱ ♦r ❛ str❛t❡❣② •❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❊▲❆◆✱ ❙tr❛t❡❣♦ ♦r ❆❙❋✰❙❉❋✳ ❙tr❛t❡❣✐❡s s✉❝❤ ❛s ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ t♦♣✲❞♦✇♥ ♦r •❡❢t♠♦st✲✐♥♥❡r♠♦st ❛r❡ ❤✐❣❤ •❡✈❡• ✇❛②s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ r❡✇r✐t❡ r✉•❡s s❤♦✉•❞ ❜❡ ❛♣♣•✐❡❞✳ ❚❖▼✱ ❊▲❆◆✱ ▼❛✉❞❡ ❛♥❞ ❙tr❛t❡❣♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✢❡①✐❜•❡ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ str❛t❡❣② •❛♥❣✉❛❣❡s ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤✲ •❡✈❡• str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ •♦✇✲•❡✈❡• ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❚❖▼ ❬✼( ✶ t♦ ✐••✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣② •❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❢❛♠✐•② ❛♥❞ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜❡•♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡•❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ •❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ✶ ❤tt♣✿✴✴t♦♠✳•♦r✐❛✳❢r ❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✶✸ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚❖▼ str❛t❡❣② •❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ✇❡•• ❛s ♦t❤❡rs ❛r❡ ♥❛t✉r❛••② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛•❝✉•✉s ❬✶✹✱ ✶✺(✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❝•❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥str✉❝ts ✐♥ t❤❡ str❛t❡❣② •❛♥❣✉❛❣❡✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛••♦✇s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡•❡♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡•② t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉•❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦♥str✉❝ts t❤❛t ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♥tr♦•✱ ❡s♣❡❝✐❛••② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ✉♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝❛♣❛❜•✐•✐t② ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣ r❡❝✉rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ •❛♥❣✉❛❣❡ ❜r✐♥❣s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r✳ ❊•❡♠❡♥t❛r② str❛t❡❣✐❡s ❆♥ ❡•❡♠❡♥t❛r② str❛t❡❣② ✐s ❡✐t❤❡r Identity ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t Id ♦❢ ❛•• ❡♠♣t② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ F ail ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s F ail✱ ♦r ❛ s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉•❡s R ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡✲st❡♣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r✉•❡s ✐♥ R ❛t t❤❡ r♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥✳ Sequence(s 1 , s 2 )✱ ❛•s♦ ❞❡♥♦t❡❞ s 2 ; s 1 ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ s 1 ❛♥❞ s 2 ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ❡①✐sts✿ Sequence(s 1 , s 2 )t = s 2 (s 1 t)✳ ❈♦♥tr♦• str❛t❡❣✐❡s ❆ ❢❡✇ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜✉✐•❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡•❡♠❡♥ts ✭t❡r♠s✮✳ ❝❤♦✐❝❡ Choice(s 1 , s 2 ) s❡•❡❝ts t❤❡ ✜rst str❛t❡❣② t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❢❛✐•❀ ✐t ❢❛✐•s ✐❢ ❜♦t❤ ❢❛✐•✿ Choice(s 1 , s 2 )t = s 1 t ✐❢ s 1 t ❞♦❡s ♥♦t ❢❛✐• ❡•s❡ s 2 t✳ ❛•• s✉❜t❡r♠s ❖♥ ❛ t❡r♠ t✱ All(s) ❛♣♣•✐❡s t❤❡ str❛t❡❣② s ♦♥ ❛•• ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s✉❜t❡r♠s✿ All(s)f (t 1 , ..., t n ) = f (t ′ 1 , ..., t ′ n ) ✐❢ st 1 = t ′ 1 , ..., st n = t ′ n ❀ ✐t ❢❛✐•s ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts i s✉❝❤ t❤❛t st i ❢❛✐•s✳ ♦♥❡ s✉❜t❡r♠ ❖♥ ❛ t❡r♠ t✱ One(s) ❛♣♣•✐❡s t❤❡ str❛t❡❣② s ♦♥ t❤❡ ✜rst ✐♠✲ ♠❡❞✐❛t❡ s✉❜t❡r♠ ✇❤❡r❡ s ❞♦❡s ♥♦t ❢❛✐•✿ One(s)f (t 1 , ..., t n ) = f (t 1 , ..., t ′ i , ..., t n ) ✐❢ ❢♦r ❛•• j < i✱ st j ❢❛✐•s✱ ❛♥❞ st i = t ′ i ❀ ✐t ❢❛✐•s ✐❢ ❢♦r ❛•• i✱ st i ❢❛✐•s✳ ✜①♣♦✐♥t ❚❤❡ µ r❡❝✉rs✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭❝♦♠♣❛r❛❜•❡ t♦ rec ✐♥ ❖❈❛♠•✮ ✐s ✐♥tr♦✲ ❞✉❝❡❞ t♦ ❛••♦✇ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s✳ µx.s ❛♣♣•✐❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ x ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ µx.s✿ µx.s = s[x ← µx.s] ❚❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ t♦ ❜✉✐•❞ ♠♦r❡ ❡•❛❜♦r❛t❡❞ ♦♥❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ T ry(s) = choice(s, Identity)✿ T ry(s) ❛♣♣•✐❡s s ✐❢ ✐t ❝❛♥✱ ❛♥❞ ♣❡r✲ ❢♦r♠s t❤❡ Identity ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ All ❛♥❞ One ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜①♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❞❡✜♥❡ tr❡❡ tr❛✈❡rs❛•s✳ ❋♦r ❡①❛♠✲ ♣•❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ T opDown(s) = µx.Sequence(s, All(x))✿ t❤❡ str❛t❡❣② s ✐s ✜rst ❛♣♣•✐❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❡r♠✱ t❤❡♥ t❤❡ str❛t❡❣② T opDown(s) ✐s r❡❝✉rs✐✈❡•② ❝❛••❡❞ ♦♥ ❛•• ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s✉❜t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t❡r♠✳ ✻ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❤♦✇ t❤❡ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣② ❝♦♥❝❡♣t ✐♥st❛♥t✐❛t❡s t♦ ❝♦♥tr♦• r✉•❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❡①♣•♦r❡ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s✐❞❡✳ ■♥ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts s✉❝❤ ❛s ❈♦q ❬✷✶( ❛♥❞ ♣✈s ❬✹✾(✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ •❛♥❣✉❛❣❡ ✭♦r ♣r♦♦❢ •❛♥❣✉❛❣❡✮ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r♦♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s✿ t❛❝t✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣r♦♦❢ tr❡❡ ❜② ❛♣♣•②✐♥❣ •♦❣✐❝❛• r✉•❡s✱ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✲ ✈✐❞❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❝♦♥tr♦• ✷ ✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❝❡♣ts✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❛❝t✐❝s✳ ✻✳✶ Pr♦♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝✲ t✐♦♥ s②st❡♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❖✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t t♦ ❢♦r♠❛•✐③❡ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉•❛r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ s✉❝❤ ❛s ❝•❛ss✐❝❛• ♥❛t✉r❛• ❞❡❞✉❝✲ t✐♦♥ ❬✺✷( ♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ s❡q✉❡♥t ❝❛•❝✉•✉s ❬✷✹(✿ ♦✉r ♠♦❞❡• ✐s s❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝✳ |♦✉❣❤•②✱ s❡q✉❡♥ts✴t②♣✐♥❣ •✉❞❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ •❛❜❡••❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ •❛❜❡••❡❞ ❝♦♥❝•✉s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✾ ✭▲❛❜❡••❡❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✮✳ •✐✈❡♥ ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ •❛♥❣✉❛❣❡ T ❛♥❞ ❛ •♦❣✐❝❛• •❛♥❣✉❛❣❡ L✱ ❛ •❛❜❡••❡❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛✐r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ π ∈ T ❛♥❞ ❛ •♦❣✐❝❛• ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A ∈ L✱ ♥♦t❡❞ π : A✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✷✵ ✭❙❡q✉❡♥t✮✳ •✐✈❡♥ ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ •❛♥❣✉❛❣❡ T ❛♥❞ ❛ •♦❣✐❝❛• •❛♥❣✉❛❣❡ L✱ ❛ s❡q✉❡♥t ✐s ❛ tr✐♣•❡ s = (π, Γ, ∆)✱ ✇❤❡r❡ π ✐s ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ♦❢ T ✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ Γ ❛♥❞ ∆ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡•② t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✮ ❛r❡ ✜♥✐t❡ s❡ts ♦❢ •❛❜❡••❡❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ L✳ ■♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣✱ t❤✐s tr✐♣•❡ ✇✐•• ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞✿ π ∴ (Γ ⊢ ∆)✱ ♦r ✐♥ s❤♦rt π ∴ s✳ ❚❤❡ ✭✐♥✜♥✐t❡✮ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥ts ✇✐•• ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ S(T , L)✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥ts ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛• ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♥❛t✉r❛• ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛•• ♣r♦♦❢ t❡r♠s ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✱ ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥t ✐s •✉st t❤❡ ♣❛✐r Γ ⊢ ∆✳ ✷ ❱❛r✐♦✉s ♦t❤❡r t❡r♠✐♥♦•♦❣✐❡s ❡①✐st ✐♥ t❤✐s ✜❡•❞✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣✈s t❛❝t✐❝s ❛r❡ ❝❛••❡❞ ♣r♦♦❢ r✉•❡s✱ ✇❤✐•❡ ❈♦q str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♥❛♠❡s t❛❝t✐❝❛•s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ✇♦r❞s ✏t❛❝t✐❝✑ ❛♥❞ ✏str❛t❡❣②✑ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡•② ❝♦♥✈❡② ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ •♦❝❛•✐t②✳ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✶✺ ❚❤❡ ✉s✉❛• r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠❛•✐s♠ ✉s✐♥❣ ❛ r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r♠✉•❛ •❛❜❡• ❵ * ✬✱ ❛s ✐••✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣•❡✿ ❊❳❆▼P▲❊ ✷✶✳ ▲❡t ✉s t❛❦❡ Λ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ s✐♠♣•② t②♣❡❞ •❛♠❜❞❛✲t❡r♠s✱ ❢♦r T ✱ ❛♥❞ ❢♦•✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛•• ✜rst✲♦r❞❡r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❢♦r L✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t st❛t✐♥❣ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭t : A✮✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts (λx.t : B ⇒ A) ♦r (u : C) ✐s ♣r♦✈❛❜•❡✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ♥❛t✉r❛• ❞❡❞✉❝t✐♦♥✿ t : A ⊢ λx.t : B ⇒ A, u : C ❆ss✉♠❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s s❡q✉❡♥t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ λ✲ ♣r♦♦❢ t❡r♠ λx.t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏ ⇒✲✐♥tr♦✑ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉•❡✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛• ❡•❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❞❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣✱ t❤✐s ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❤❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉•❛r st❛t✉s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛•✐✜❡❞ ❛s ♣✐✈♦t❛•✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❡q✉❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s❡t ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✵✱ t❤❡ ♣✐✈♦t❛• ♣r♦♦❢ t❡r♠ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❵ * ✬ ♣•❛❝❡❤♦•❞❡r ♣✉t ✐♥ ✐ts ♣•❛❝❡ t♦ •❛❜❡• t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t ✐s ✇r✐tt❡♥✿ λx.t ∴ (t : A ⊢ * : B ⇒ A, u : C) ❙✐♥❝❡ ❛ ♣✐✈♦t❛• ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❝❛♥ ❛•✇❛②s ❜❡ ♣✐♥♣♦✐♥t❡❞✱ s✉❝❤ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ❛♥② s❡q✉❡♥t ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ♥❛t✉r❛• ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❛••♦✇s ✉s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♠♦r❡ ✐♥✈♦•✈❡❞ •♦❣✐❝❛• s❡tt✐♥❣s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✐✈♦t❛• ♣r♦♦❢ t❡r♠s ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r✱ ♥♦t ♦♥•② ❛t t❤❡ •❡✈❡• ♦❢ ❢♦r♠✉•❛s✱ ❜✉t ❛•s♦ ❛t t❤❡ •❡✈❡• ♦❢ s❡q✉❡♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t ❝❛•❝✉•✉s à •❛ ❈✉r✐❡♥✲❍❡r❜❡•✐♥ ❬✶✼(✱ t❤❡ s❡q✉❡♥ts Γ ⊢ λx.v : A ⇒ B; ∆ ❛♥❞ v|e : (Γ ⊢ ∆)✱ ✇❤❡r❡ λx.v ❛♥❞ v|e ❛r❡ ♣✐✈♦t❛• λµμ✲♣r♦♦❢ t❡r♠s✱ ❛r❡ ✇❡••✲❢♦r♠❡❞✳ ■♥ ♦✉r ❢♦r♠❛•✐s♠✱ ✇❤✐•❡ t❤❡ ✜rst s❡q✉❡♥t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❵ * ✬ •❛❜❡• ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ❛s ✐♥ ❊①❛♠♣•❡ ✷✶✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡q✉❡♥t ✐s tr✐✈✐❛••② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ tr✐♣•❡ v|e ∴ (Γ ⊢ ∆)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❵ * ✬ •❛❜❡• ❛♣♣❡❛r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦•❞s ❢♦r ❯r❜❛♥✬s s❡q✉❡♥t ❝❛•❝✉•✉s ❬✺✺(✱ ✇❤✐❝❤ ♣•❛❝❡s ❛•• ♣r♦♦❢ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ •❡✈❡• ❛s t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥ts✳ ❋✐♥❛••② ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ •✐st ♦❢ s❡q✉❡♥ts✿ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✉s✉❛• •✐st ❝♦♥str✉❝t♦rs ❝♦♥s ❛♥❞ ♥✐•✱ ♥♦t❡❞ ❵;✬ ❛♥❞ ❵∅✬✳ ❋♦r t②♣❡s❡tt✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s✱ ✇❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ t❤❡ •✐st φ; ∅ t♦ φ✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦♠✐t ❛•• •✐st ❝♦♥str✉❝t♦rs ❢♦r ✉♥❛r② •✐sts✳ ❋✐♥❛••②✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❡r♠s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✐s ❡❛s✐•② ❡①t❡♥❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ s✐♠♣•❡ s✉❜t❡r♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦ r❛♥❣❡ ♦✈❡r s❡q✉❡♥ts ❛♥❞ •✐sts ♦❢ s❡q✉❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ •✐sts ♦❢ s❡q✉❡♥ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ LS(T , L)✳ ❆ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ t②♣❡❞ ♣r♦♦❢ t❡r♠s✱ ✐✳❡✳✱ s❡q✉❡♥ts✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s •❛② t❤❡ ❣r♦✉♥❞✇♦r❦ ❛♥❞ •❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❛s ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✷✷ ✭❉❡❞✉❝t✐♦♥ r✉•❡✮✳ ❆ r❡✇r✐t❡ r✉•❡✱ ❛•s♦ ❝❛••❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉•❡✱ ❝♦♥♥❡❝ts ❛ s✐♥❣•❡ s❡q✉❡♥t t♦ ❛ •✐st ♦❢ s❡q✉❡♥ts✿ l ∴ (Γ l ⊢ ∆ l ) → r 1 ∴ (Γ r1 ⊢ ∆ r1 ); . . . ; r n ∴ (Γ rn ⊢ ∆ rn ) ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐t② ♦❢ •♦❣✐❝❛• r✉•❡s✱ r❡✇r✐t❡ r✉•❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ✈❛r✐❛❜•❡ ❛s •❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲ ❤❛♥❞ s✐❞❡ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜•❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ •❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡•❛①✐♥❣ t❤❡s❡ s②♥t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s ♠❛❦❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝r✉❝✐❛• t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥tr♦••✐♥❣ r✉•❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ str❛t❡❣✐❡s✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✷✸ ✭❖♥❡ st❡♣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t •✐st φ = π 1 ∴ s 1 ; . . . ; π m ∴ s m r❡❞✉❝❡s ✐♥ ♦♥❡ st❡♣ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t •✐st φ ′ ❜② t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉•❡ l ∴ s l → r 1 ∴ s 1 ; . . . ; r n ∴ s n ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t π i ∴ s i = σ(l ∴ s l ) ❛♥❞ φ ′ = π 1 ∴ s 1 ; . . . ; π i-1 ∴ s i-1 ; σ(r 1 ∴ s 1 ; . . . ; r n ∴ s n ); π i+1 ∴ s i+1 ; . . . ; π m ∴ s m ❲❤❡♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ st❡♣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣•✐❡❞ ♠♦❞✉•♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛• t❤❡♦r②✱ •✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣•❡✳ ❊❳❆▼P▲❊ ✷✹✳ ❋✐rst✲♦r❞❡r ♠✐♥✐♠❛• ♥❛t✉r❛• ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ✇❡••✲❦♥♦✇♥ •♦❣✐❝❛• ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ♣r♦♦❢✲❛s✲t❡r♠s ♠♦r♣❤✐s♠✳ ■t ❝♦♥s✐❞❡rs ✜rst✲♦r❞❡r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛s t②♣❡s ❢♦r •❛♠❜❞❛✲t❡r♠s✱ ❛♥❞ ❤❛s t②♣✐♥❣ •✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Γ ⊢ t : A✳ ■♥ ♦✉r ❢♦r♠❛•✐s♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ T = Λ✱ L = ❢♦• ❛♥❞ s❡q✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t ∴ (Γ ⊢ * : A)✳ ❚❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉•❡s ❢♦r ♠✐♥✐♠❛• ♥❛t✉r❛• ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ r❡✇r✐t❡ r✉•❡s✱ ✇❤❡r❡ Γ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜•❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♠✉•t✐s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t♦r ✏✱✑ ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮✱ t, u ❛r❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ✈❛r✐❛❜•❡s✱ A, B ❛r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜•❡s✳ I ∴ (Γ ⊢ * : ⊤) → ∅ ✭D 1 ✮ t ∴ (Γ, t : A ⊢ * : A) → ∅ ✭D 2 ✮ λx.t ∴ (Γ ⊢ * : A ⇒ B) → t ∴ (Γ, x : A ⊢ * : B) ✭D 3 ✮ tu ∴ (Γ ⊢ * : B) → t ∴ (Γ ⊢ * : A ⇒ B); u ∴ (Γ ⊢ * : A) ✭D 4 ✮ λx.t ∴ (Γ ⊢ * : ∀xB) → t ∴ (Γ ⊢ * : B) ✭D 5 ✮ tu ∴ (Γ ⊢ * : B[u] ω ) → t ∴ (Γ ⊢ * : ∀xB[x] ω ) ✭D 6 ✮ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✶✼ ✇❤❡r❡ I ✐s ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❝♦♥st❛♥t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜•❡ A ✭r❡s♣✳ x✮ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ r✉•❡ ✭D 4 ✮ ✭r❡s♣✳ ✭D 6 ✮✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉•❡s✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❢♦✉r r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s ❝♦✉•❞ ❜❡✿ λx.λy. (yx) ∴ (⊢ * : A ⇒ (A ⇒ B) ⇒ B) → ✭D3✮ λy. (yx) ∴ (x : A ⊢ * : (A ⇒ B) ⇒ B) → ✭D3✮ (yx) ∴ (x : A, y : A ⇒ B ⊢ * : B) → ✭D4✮ y ∴ (x : A, y : A ⇒ B ⊢ * : A ⇒ B); x ∴ (x : A, y : A ⇒ B ⊢ * : A) → ✭D2✮ ∅; ∅ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣•❡✱ t❤❡ r✉•❡ ✭D 2 ✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣•✐❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ s②♠❜♦• ✏✱✑ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐•✐t② ❝♦✉•❞ ❜❡ t♦ ❛❞❞ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r✉•❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ r✐s❦ t♦ ✐♥❤❡r✐t ♦❢ t❤❡ ❡①♣•✐❝✐t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞❡s✐❣♥ •❡✈❡•✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✷✺ ✭❉❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✮✳ •✐✈❡♥ ❛ •♦❣✐❝❛• •❛♥❣✉❛❣❡ L ❛♥❞ ❛ t❡r♠ ❛•❣❡❜r❛ T ✱ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ R = (O R , S R ) ✇❤❡r❡✿ • O R ❝♦♥t❛✐♥s ❡•❡♠❡♥ts ♦❢ LS(T , L)✱ ❛♥❞ • S R = {φ → φ ′ | φ -→ φ l →φr ω φ ′ } ✇❤❡r❡ ω ✐s ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ φ ✭✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts s❡q✉❡♥ts✮ ❛♥❞ φ l → φ r ✐s ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉•❡✳ ❆s ❢♦r t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐•• ❤❡r❡❛❢t❡r ✉s❡ ❛•• t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t ❝❛s❡ ❢♦r ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ DS✱ ❛ ❝♦♠♣•❡t❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t φ ✐s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ φ ❛♥❞ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ •✐st ∅; . . . ; ∅ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉•❡s ✐♥ DS✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛ ❢✉•• ♣r♦♦❢ tr❡❡ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥•② ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡✜♥❡ str❛t❡❣✐❡s ❛❜•❡ t♦ ❝♦♥s✐st❡♥t•② ❞❡✈❡•♦♣ ❝♦♠♣•❡t❡ ♣r♦♦❢ tr❡❡s ❛♥❞ ♥♦t ♦♥•② ♣❛rt ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❛♥❞ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣•② ♦♥ •✐sts ♦❢ s❡q✉❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣r♦♦❢ tr❡❡s✳ ❋♦••♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣•❡t❡❞ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❝❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s r❡❞✉❝✲ t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ♦r ❡q✉✐✈❛•❡♥t•② ❛s ♣❛t❤s ✐♥t♦ t❤❡ ❆|❙ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s •❡❛✈❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✱ ✐✳❡✳✱ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠✱ ✉♥❛♥s✇❡r❡❞✳ (❡t t❤✐s ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛• ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✈❛r✐♦✉s ❛✉t❤♦rs ❬✹✸✱ ✹✼✱ ✸✵( ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ❛♥❞ s❡q✉❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡s✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ st✐•• ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛rts ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✷✻ ✭Pr♦♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡s✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛• s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜•❡s M✱ ❝❛••❡❞ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡s✱ ♥♦t❡❞ X, Y, Z✳ ✳ ✳ ✳ ❲❡ ♥♦t❡ T M t❤❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦❢ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ✇✐t❤ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡s✱ ❛♥❞ meta(π) t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ π✳ ❲❡ ❝❛•• ♦♣❡♥ s❡q✉❡♥t ❛ tr✐♣•❡ π ∴ (Γ ⊢ ∆) ✇❤❡r❡ π ❝♦♥t❛✐♥s ❛t •❡❛st ♦♥❡ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✹✼(✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡s ✐♥ •♦❣✐❝❛• s❡tt✐♥❣s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s ♦r ♣♦•②♠♦r♣❤✐s♠ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❡•❛❜♦r❛t❡❞✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜✉t •❛r❣❡•② ♦rt❤♦❣♦♥❛• t♦ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ✇✐•• ♥♦t ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐•❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✷✼ ✭Pr♦♦❢ ❣r❛❢t✐♥❣ r✉•❡✮✳ ❆ ♣r♦♦❢ ❣r❛❢t✐♥❣ r✉•❡ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r ♦❢ s❡q✉❡♥ts✱ ❞❡♥♦t❡❞ L ∴ s → r ∴ s✱ ✇❤❡r❡ L ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡ ❛♥❞ r ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡s✳ ❆ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❡♣ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s✐♠♣•② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❣r❛❢t✐♥❣ r✉•❡ t♦ ❛ •✐st ♦❢ s❡q✉❡♥ts✱ s✐♠✐•❛r•② t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✸✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t ❢❡❛t✉r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇•② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ✐s t❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉•❡s✱ ✉♥t✐• t❤❡ ♣r♦♦❢ ❡♥❞s ♦r ❛ ♥❡✇ ❣r❛❢t✐♥❣ st❡♣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❊❳❆▼P▲❊ ✷✽✳ |❡❝❛•• t❤❡ ♠✐♥✐♠❛• ♥❛t✉r❛• ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛•✐s♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣•❡ ✷✹✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ r✉•❡s ❢♦r ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✿ X ∴ (Γ ⊢ * : ⊤) → I ∴ (Γ ⊢ * : ⊤) ✭C 1 ✮ X ∴ (Γ, x : A ⊢ * : A) → x ∴ (Γ, x : A ⊢ A) ✭C 2 ✮ X ∴ (Γ ⊢ * : A ⇒ B) → λx A .Y ∴ (Γ ⊢ * : A ⇒ B) ✭C 3 ✮ X ∴ (Γ ⊢ * : A) → (YZ) ∴ (Γ ⊢ * : A) ✭C 4 ✮ X ∴ (Γ ⊢ * : ∀xB) → λx.t ∴ (Γ ⊢ * : ∀xB) ✭C 5 ✮ X ∴ (Γ ⊢ * : B[u] ω ) → tu ∴ (Γ ⊢ * : B[u] ω ) ✭C 6 ✮ ❲❤✐•❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❣r❛❢t✐♥❣ r✉•❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐•② ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡s❡ s✐① r✉•❡s ❡❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ λ✲♣r♦♦❢ t❡r♠ ❤❡❛❞ s②♠❜♦•✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡② ❜✉✐•❞ ♣r♦♦❢s t❡r♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t②♣❡❝❤❡❝❦❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉•❡s ❢♦r ♥❛t✉r❛• ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉•❡s✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ♦❢ ❡①❛♠♣•❡ ✷✹ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❛♥ ❛•t❡r♥❛t✐♦♥ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✶✾ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛❢t✐♥❣ r✉•❡s✿ X 1 ∴ (⊢ * : A ⇒ (A ⇒ B) ⇒ B) → ✭C3✮ λx A .X 2 ∴ (⊢ * : A ⇒ (A ⇒ B) ⇒ B) → ✭D3✮ X 2 ∴ (x : A ⊢ * : (A ⇒ B) ⇒ B) → ✭C3✮ λy A⇒B .X 3 ∴ (x : A ⊢ * : A ⇒ (A ⇒ B) ⇒ B) → ✭D3✮ X 3 ∴ (x : A, y : A ⇒ B ⊢ * : A ⇒ (A ⇒ B) ⇒ B) → ✭C4✮ (X 4 X 5 ) ∴ x : A, y : A ⇒ B ⊢ A ⇒ (A ⇒ B) ⇒ B → ✭D4✮ X 4 ∴ (x : A, y : A ⇒ B ⊢ * : A ⇒ B); X 5 ∴ (x : A, y : A ⇒ B ⊢ * : A) → ✭C2✮ y ∴ (x : A, y : A ⇒ B ⊢ * : A ⇒ B);

X 5 ∴

 5 (x : A, y : A ⇒ B ⊢ * : A) → ✭D2✮ ∅; X 5 ∴ (x : A, y : A ⇒ B ⊢ * : A) → ✭C2✮ ∅; x ∴ (x : A, y : A ⇒ B ⊢ * : A) → ✭D2✮ ∅; ∅ ❚❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❣r❛❢t✐♥❣ st❡♣ ✐♥st❛♥❝❡s t❤❡♥ ②✐❡•❞s t❤❡ ✜♥❛• ♣r♦♦❢ t❡r♠✳ ❚❤❡ ❛•t❡r♥❛t❡ Ci ; D i r❡❞✉❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ •❝❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛❝t✐❝✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❣r❛❢t✐♥❣ st❡♣ t❤❛t ✐♥st❛♥t✐❛t❡s ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡ ❢♦••♦✇❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s t❤❛t ✐♥❢❡rs ♥❡✇ ❣♦❛•s ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉•t✐♥❣ s❡q✉❡♥t✳ (❡t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡s ❛♥❞ ❣r❛❢t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t•② ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡ ❜② ❛ t❡r♠✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ •❛tt❡r ❜❡❝♦♠❡s r❡❞✉❝✐❜•❡ ❜② ❛ r✉•❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✐s ❡①❛❝t•② ❛ ♥❛rr♦✇✐♥❣ st❡♣✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✳ ❊❳❆▼P▲❊ ✷✾✳ ❚❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ ❊①❛♠♣•❡ ✷✹ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A ⇒ (A ⇒ B) ⇒ B ❜② ♥❛rr♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• q✉❡r② ✐♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ U ∴ (⊢ * : A ⇒ (A ⇒ B) ⇒ B) ✭D3✮ U →λx.X X ∴ (x : A ⊢ * : (A ⇒ B) ⇒ B) ✭D3✮ X →λy.Y Y ∴ (x : A; y : A ⇒ B ⊢ * : B) ✭D4✮ Y →TZ T ∴ (x : A; y : A ⇒ B ⊢ * : α ⇒ B); Z ∴ (x : A; y : A ⇒ B ⊢ * : α) ✭D2✮ α →A,T →y,Z →x ∅; ∅ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❣r❛❢t✐♥❣ r✉•❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥♥♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡q✉❡♥ts✿ X ∴ (Γ ⊢ * : A ⇒ B) → λx A .Y ∴ (Γ ⊢ * : A ⇒ B) Y ∴ (Γ ⊢ * : A) →(TZ) ∴ (Γ ⊢ * : A) T ∴ (Γ, x : A ⊢ * : A) → x ∴ (Γ, x : A ⊢ A) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ✐s s✐♠♣•② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♥❛rr♦✇✲ ✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✿ U = {α → A, T → y, Z → x}({Y →(TZ)}({X → λy.Y}(λx.X))) = λx.λy. (yx) ◆♦t✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣•❡ t❤❡ ✉s❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ✈❛r✐❛❜•❡s ✭✐✳❡✳✱ U, X, Y, Z, T✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜•❡✱ ✐✳❡✳✱ α✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤✐•❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛••② ❛ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ❛•t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡ ❣r❛❢t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s✱ ✇❤❛t ❡♠❡r❣❡s ❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❛rr♦✇✐♥❣ r❡•❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✸✵ ✭Pr♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✮✳ •✐✈❡♥ ❛ •♦❣✐❝❛• •❛♥❣✉❛❣❡ L✱ ❛ t❡r♠ ❛•❣❡❜r❛ T ❛♥❞ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ DS ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t D ♦❢ ♣r♦♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉•❡s✱ ❛ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ N = (O D , S D ) ✇❤❡r❡✿ • O D ❝♦♥t❛✐♥s ❡•❡♠❡♥ts ♦❢ LS(T , L)✱ ❛♥❞ • S D = {φ φ ′ | φ D ω φ ′ ❢♦r ω ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ φ}✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣•✐❝✐t •✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉•❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛••② ✇❡••✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ •♦❣✐❝❛• ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜•❡ ✐♥✲ st❛♥t✐❛t✐♦♥ st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ❛r❡ •❡❢t ✐♠♣•✐❝✐t✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤✐s ❢♦r♠❛•✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳ ✻✳✷ Pr♦♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ♣r♦♦❢ str❛t❡❣✐❡s ✇❛s ❛❝❦♥♦✇•✲ ❡❞❣❡❞ ❛•♦♥❣✇✐t❤ t❤❡ ✜rst t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ✐♠♣•❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❬✷✻(✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛• ❛tt❡♠♣ts ❛t ✉s✐♥❣ •❝❢ ❬✹✻(✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✱ ✇❡r❡ ✏•✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✜①❡❞✱ ❛♥❞ r❛t❤❡r ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✐ts r❡♣❡rt♦✐r❡ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s✑✱