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❆❜str❛❝t

❈♦♠♣✉t✐♥❣ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✳
❆ ♣♦✐♥t ✐s ✐♥ t❤❡ ✉♠❜r❛ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡ ❛♥② ♣❛rt ♦❢ ❛♥② ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡❀ ✐t ✐s ✐♥ ❢✉❧❧ ❧✐❣❤t ✐❢
✐t s❡❡s ❡♥t✐r❡❧② ❛❧❧ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ✐♥ t❤❡ ♣❡♥✉♠❜r❛✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♣❡♥✉♠❜r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐❣❤t ✐s ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ❧❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦✈❡ ✈❛r✐♦✉s ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
✉♠❜r❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡♥✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ♣❧❛♥❡ ❜② ❛ s❡❣♠❡♥t ♦r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♦r ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ R

3✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ♠❛② ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❢♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛ ❛♥❞ t❤❛t t✇♦ ❢❛t
❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❞✐s❥♦✐♥t ♦❜st❛❝❧❡s ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n ❝❛♥ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛s ♠❛♥② ❛s Ω(n) ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛✳ ■♥ ❛ s❝❡♥❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ k ❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♥✈❡①
♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛♥ Ω(nk2 + k4) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❛♥❞ ❛ O(nk3) ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t②❀
✐❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ♠❛② ✐♥t❡rs❡❝t✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣r♦✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ O(n2k2)✳

❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ k ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n✱ s♦♠❡ ♦❢
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ Ω(n2k3 +nk5)
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n3k3) ✭t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ ♣❛✐r✇✐s❡
❞✐s❥♦✐♥t ❢♦r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡
✜rst ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ k ❛♥❞ n✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈❡ t❤❛t
t❤❡ ✉♠❜r❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛r❝s ♦❢ ❝♦♥✐❝s✱ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥tr✐❝❛t❡ t❤❛♥ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉❧❧ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ♣❡♥✉♠❜r❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ✇❤♦s❡
✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇✱ ✐♥ Ω(nk+k4) ❛♥❞ O(nkα(k)+k4)❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡
♦♥❧② O(1) ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② m✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ✐♥ Ω(nα(k)+km+k2)
❛♥❞ O(nα(k) + kmα(k) + k2)✳

∗❘❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❋✐❢t❤ ▼❝●✐❧❧✲■◆❘■❆ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②
✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s✱ ❋❡❜r✉❛r② ✹✕✶✵✱ ✷✵✵✻✱ ❤❡❧❞ ❛t t❤❡ ❇❡❧❧❛✐rs ❘❡s❡❛r❝❤ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❝●✐❧❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥
❍♦❧❡t♦✇♥✱ ❙t✳ ❏❛♠❡s✱ ❇❛r❜❛❞♦s✱ ❲❡st ■♥❞✐❡s✳

†▲❖❘■❆✱ ■◆❘■❆ ◆❛♥❝② ✲ ●r❛♥❞ ❊st✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ◆❛♥❝② ✷✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❋✐rst♥❛♠❡✳▲❛st♥❛♠❡❅❧♦r✐❛✳❢r✳
¶●✐♣s❛✲▲❛❜✱ ❈◆❘❙ ❯▼❘ ✺✷✶✻✱ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♠❛r❝✳❣❧✐ss❡❅♥♦r♠❛❧❡s✉♣✳♦r❣✳
‡■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s ✲ ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❖❧✐✈✐❡r✳❉❡✈✐❧❧❡rs❅✐♥r✐❛✳❢r✳
§❙❛❛r❧❛♥❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❋❘ ■♥❢♦r♠❛t✐❦✱ ❙❛❛r❜rü❝❦❡♥✱ ●❡r♠❛♥②✱ rs❡✐❞❡❧❅❝s✳✉♥✐✲s❜✳❞❡✳



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙❤❛❞♦✇s ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❤✉♠❛♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❬✶✺✱ ✷✵❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡❛❧✐st✐❝
s❤❛❞♦✇s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✳ ❆
✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r r❡♥❞❡r✐♥❣ s❤❛❞♦✇s ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
s✉r✈❡②s ❬✽✱ ✷✷❪✮ ❛♥❞ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ♠❛❦❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝s ❤❛r❞✇❛r❡ ✭s❡❡ t❤❡ s✉r✈❡②
❬✶✸❪✮✳

❆ ♣♦✐♥t ✐s ✐♥ t❤❡ ✉♠❜r❛ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡ ❛♥② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✭s✮❀ ✐t ✐s ✐♥ ❢✉❧❧ ❧✐❣❤t ✐❢ ✐t
s❡❡s ❡♥t✐r❡❧② ❛❧❧ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✭s✮❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ✐♥ t❤❡ ♣❡♥✉♠❜r❛✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣❡♥✉♠❜r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐❣❤t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✱ ❧❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s❀ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✼✱ ✾✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✶✹✱ ✶✻✱ ✶✽✱ ✶✾❪✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦✈❡ ✈❛r✐♦✉s ❜♦✉♥❞s✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ✉♠❜r❛ ❛♥❞ ♣❡♥✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ♣❧❛♥❡ ❜② s❡❣♠❡♥t ♦r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✭s✮ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♦r ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ R

3✳ ❯♥❧❡ss s♣❡❝✐✜❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱

t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡ ✭❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♦❜st❛❝❧❡s✮ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t

❢♦r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❢♦r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✳ ❲❡ s❤♦✇✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ♠❛② ❝❛st✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❢♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉♠❜r❛ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♦♥❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t✇♦
❢❛t ❝♦♥✈❡① ♦❜st❛❝❧❡s ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛s ♠❛♥② ❛s Ω(n) ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡
❛❧s♦ ♣r♦✈❡ ❛♥ Ω(nk2 + k4) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
t❤❡ ✉♠❜r❛ ❛♥❞ ❛ O(n2k2) ✭r❡s♣✳✱ O(nk3)✮ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❛ s❝❡♥❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ k ♣♦ss✐❜❧② ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ✭r❡s♣✳✱ ❞✐s❥♦✐♥t✮ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② n✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ k
❝♦♥✈❡① ♦❜st❛❝❧❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ Ω(n2k3 + nk5) ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❤❛s ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
O(n3k3)✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ✜rst ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ k ❛♥❞ n✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❛s♣❡❝t ❣r❛♣❤✱ ❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s ❛❧❧ t♦♣♦❧♦❣✐✲

❙❝❡♥❡ t②♣❡ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞

❙❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✿

2 ❞✐s❥♦✐♥t tr✐❛♥❣❧❡s ✹ O(1)

2 ❢❛t ❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ Ω(n) O(n)

k ❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ Ω(nk2 + k4) O(nk3)

k ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ Ω(nk2 + k4) O(n2k2)

P♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✭s✮✿ ❖♥❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ O(k) ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s

k ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ Ω(n2k3 + nk5) O(n3k3)

❚❛❜❧❡ ✶✿ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s
♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ♦♥❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ♦r ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t
s♦✉r❝❡✭s✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ k ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n)✳

▲✐❣❤t s♦✉r❝❡s ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞

O(1) ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ s✐③❡ m Ω(nα(k) + km + k2) O(nα(k) + kmα(k) + k2)

O(k) ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ s✐③❡ O(n) Ω(nk + k4) O(nkα(k) + k4)

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❇♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ✉♠❜r❛ ❛♥❞ ♣❡♥✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ❛
s❡t ♦❢ k ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✳

✷



❝❛❧❧② ❞✐st✐♥❝t ✈✐❡✇s ♦❢ ❛ s❝❡♥❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ s❝❡♥❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❛ ✈✐❡✇♣♦✐♥t s♣❛❝❡ ❬✺❪✳ ❚✇♦ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥t s♣❛❝❡ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✿ t❤❡ ♦rt❤♦❣r❛♣❤✐❝

♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ✈✐❡✇ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛t ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ ❛❧❧ ❧✐♥❡s ♦❢ s✐❣❤t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛
✈✐❡✇✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ✈✐❡✇ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥ R

3 ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✳
■♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❞❡ ❇❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛ s❝❡♥❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ k ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛
♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n ❤❛s ❛t ♠♦st O(n4k2) ❞✐st✐♥❝t ♦rt❤♦❣r❛♣❤✐❝ ✈✐❡✇s ❛♥❞ ❛t ♠♦st O(n6k3)
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇s✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ t✐❣❤t ❛s s❤♦✇♥ ❜② ❆r♦♥♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✶❪✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡
❧✐♠✐t t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤♦s❡ ✈✐❡✇s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t
s♦✉r❝❡s✳

❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ s❡❣♠❡♥t
❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✉♠❜r❛ ♠❛② ❤❛✈❡ ❢♦✉r
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ tr✐❛♥❣❧❡ ♦❜st❛❝❧❡s ❝♦♠❡s ❛s ❛ t♦t❛❧ s✉r♣r✐s❡✳ ❖✉r ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞s ♦❢ Ω(nk2 + k4) ❛♥❞ Ω(n2k3 + nk5) ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
❢♦r k ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n✱ ❛r❡ r❛t❤❡r ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢
t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ❛r❡ ✈❡r② ❧♦♥❣ ❛♥❞ t❤✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ Ω(n)
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❢❛t ♣♦❧②❣♦♥s ♦r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n)✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ O(nk3)✱ O(n2k2) ❛♥❞ O(n3k3)✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡
♥♦t ❛ ♣r✐♦r✐ t✐❣❤t✱ t❤❡② s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❦♥♦✇♥ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ O(n4) ❛♥❞ O(n6) ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t
❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t✐❣❤t ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐ts str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉♠❜r❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛r❝s ♦❢ ❝♦♥✐❝s✱ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧②
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥tr✐❝❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉❧❧ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ♣❡♥✉♠❜r❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ✐♥ Ω(nk + k4) ❛♥❞
O(nkα(k) + k4)✱ ✇❤❡r❡ α(k) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❆❝❦❡r♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱
✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② O(1) ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② m✱ t❤❡♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉❧❧ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ♣❡♥✉♠❜r❛ ✐s ✐♥ Ω(nα(k)+km+k2) ❛♥❞ O(nα(k)+kmα(k)+k2)✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳
❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❛❧♠♦st t✐❣❤t ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❜❡t✇❡❡♥ ❢✉❧❧ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ♣❡♥✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
✉♠❜r❛✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛
❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳

✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

▲❡t s ❜❡ ❛ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ p ❛ ♣♦✐♥t✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② 〈s, p〉 t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧s t♦ s
❛♥❞ p✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤ p ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❛♥② tr✐♣❧❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥ts
s1✱ s2 ❛♥❞ s3✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② 〈s1, s2, s3〉 ✐ts s❡t ♦❢ ❧✐♥❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧s✳ ■t ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢❛❝t
t❤❛t 〈s1, s2, s3〉 ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❧✐♥❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✉❧✉s ♦❢ ❛ r✉❧❡❞ q✉❛❞r✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✭s❡❡
❡✳❣✳ ❬✶✼❪✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧s ❧✐❡ ♦♥ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ♦❢ ♦♥❡ s❤❡❡t ✇❤❡♥ t❤❡
t❤r❡❡ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡✳ ■❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡
♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧s ❧✐❡ ♦♥ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
♣❛r❛❜♦❧♦✐❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡② ❧✐❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♣❧❛♥❡s✳ ❍❡♥❝❡ ❛♥② s❡t ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❛❧s✱ ✇❤❡t❤❡r
〈s, p〉 ♦r 〈s1, s2, s3〉✱ ❢♦r♠s ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❛ q✉❛❞r✐❝ ✭♣♦ss✐❜❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♣❧❛♥❡s✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❛❧s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛t ♠♦st t❤r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✱ ♦r ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛t ♠♦st
t❤r❡❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❧✐♥❡ s♣❛❝❡ ❬✹❪✳ ❙❧✐❣❤t❧② ❛❜✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❧❡t 〈s, p〉 ❛♥❞
〈s1, s2, s3〉 ❞❡♥♦t❡ ♥♦t ❥✉st s❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ R

3✳
▲❡t P ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s ♦r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✐♥ R

3 ✇✐t❤ L ⊂ P ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s

✸



❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ P \ L
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❆ s✉r❢❛❝❡ σ = 〈e, v〉 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡✈✲s✉r❢❛❝❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❞✐st✐♥❝t
♦❜❥❡❝ts P,Q ∈ P s♦ t❤❛t e ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ P ✱ v ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ Q ❛♥❞ σ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳ ❆
s✉r❢❛❝❡ σ = 〈e1, e2, e3〉 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ♦❜❥❡❝ts P,Q,R ∈ P
s♦ t❤❛t e1✱ e2 ❛♥❞ e3 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡❞❣❡s ♦❢ P ✱ Q ❛♥❞ R ❛♥❞ σ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳ ■t
✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡✈ ❛♥❞ ❡❡❡ s✉r❢❛❝❡s ✐s ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡
❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡ ❬✺❪✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ❡✈ ♦r ❡❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐❢ ✐t ✐♥t❡rs❡❝ts
❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳

❆♥② ♣❧❛♥❡ Π ✐♥t❡rs❡❝ts ❛♥ ❡✈✲s✉r❢❛❝❡ ♦r ❛♥ ❡❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❛r❝s ♦❢ ❛ ❝♦♥✐❝ ✭❡❛❝❤
♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ♦r ♣♦ss✐❜❧② ❛ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t✮✳

❍❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❝s ♦❢ ❝♦♥✐❝s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛❞♦✇
r❡❣✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡ Π✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛r❝s ✐♥ Π✱ ❝❛❧❧❡❞ s❤❛❞♦✇

❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Π ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❢r❡❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✶ t❤❛t
✐♥t❡rs❡❝t ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥ ❛♥ ❡✈ ♦r ❡❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡
s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥ Π ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

❆ ♣♦✐♥t p ✐s ✐♥ t❤❡ ✉♠❜r❛ ✐❢✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t q ♦♥ ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t pq ✐♥t❡rs❡❝ts ❛♥
♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ P \ L✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ p ✐s ✐♥ ❢✉❧❧ ❧✐❣❤t ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♣♦✐♥t q ♦♥ ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t
pq ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ❛♥② ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ P \ L✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ p ✐s ✐♥ t❤❡ ♣❡♥✉♠❜r❛✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❛♥❞
♣❡♥✉♠❜r❛ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✶✹❪✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧
❛r❝s ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ✉♠❜r❛ ♦r ♣❡♥✉♠❜r❛ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s❀ s♦♠❡ ❛r❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ♦t❤❡r ❧✐❣❤t✐♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✉♠❜r❛ ❛♥❞ ♣❡♥✉♠❜r❛ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❝❛st ❜②
❛ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ♦r ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✭s✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s ♦r ❝♦♥✈❡①
♣♦❧②❤❡❞r❛✳

✸ ❚❤❡ ♣❡♥✉♠❜r❛ ❜♦✉♥❞❛r②

❲❡ ♣r♦✈❡ ❤❡r❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♣❡♥✉♠❜r❛ ❛♥❞ t❤❡
❢✉❧❧ ❧✐❣❤t ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ❛ s❡t ♦❢ k ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❛♥❞ ♣❡♥✉♠❜r❛ ❛s t❤❡ s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥✳ ❲❡
❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡
♦❜st❛❝❧❡s s✐♥❝❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡✳ ❲❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ s♦♠❡
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥✳

Pr♦♣❡rt② ✶✳ ❚❤❡ s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥ ❝❛st ❜② ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜st❛❝❧❡s
✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥s ❝❛st ❜② ❡❛❝❤ ♦❜st❛❝❧❡✳

Pr♦♣❡rt② ✷✳ ❚❤❡ s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ Π ❜② ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ S ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ✐♥ Π✳ ❊❛❝❤ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ Π ✇✐t❤ ❛ ✭❝❧♦s❡❞✮ ❤❛❧❢s♣❛❝❡ ✭✐✮ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s P ✱ ✭✐✐✮ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r✐♦r
❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t S✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t❤❛t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ t❛♥❣❡♥t t♦ P ❛♥❞ S ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥
❡❞❣❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ ❤❛❧❢s♣❛❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ P ❢r♦♠ S
❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡✈✲s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ P ❛♥❞ S✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❡✈✲s✉r❢❛❝❡s✳

✶❆ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t e ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢r❡❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ e ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r✐♦r ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t X❀ s❡❣♠❡♥t e ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢r❡❡ ✐❢ ✐t ✐s ❢r❡❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ✇✐t❤ ❛❧❧
♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❆ ♠❛①✐♠❛❧ ❢r❡❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ✐s ❛ ❢r❡❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t t❤❛t ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✉♥❞❡r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❢r❡❡ s❡❣♠❡♥t ✐s ❡✐t❤❡r ❛t ✐♥✜♥✐t② ♦r ❧✐❡s ♦♥ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t✳

✹



light

full light

shadow

full light

shadow
x

z

y

light

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✿ Ω(k2) ❛♥❞ Ω(kα(k)) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ❛ s❡t ♦❢ k ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛

♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✱ ✐s✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ✐♥ Ω(nk + k4) ❛♥❞

O(nkα(k) + k4)✱ ✇❤❡r❡ α(k) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❆❝❦❡r♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡r❡

❛r❡ ♦♥❧② O(1) ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② m✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥ ✐s ✐♥

Ω(nα(k) + km + k2) ❛♥❞ O(nα(k) + kmα(k) + k2)✳

Pr♦♦❢✳ ❇② Pr♦♣❡rt② ✷✱ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ Π ❜② ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♦♥❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❤❛s m ❡❞❣❡s ❛♥❞
t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❤❛s ni ❡❞❣❡s✱ t❤❡ s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥ ✐♥ Π ❤❛s O(ni + m) ❡❞❣❡s✳ ❇② Pr♦♣❡rt② ✶✱ t❤❡
s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ k ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n ✐s t❤✉s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ k
❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n+km)✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O((n+km)α(k)+k2) ❬✷❪✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞s ❤♦❧❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ O(1) ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② m✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢
O(k) ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ❛r❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✱ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n✱ t❤❡ s❤❛❞♦✇
r❡❣✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ O(k2) ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(nk)✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②
O(nkα(k) + k4)✳

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ✕ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✐♥ ❬✷❪✳ ■♥ ❛❧❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡ Π ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❡ z = 0✳

Ω(k2) ❛♥❞ Ω(k4) ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛t ❛ ❤❡✐❣❤t z
✭❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✮ ❛♥❞ ❛ ❣r✐❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ k t❤✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❛t ❤❡✐❣❤t z = 1
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ k ♦t❤❡r t❤✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❛t ❤❡✐❣❤t z = 2✳ ❚❤❡② ❢♦r♠ ❛ ❣r✐❞
♦❢ s❤❛❞♦✇ ♦♥ ♣❧❛♥❡ Π ✇❤✐❝❤ ❤❛s s✐③❡ Ω(k2)✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❜② k ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t
s♦✉r❝❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❣✐✈❡s✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② Ω(k4)✳

Ω(kα(k)) ❡①❛♠♣❧❡✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♣♦s✐t✐✈❡
z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ k ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ ♣❧❛♥❡ z = 1 ✭✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ y ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮
❤❛✈✐♥❣✱ ✐♥ t❤❛t ♣❧❛♥❡✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ s✐③❡ Ω(kα(k))❬✷✶❪✳ ❲❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t
✐♥t♦ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞ ❧✐♥❦✐♥❣ ✐t t♦ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ y = 0 ❧✐♥❡ ✭✐♥ ♣❧❛♥❡ z = 1✮✳ ❲❡ ❣❡t ❛ s❡t ♦❢
tr❛♣❡③♦✐❞s ✇❤♦s❡ s❤❛❞♦✇✱ ✐♥ ♣❧❛♥❡ z = 0✱ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ z ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧②
t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♠❛❞❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❜②
♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ♣❧❛♥❡ z = 1✳

Ω(nα(k)) ❡①❛♠♣❧❡✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❋✐rst ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❛❜♦✈❡ Ω(kα(k)) ❡①❛♠♣❧❡ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ❧❡❢t ✏✈❡rt✐❝❛❧✑ s✐❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♣❡③♦✐❞ ❤❛s s❧♦♣❡ γ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ✏✈❡rt✐❝❛❧✑ s✐❞❡ ❤❛s s❧♦♣❡ −γ✱
❢♦r s♦♠❡ γ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ◆♦✇✱ ❜② s♦♠❡ s✉✐t❛❜❧❡ s❝❛❧✐♥❣✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛❧❧ s❧♦♣❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✇❛❧❧s
str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ kπ

n
✭✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✮✳ ❆ss❡♠❜❧❡ n

k
❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦

❛ ❧❛r❣❡ r❡❣✉❧❛r n
k
✲❣♦♥ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② Ω(kα(k))✳

✺



❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s k ❝♦♥✈❡① 3n
k
✲❣♦♥s ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ n

k
❝♦♣✐❡s ♦❢

t❤❡ s❛♠❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡✐r ✇❛❧❧s✳
❚❤✐s s❡t ♦❢ k ❝♦♥✈❡① 3n

k
✲❣♦♥s✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ z = 1

♣❧❛♥❡✱ ❡♥❣❡♥❞❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ z✱ s❤❛❞♦✇s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
nα(k)✳

Ω(mk) ❡①❛♠♣❧❡✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ m✲❣♦♥ ❛s ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛ t❤✐♥
r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛s ♦❜st❛❝❧❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❤❛s s✐③❡ Ω(m)✳ ❯s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛❞♦✇s ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❡❛s✐❧② ❣✐✈❡s ❛♥ Ω(mk) ❡①❛♠♣❧❡✳

❚❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ s♠❛❧❧ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ Ω(nk+k4) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ O(nkα(k)+k4) ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ Ω(k2 + mk + nα(k)) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ O(k2 + mkα(k) + nα(k))
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳

3n
k -gon containing an in-

stance of the same segment
in each of the n

k copies of
the upper envelope

light source

k convex 3n

k
-gons

❋✐❣✉r❡ ✷✿ Ω(nα(k)) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

✹ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥
❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ❛ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ♦r ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✭s✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ♦♥❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ k ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n ✐s O(n2k2) ✐❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♠❛② ✐♥t❡rs❡❝t

❛♥❞ O(nk3) ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✻



full light

light

shadow

obstacle

full light

light

obstacles

shadow

❋✐❣✉r❡ ✸✿ Ω(mk) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ❛ s❡t ♦❢ k ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣✮

❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✱ ✐s O(n3k3)✳

❲❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛ ❢r♦♠ ❬✻❪✳

▲❡♠♠❛ ✹ ✭❬✻✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶❪✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ p ❛r❝s ♦❢ ❝♦♥✐❝s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ Π s✉❝❤ t❤❛t ❛♥②

✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥ Π ✐♥t❡rs❡❝ts ❛t ♠♦st q ❛r❝s✱✷ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

♣❧❛♥❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ✐s Θ(pq)✳

✹✳✶ ❚❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ❜② ❛ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡

❲❡ ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s
t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡❣♠❡♥t
❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ❡❡❡✲s✉r❢❛❝❡s σ = 〈e1, e2, e3〉 t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛r❡
s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ e1✱ e2 ♦r e3 ✐s t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡✈✲s✉r❢❛❝❡s
σ = 〈e, v〉 ❡✐t❤❡r e ✐s t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ♦r v ✐s ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❡♥❞♣♦✐♥ts✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❧❛♥❡ r♦t❛t✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧✐♥❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t
s♦✉r❝❡✳ ❋✐rst✱ ✐❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✱ s✱ ✐s ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡ Π✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❝❡♥❡✱ s❡♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥✜♥✐t② t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❧✐♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ Π❀ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ Π✳
❚❤❡ s✇❡❡♣ ♣❧❛♥❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ π✱ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ s❀ ✇❡ ✇✐❧❧ s❛② t❤❛t✱
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s✇❡❡♣✱ t❤✐s ❧✐♥❡ ♠♦✈❡s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳

■♥ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ♦❢ ❛r❝s ♦❢ ❝♦♥✐❝s ✐♥ Π ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❤❛❞♦✇
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ O(nk3) ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ A ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
②✐❡❧❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❚❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s❀ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❛♥ ❛r❝ ♦❢ ❝♦♥✐❝ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ Π ✇✐t❤ ✭✐✮ t❤♦s❡ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s e1 ❛♥❞ e2 ♦❢
t✇♦ ♦t❤❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛♥❞ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛
✭t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s ❢♦r♠ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❡❡❡✲s✉r❢❛❝❡s✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤♦s❡ ❧✐♥❡s t❤❛t
❛r❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ ❛ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❡❣♠❡♥t
❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✭t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s ❢♦r♠ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❡✈✲s✉r❢❛❝❡s✮✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r♦ss✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣❧❛♥❡ π ❛♥❞ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

✷▲❡♠♠❛ ✷✳✶ ✐♥ ❬✻❪ ✐s st❛t❡❞ ✇✐t❤ ❏♦r❞❛♥ ❛r❝s t❤❛t ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡rs❡❝t ❛t ♠♦st ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛♥❞
s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ❛r❝s ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ❛t ♠♦st q ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ tr✐✈✐❛❧❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
✭♣♦ss✐❜❧② ✈❡rt✐❝❛❧✮ ❝♦♥✐❝ ❛r❝s s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛t ♠♦st q ❛r❝s✳

✼



▲❡♠♠❛ ✺✳ P❧❛♥❡ π ♣r♦♣❡r❧② ✐♥t❡rs❡❝ts ❛t ♠♦st O(nk) ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐❢ t❤❡ ♦❜st❛✲

❝❧❡s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ♠❛② ✐♥t❡rs❡❝t ❛♥❞ O(k2) ♦t❤❡r✇✐s❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ Π ♦❢ ❧✐♥❡s ℓ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✭✐✮ tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ s ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t t♦ t✇♦ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛✱ ✭✐✐✮
tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ ❛♥ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ s ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ ♦r ✭✐✐✐✮ tr❛♥s✈❡rs❛❧
t♦ s ❛♥❞ t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✈❡rt❡①✳

❆♥ ✐♥st❛♥❝❡ π ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣❧❛♥❡ ♥❡✈❡r ♣r♦♣❡r❧② ✐♥t❡rs❡❝ts ❛♥ ❛r❝ ♦❢ t②♣❡ ✭✐✐✐✮ ✭s✐♥❝❡ s✉❝❤
❛♥ ❛r❝ ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ π ♦r ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ✐t✮✳ ◆♦✇✱ ✐❢ π ✐♥t❡rs❡❝ts ❛♥ ❛r❝ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r t✇♦ t②♣❡s✱ t❤❡♥ π ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡ ℓ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ t✇♦ ♣♦❧②❣♦♥s ♦❢
P ∩ π✳ ■❢ t❤❡ k ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s ♠❛② ✐♥t❡rs❡❝t ✭r❡s♣✳✱ ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ O(nk)
✭r❡s♣✳✱ O(k2)✮ ❧✐♥❡s ✐♥ π t❤❛t ❛r❡ t❛♥❣❡♥t t♦ t✇♦ ♣♦❧②❣♦♥s ♦❢ P ∩ π✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r❛♠❡ ✐♥ ♣❧❛♥❡ Π ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ s❀ t❤❡ ♦t❤❡r ❛①✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳

❲❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❊❛❝❤ ❛r❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡✐t❤❡r t♦ ❛
♣❛t❝❤ ♦❢ ❛♥ ❡✈ ♦r ❡❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❡✈✲s✉r❢❛❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❡❞❣❡ ♦r t❤❡
✈❡rt❡① ✐s ♦♥ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st O(n) s✉❝❤ s✉r❢❛❝❡s✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛r❝s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡❡❡✲s✉r❢❛❝❡s✳ ▲❡t ni ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡①
♣♦❧②❤❡❞r♦♥ Pi✱ 1 ≤ i ≤ k✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❡❡✲s✉r❢❛❝❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❢r♦♠
❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ Pi ❛♥❞ Pj ✐s O(ni+nj) ❬✸✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✻❪✳ ❚❤❡♥✱

∑
1≤i<j≤k O(ni+nj) = O(nk)✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st O(nk) ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛t ♠♦st
O(nk) ♦r O(k2) s✉❝❤ ❛r❝s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥t❡rs❡❝ts ✭▲❡♠♠❛ ✺✮✳ ❚❤✉s
▲❡♠♠❛ ✹ ❣✐✈❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ O(n2k2) ♦r O(nk3) ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛✱ ✐s t❤✉s O(n2k2) ✐❢ t❤❡
♦❜st❛❝❧❡s ♠❛② ✐♥t❡rs❡❝t ❛♥❞ O(nk3) ♦t❤❡r✇✐s❡✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ t✐❣❤t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡✱ ✐♥
▲❡♠♠❛ ✶✶✱ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ t✐❣❤t ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A✳

✹✳✷ ❚❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ❜② ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s

❚♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B ♦❢ ❛r❝s ♦❢ ❝♦♥✐❝s t❤❛t✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤❡r❡✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ t❤❡ ✐♥✲
t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ Π ✇✐t❤ ✭✐✮ t❤❡ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ ❛ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥✈❡①
♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛♥❞ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✭t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s ❢♦r♠ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❡✈✲s✉r❢❛❝❡s✮ ✭✐✐✮ t❤❡ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ ❡❞❣❡s
♦❢ t❤r❡❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛♥❞ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✭t❤❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s ❢♦r♠ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❡❡❡✲s✉r❢❛❝❡s✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t B ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥
❛r❝s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✉r❢❛❝❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ♦r ♣♦ss✐❜❧② ❜② s✉r❢❛❝❡s t❤❛t
✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ♦t❤❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ O(n3k3) ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ B ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛✳

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✶✷❪✮✳

▲❡♠♠❛ ✻✳ ❆♥② ❧✐♥❡ L ✐♥ Π ♣r♦♣❡r❧② ✐♥t❡rs❡❝ts ❛t ♠♦st O(nk2) ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

Pr♦♦❢✳ ❆♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ L ❛♥❞ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
❧✐♥❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛♥ ❡✈ ♦r ❡❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✜rst ❡✈✲s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡
tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❧✐❡s ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s L ❛♥❞ ❛ ✈❡rt❡①✱ s❛② v✱ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛✳
❚❤❡r❡ ❡①✐st O(n) s✉❝❤ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st O(k) ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤ v t❤❛t

✽



❛r❡ t❛♥❣❡♥t t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✭s✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ♣r♦♣❡r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ L ❛♥❞
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st O(nk) ♣♦✐♥ts ♦♥ L ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧✐♥❡s ✐♥ ❡✈✲s✉r❢❛❝❡s✳

◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❡❡✲s✉r❢❛❝❡s✳ ▲❡t ni ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ Pi✱ ❢♦r
1 ≤ i ≤ k✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❡❡✲s✉r❢❛❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ Pi✱ Pj ❛♥❞
Pl✱ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ Pi✱ Pj ❛♥❞ Pl✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t L ✐s O(ni +nj +nl) ❬✸✱ ▼❛✐♥
▲❡♠♠❛❪✳ ❙✐♥❝❡

∑
1≤i<j<l≤k O(ni +nj +nl) = O(nk2)✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st O(nk +nk2) = O(nk2)

♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❧✐♥❡ L ♦♥ Π✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡ Oxy ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ Π✳ ❲❡
❝❛❧❧ Ox t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ Oy t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ❲❡ ✜rst ❜r❡❛❦ ❛❧❧ ❝♦♥✐❝ ❛r❝s ✐♥t♦ ♠❛①✐♠❛❧
❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣✐❡❝❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s ♦♥❧② ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r✳

❆s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✱ ✇❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ▲❡t ni

❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ Pi✱ 1 ≤ i ≤ k ❛♥❞ e ❛♥ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❡❡✲
s✉r❢❛❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t t♦ B ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ e ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ Pi ❛♥❞ Pj ✐s O(ni +nj)
❬✸✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✻❪✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e✱ t❤❡r❡ ❛r❡✱ ❛t ♠♦st✱

∑
1≤i<j≤k O(ni +nj) = O(nk) ❡❡❡✲

s✉r❢❛❝❡s ❤❛✈✐♥❣ e ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈✲s✉r❢❛❝❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❡❞❣❡ e ♦r ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ✐s O(n)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐st n ❡❞❣❡s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧
s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ O(n2k)✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st O(n2k) ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡
✐♥t❡rs❡❝ts ❛t ♠♦st O(nk2) s✉❝❤ ❛r❝s ✭▲❡♠♠❛ ✻✮✳ ❚❤✉s ▲❡♠♠❛ ✹ ❣✐✈❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ O(n3k3)
♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛♥❞
t❤✉s ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛✱ ✐s t❤❡♥ O(n3k3)✳

✺ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛✳

✺✳✶ ❚❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ❜② ❛ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡

❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ❜② ❛ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ♦❜st❛❝❧❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ ❆ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t✇♦ tr✐❛♥❣❧❡s ♠❛② ❝❛st✱ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ❢♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❡♥❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✱ s✱ t✇♦ tr✐❛♥❣❧❡s✱ T1 ❛♥❞
T2✱ ❛♥❞ ❛ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡✱ Π✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ z = 0❀ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✭❛✮ s❤♦✇s ❛ s✉♣❡rs❡t ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ✉♠❜r❛✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s✐♠♣❧② ❛r❣✉❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ ❞♦ t❤✐s ❜② ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❢♦✉r s❡❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛r❣✉✐♥❣ t❤❛t t❤❡②
❛r❡ ❡❛❝❤ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❧❛♥❡s r♦t❛t✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ ♣❧❛♥❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡❀ ❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s s✉❝❤
❛ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✉♠❜r❛ ✐♥ t❤♦s❡ ♣❧❛♥❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❜✐t❛♥❣❡♥ts✳

▲❡t P+ ❜❡ ♦♥❡ s✉❝❤ ♣❧❛♥❡ ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s✮ ❛♥❞ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦✐♥t (0, 7, 0) ❛♥❞ L+ t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ P+ ❛♥❞ Π✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ s❡❣♠❡♥t s✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ P+ ❛♥❞
t❤❡ t✇♦ tr✐❛♥❣❧❡s T1 ❛♥❞ T2✱ L+ ❛♥❞ ❢♦✉r ❜✐t❛♥❣❡♥ts t❤❛t t♦❣❡t❤❡r ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✉♠❜r❛ ♦♥ L+✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts R+

1 ❛♥❞ R+
2 ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❜✮✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡✱ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣

✾



t❤❡ ❜✐t❛♥❣❡♥ts✱ t❤❛t R+
1 ❛♥❞ R+

2 ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✉♠❜r❛✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛ ♦♥
t❤❡ ❧✐♥❡ L+✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ♦t❤❡r s❡❣♠❡♥ts✱ R−

1 ❛♥❞ R−
2 ✱ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❧❛♥❡ P−

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ xz✲♣❧❛♥❡ ✭t❤r♦✉❣❤ ♣♦✐♥t (0,−7, 0) ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❝❡♥❡ ✐s
s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❞✮✮✳

◆♦✇✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r s❡❣♠❡♥ts R+
1 ✱ R−

1 ✱ R+
2 ❛♥❞ R−

2 ❧✐❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t t✇♦ ❧✐♥❡s ♦♥ Π ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦ ♣♦✐♥t
✐♥ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❢♦✉r s❡❣♠❡♥ts ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❜✮✳

❋✐rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡ y = 0 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t s❡❣♠❡♥t s ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s❤❛❞♦✇
♣❧❛♥❡ Π✳ ❚❤✐s ♣❧❛♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts Π ✐♥ ❛ ❧✐♥❡✱ δ1✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❜✮✱ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡s R+

1 ❛♥❞
R+

2 ❢r♦♠ R−
1 ❛♥❞ R−

2 s✐♥❝❡ P+ ❛♥❞ P− ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❧❛♥❡ y = 0✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t δ1

❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ y = 0 ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❣♠❡♥t
s ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ tr✐❛♥❣❧❡s T1 ❛♥❞ T2❀ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❝✮✳ ❆ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❜✐t❛♥❣❡♥ts r❡✈❡❛❧s t❤❛t ♥♦
♣♦✐♥t ♦❢ δ1 ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✉♠❜r❛✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ Π✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ t✇♦ tr✐❛♥❣❧❡ ❤②♣♦t❡♥✉s❡s ❛♥❞ ❣♦✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ♦❢ s✳ ▲❡t δ2 ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ Π❀ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❜✮✳
❊❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ δ2 s❡♣❛r❛t❡s R+

1 ❛♥❞ R−
2 ❢r♦♠ R−

1 ❛♥❞ R+
2 ✳ ❚❤❡r❡

❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ♦♥ δ2 s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❜✉t ♥♦t t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❤②♣♦t❡♥✉s❡s ❛r❡ ♣❛✐r✲
✇✐s❡ s❦❡✇ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛
❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ♦❢ ♦♥❡ s❤❡❡t ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝ts Π ✐♥ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧❛✳ ❲❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝✉r✈❡ t♦ ❜❡ 41y2 − 52xy +928 = 0✳ ❚❤✐s ❝✉r✈❡ ❛❞♠✐ts t✇♦ ❛s②♠♣t♦t❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥
♥♦ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
❛s②♠♣t♦t❡s ✐s δ1 ❛♥❞ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r t♦ ❜❡ δ2✳

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡
❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛♥② s②♠♠❡tr✐❡s✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤✐s ✐s ❝r✐t✐❝❛❧❀ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t
st✐❧❧ ❤♦❧❞s✳
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z = 12
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ✭❛✮ ❚✇♦ tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❛ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✭✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✮ t❤❛t ❝❛st ✹ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ z = 0✳ ✭❜✮ ❚❤❡ s❝❡♥❡ r❡♥❞❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛② tr❛❝❡r ❖♣❡♥❘❚
✭t❤❡ ✉♠❜r❛ ✐s ✐♥ ❧✐❣❤t ❣r❡②✮❀ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❆♥❞r❡❛s ❉✐❡tr✐❝❤✳

✶✵



δ1

L+

L−

δ2

R+

1 R+

2

R−

1R−

2

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ✭❛✮ ❙✉♣❡rs❡t ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥ ♣❧❛♥❡ Π✳ ❚❤❡ ❢♦✉r s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ t❤❡
r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✉♠❜r❛✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r ❧✐♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳

R
+
2 R

+
1

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

R
−
1

R
−
2

✭❞✮ ✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❱✐❡✇s ✐♥ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ❜✐t❛♥❣❡♥ts t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✉♠❜r❛✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡ z = 0 ✐s✿ ✭❛✮ ♦♥❡
✭s✇❡❡♣ ♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ (0, 10, 0)✮✱ ✭❜✮ t✇♦ ✭s✇❡❡♣ ♣❧❛♥❡ P+ t❤r♦✉❣❤ (0, 7, 0)✮✱ ✭❝✮ ③❡r♦ ✭s✇❡❡♣ ♣❧❛♥❡
y = 0✮✱ ✭❞✮ t✇♦ ✭s✇❡❡♣ ♣❧❛♥❡ P− t❤r♦✉❣❤ (0,−7, 0)✮✱ ✭❡✮ ♦♥❡ ✭s✇❡❡♣ ♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ (0,−10, 0)✮✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❢❛t ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛✱ t❤❛t ✐s✱ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✇❤♦s❡
❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽✳ ❚❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ♦♥❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❢❛t

✶✶



l2

s1

l3

Π

l2 l3

s1

l2

l3

Π

p1

s1

Π

Q2

Q3

s1

p1

p1

Q2

Q3

View from p View from p

umbra

penumbra

full lightp

α

α2 α3

full light

penumbra

umbra

α

p

❋✐❣✉r❡ ✼✿ Ω(n) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n ❝❛♥ ❤❛✈❡ Ω(n) ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

Pr♦♦❢✳ ❖✉r ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ s1✱ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥
Q2 ♦❢ s✐③❡ O(n)✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ Q3✱ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t s✐③❡✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✼✳

❋✐rst ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❣♠❡♥ts s1✱ l2 ❛♥❞ l3 ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡
Π✳ ▲❡t σ = 〈s1, l2, l3〉 ❜❡ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ♣❛t❝❤✭❡s✮ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s st❛❜❜✐♥❣ s1✱ l2 ❛♥❞ l3✳ ■♥
t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡ Π✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡s P2 ❛♥❞ P3 ❛s ♦❜st❛❝❧❡s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡s
s✉♣♣♦rt✐♥❣ l2 ❛♥❞ l3✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ α✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥✐❝ ❛r❝ ♦❢ σ ∩ Π✱ ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ✉♠❜r❛ ✇❤❡r❡ t❤❡
✉♠❜r❛ ✐s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡ s✐❞❡ ♦❢ α ✭❋✐❣✉r❡ ✼✲❧❡❢t✮✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r p1✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ s1✱ ❛♥❞ ❝✉r✈❡s α2✱ α3✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛♥❡s
P2✱ P3 ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ ❛♣❡① p1 ❛♥❞ ❜❛s❡ α ✭❋✐❣✉r❡ ✼✲❝❡♥t❡r✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

◆❡①t✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s P2 ❛♥❞ P3 t♦ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s Q2 ❛♥❞ Q3 ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡♠
❜② ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ α2 ❛♥❞ α3 s✉❝❤ t❤❛t Q3 r❡♠❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ ✭✐✳❡✳✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡①
s✐❞❡ ♦❢✮ α3 ❛♥❞ Q2 ✐♥t❡rs❡❝ts α2 n t✐♠❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✼✲r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ❜② s1 ♦♥ Π ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ Q2 ❛♥❞ Q3 t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ n ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥❝❛✈❡ r❡❣✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ α ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥ t❤❛t ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ ❛♣❡① p1

❛♥❞ ❜❛s❡ Q2 ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ Π✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥s Q2 ❛♥❞ Q3 ❛r❡ ❢❛t✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦

✇❤❡♥ n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ s✐♥❝❡ Q2 ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✐❝ ❛♥❞
Q3 ✐s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t s✐③❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♣♦❧②❣♦♥s Q2 ❛♥❞ Q3 ❝❛♥ ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❢❛t ❝♦♥✈❡①
♣♦❧②❤❡❞r❛ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✉♠❜r❛✳

l2

l3

l2

l3

P2

P3

s1 s1

❋✐❣✉r❡ ✽✿ Ω(nk2) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✾✳ ❚❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ♦♥❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ k ❞✐s❥♦✐♥t

❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n ❝❛♥ ❤❛✈❡ Ω(nk2) ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✶✷



s1

l2

l3

l′2

l′3

Π

❋✐❣✉r❡ ✾✿ Ω(k4) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❣♠❡♥ts s1, l2✱ ❛♥❞ l3 ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡ Π ❛♥❞
♣❧❛♥❡s P2 ⊃ l2 ❛♥❞ P3 ⊃ l3 ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ Π✱ r❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ 〈s1, l2, l3〉 ✐♥t❡rs❡❝ts Π
✐♥ ❛ ❝♦♥✐❝ ❛r❝ α✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t✉♣✿ s1 ✐s t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡❀ P2 ❤❛s k ♥❛rr♦✇ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❤♦❧❡s
✭♦r s❧✐ts✮ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ❝❧♦s❡ t♦ l2❀ s✐♠✐❧❛r❧② P3 ❤❛s k s❧✐ts ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ❝❧♦s❡ t♦
l3✳ ✭❆ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ k s✉❝❤ s❧✐ts ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② O(k) r❡❝t❛♥❣❧❡s✮✳ ❊❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ s❧✐ts✱ s2 ❢r♦♠
P2 ❛♥❞ s3 ❢r♦♠ P3✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ s1 ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♣❡♥✉♠❜r❛ ✐♥ Π t❤❛t ✐s
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ t❤✐❝❦❡♥❡❞ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✐❝ ❛r❝ α✳

❲❡ t❤✉s ❣❡t t❤❛t t❤❡ ✉♠❜r❛ ❝♦✈❡rs t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡ Π ❡①❝❡♣t ❢♦r k2 ❝✉r✈❡s ♦❢ ♣❡♥✉♠❜r❛ t❤❛t
❛r❡ ❛❧❧ ❝❧♦s❡ t♦ α ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✲❧❡❢t✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ tr✐♠ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛♥❡s P2 ❛♥❞ P3✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ n✲s✐❞❡❞ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥ ♦♥ Π s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ t❤✐s ♣♦❧②❣♦♥ ✐s ✐♥ ❧✐❣❤t ♦r ♣❡♥✉♠❜r❛ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ k2

❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ✉♠❜r❛ t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ O(nk2) r❡❣✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
k2 ❝♦♥✐❝s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✲r✐❣❤t✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ O(k) ❝♦♥✈❡① ♦❜st❛❝❧❡s ❝❛♥ ❡❛❝❤ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡rt❡① ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✉♠❜r❛✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳ ❚❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ❛ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ k ❞✐s❥♦✐♥t

❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❝❛♥ ❤❛✈❡ Ω(k4) ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

Pr♦♦❢✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ k2 ❝✉r✈❡s ♦❢
♣❡♥✉♠❜r❛ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤✐♥ ❤♦❧❡s✳ ▼❛❦✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ s❡t ♦❢ t❤✐♥ ❤♦❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❧❛♥❡✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡
❛ s❡❝♦♥❞ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ♣❡♥✉♠❜r❛ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✉♠❜r❛ ✐s ♥♦✇
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ Ω(k4) ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A✱ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s ✭t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✮ t❤❛t t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s Θ(nk3)✳

▲❡♠♠❛ ✶✶✳ ❚❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ❝❛st ❜② ♦♥❡ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ k ❝♦♥✈❡①

♦❜st❛❝❧❡s ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② Ω(nk3)✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♦❜st❛❝❧❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❤♦❧❡s s♦ t❤❛t t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡
Π ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥ ✉♠❜r❛ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ ♣❡♥✉♠❜r❛ ❞r❛✇♥ ❜② r❛②s ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
t❤❡s❡ ❤♦❧❡s✳ ❙✉❝❤ ♦❜st❛❝❧❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❤♦❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥✐❝ α ❞r❛✇♥ ✐♥ Π ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ l1 ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✮ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ Π
✐♥ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ α✳

✶✸



umbra

α

umbra

Π

σ1

σ1, σ2

umbra

lit through
σ1 . . . σk

k2 curves of

light, each lit

through l′2,i and

l′3,j

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ Ω(nk3) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A✳

▲❡t x1 = α ∩ l1 ✭x1 ✐s ❛t ✐♥✜♥✐t② ✐❢ l1 ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ Π✮ ❛♥❞ x2✱ x3✱ x4✱ x5 ❜❡ ❢♦✉r ♦t❤❡r
♣♦✐♥ts ♦♥ α ❛♥❞ x6✱ x7 ❜❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ♦♥ l1✱ t❤❡♥ ❛♥② q✉❛❞r✐❝ t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ s❡✈❡♥ ♣♦✐♥ts
❝♦♥t❛✐♥s α ❛♥❞ l1✳ ❙✐♥❝❡ ❛ q✉❛❞r✐❝ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♥✐♥❡ ♣♦✐♥ts✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts
✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♥♥❡r ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❞r✐❝s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ l1 ❛♥❞ α✳

❋✐rst ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡t ♦❢ q✉❛❞r✐❝ s✉r❢❛❝❡s✱ σ1✱ σ2✳ ✳ ✳σk✱ ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ❖♥ σi ✇❡ ❝❤♦♦s❡
t✇♦ ❧✐♥❡s l2,i ❛♥❞ l3,i✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♥❡s lh,i ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ h ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡♥
✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ✭♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✮ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♦❜st❛❝❧❡ ♦❢ s✐③❡ O(k) ✇✐t❤ t❤✐♥ ❤♦❧❡s ❛r♦✉♥❞ ❧✐♥❡s
lh,i ❢♦r h = 2, 3; 1 ≤ i ≤ k✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❧❛♥❡ P ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦✱ Π t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts
t❤❡ q✉❛❞r✐❝s σi ✐♥ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♥✐❝s βi t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ✐♥ ♣❧❛♥❡ P ❛
❝♦♥✈❡① n✲❣♦♥ Q t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥✐❝s n t✐♠❡s ❡❛❝❤✳

❇❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ Q✱ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥ Π ✐s ❛ s❧❛❜ ♦❢ ♣❡♥✉♠❜r❛ ❛r♦✉♥❞ α✳ ❆❞❞✐♥❣ Q
❝✉ts t❤✐s ♣❡♥✉♠❜r❛ ✐♥t♦ n ♣✐❡❝❡s✱ ❛♥❞✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐❡❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ k ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱
❧❡t p0 ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣✐❡❝❡s ♦♥ α ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ k tr❛♥s✈❡rs❛❧s t❤r♦✉❣❤ p0 ❛♥❞
t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts l1✱ l2,i✱ ❛♥❞ l3,i✱ i = 1, . . . , k✱ ❛r❡ ♥♦♥✲♦❜str✉❝t❡❞✳ ■❢ ✇❡ ♠♦✈❡ ❛ ♣♦✐♥t p
❛❧♦♥❣ α ❛♥❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ p0 t❤❡s❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧s t❤r♦✉❣❤ p ❣❡t ♦❜str✉❝t❡❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r ❜② Q
✉♥t✐❧ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ♦❜str✉❝t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✉♥t✐❧ p ✐s ✐♥ t❤❡ ✉♠❜r❛ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❧❡❢t ❛♥❞ ❝❡♥t❡r✮✳ ❚❤✐s
❞❡✜♥❡s Ω(nk) r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♣❡♥✉♠❜r❛ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❧✐❣❤t ❛r♦✉♥❞ α✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❞r✐❝ σ′ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ σi ❜✉t st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ α ❛♥❞
l1✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t✇♦ ❧✐♥❡s l′2 ❛♥❞ l′3 ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✉❧✉s ❛s l1 ❛♥❞ ❛rr❛♥❣❡ ♦❜st❛❝❧❡s t♦
❧✐❣❤t Π t❤r♦✉❣❤ t❤✐♥ ❤♦❧❡s ❛r♦✉♥❞ l′2 ❛♥❞ l′3✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ❧✐t t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❤♦❧❡s ✐s ❛❧s♦ ❛ s♠❛❧❧ ❛r❡❛
❛r♦✉♥❞ α✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛rr❛♥❣❡ t❤✐♥❣s s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s ❛r❡❛ ✐s ♠✉❝❤ t❤✐♥♥❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱
❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❣❡t ❛ t❤✐♥ ❝✉r✈❡ ♦❢ ♣❡♥✉♠❜r❛ ✇❤✐❝❤ ❝r♦ss❡s ❛❧❧ t❤❡ Ω(nk) r❡❣✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡✳ ◆♦✇✱ ♠❛❦✐♥❣ k ❤♦❧❡s l′2,i ❛r♦✉♥❞ l′2 ❛♥❞ k ❤♦❧❡s l′3,j ❛r♦✉♥❞ l′3 ✇❡ tr❛♥s❢♦r♠ t❤✐s t❤✐♥

♣❡♥✉♠❜r❛ ❝✉r✈❡ ✐♥t♦ k2 ✏♣❛r❛❧❧❡❧✑ ❝✉r✈❡s ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t Ω(nk3)✳

✺✳✷ ❚❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ❜② ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ Ω(nk2 + k4) ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❢♦r ❛ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡
♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ Ω(nk3 + k6) ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✭❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛
t❤✐r❞ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ O(k) s❧✐ts ❛♥❞ ❛ ❜✐❣ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✮✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢
Ω(n2k3 + nk5) ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ❜② ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ k ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♦❜st❛❝❧❡s✳
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Light source P ′′

1

Obstacle
P ′

1

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ Ω(n2k3) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✷✳ ❚❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ♦♥❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ k
❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n ❝❛♥ ❤❛✈❡ Ω(n2k3) ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

Pr♦♦❢✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ▲❡t p ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ P1 ❛ s♠❛❧❧ n✲❣♦♥ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ p✳
❆❞❞ ❛♥ n✲❣♦♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ n ♣♦✐♥t
❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ✭✇❤❡♥ ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s✐❞❡✮✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❧❛♥❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✇✐t❤ k t❤✐♥ ❤♦❧❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❧✐♥❡ l2✳ ❚❤✐s ❝r❡❛t❡s nk ♣❛r❛❧❧❡❧
t❤✐♥ ❧✐♥❡s ♦❢ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❧✐♥❡ L ✭❜② ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ k t❤✐♥ ❤♦❧❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ n ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❛♥❞ t❤✉s ✇✐t❤ t✇♦ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t
s♦✉r❝❡s ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡ ❛s 2n ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✮ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ 2nk ❧✐♥❡s ♦❢ ❧✐❣❤t ✇✐t❤
n2k2 ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❧✐♥❡s l′2 ❛♥❞ l′3✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧s t♦ l′2✱ l′3 ❛♥❞ L ✐s ❛ q✉❛❞r✐❝✳ ❈✉t
t❤✐s q✉❛❞r✐❝ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✭❛ ♣✐❡❝❡ C ♦❢✮ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥✐❝ ❜② ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❧✐♥❡
✇✐t❤ n ✈❡rt✐❝❡s✱ P ′

1✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❛❧s t♦ t❤✐s ♣♦❧②❧✐♥❡ ✇✐t❤ l′2 ❛♥❞ l′3 ❞❡✜♥❡s ❛ ❝✉r✈❡ ♦♥
t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡ t❤❛t ❝✉ts L ✐♥ O(n) ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ P ′

1

❛♥❞ ♣✉t ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ✐t s♦ t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ✐❢ t❤❡ ♣♦❧②❧✐♥❡ P ′
1 ✇❛s

t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✭✇❤❡♥ ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t r❡❣✐♦♥✮✳ ◆♦✇✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ l′2 ❛♥❞ l′3 ❜② t✇♦ ♣❧❛♥❡
♦❜st❛❝❧❡s ✇✐t❤ Ω(k) t❤✐♥ ❤♦❧❡s ❝❧♦s❡ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ l′2 ❛♥❞ l′3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❣❡t Ω(k2) ❝✉r✈❡s
♦❢ ❧✐❣❤t✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝ts Ω(n) t✐♠❡s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ nk ❧✐♥❡s ♦❢ ❧✐❣❤t ❝❧♦s❡ t♦ L✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s
Ω(n2k3) ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s P1 ❛♥❞ P ′
1 ❝❛♥ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ P ′′

1 ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ♣❧❛♥❡ ❛s P1✱ ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦♥ l′2 ❛♥❞ l′3 s♦ t❤❛t t❤❡
❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ P1 ❛♥❞ ❛♥ ❛r❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✐❝ ❝♦♥t❛✐♥s C ♦♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✳ ❚❤❡ ✉♠❜r❛ ❝❛st ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ♦♥❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ k
❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n ❝❛♥ ❤❛✈❡ Ω(nk5) ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

Pr♦♦❢✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❧✐♥❡s l1✱ l2✱ l3 t❤❛t ❧✐❡ ❛❜♦✈❡
❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ Π✳ ❚❤❡✐r s❡t ♦❢ ❧✐♥❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧s ❢♦r♠s ❛ ♣❛t❝❤ ♦❢ q✉❛❞r✐❝ ✐♥ R

3✳ ▲❡t C ❜❡
t❤❡ ❝♦♥✐❝ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s q✉❛❞r✐❝ ✇✐t❤ Π✳ ❘❡♣❧❛❝❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ li ❜② ❛ ♣❧❛♥❡
♦❜st❛❝❧❡ ❛♥❞ k t❤✐♥ ❤♦❧❡s ❝❧♦s❡ t♦ li ❛♥❞ ♣❧❛❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧✮ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ S ❛❜♦✈❡ t❤❡s❡
♣❧❛♥❡ ♦❜st❛❝❧❡s✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛♥ n✲❣♦♥ P t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts C ❛t O(n) ♣♦✐♥ts✳ ▲❡t s4 ❛♥❞ s5 ❜❡ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣
❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❡❣♠❡♥ts✳ ▲❡t P ′ ❜❡ t❤❡ n✲❣♦♥ s②♠♠❡tr✐❝ t♦ P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ s4 ❛♥❞ s5✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r P ′ ❛s ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ♣✉t ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ✐t s♦ t❤❛t
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✐t ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✇❤❡♥ ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ C✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ♦♥
t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡ ❛ ♣♦❧②❧✐♥❡ ♦❢ ❧✐❣❤t t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts C ❛t O(n) ♣♦✐♥ts✳

◆♦✇ ♣❡rt✉r❜ s❡❣♠❡♥ts s4 ❛♥❞ s5 s♦ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡♠ ❜② ✭❤♦r✐③♦♥✲
t❛❧✮ ♣❧❛♥❡ ♦❜st❛❝❧❡s ✇✐t❤ k t❤✐♥ ❤♦❧❡s ❝❧♦s❡ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ s4 ❛♥❞ s5✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ ❣❡t
k2 ❝✉r✈❡s ♦❢ ❧✐❣❤t✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ O(n) ❝♦♥✐❝ ❛r❝s t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡rs❡❝ts C❀ ❤❡♥❝❡ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡s❡ k2 ❝✉r✈❡s ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥t❡rs❡❝ts C ❛t O(n) ♣♦✐♥ts✳ ❇② ❝❤♦s✐♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡s ♥❡❛r l1✱ l2 ❛♥❞ l3
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k2 ❝✉r✈❡s ♦❢ ❧✐❣❤t ❝❧♦s❡ t♦ P ✐♥t❡rs❡❝ts
O(n) t✐♠❡s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k3 ❝✉r✈❡s ♦❢ ❧✐❣❤t ❝❧♦s❡ t♦ C✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ ❣❡t O(nk5) ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ ✉♠❜r❛✳

❲❡ ✜♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s ✭t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✮ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s Θ(n3k3)✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B ❝♦♥t❛✐♥s✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉r✈❡s
t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧✐♠✐t ♦❢ ✉♠❜r❛ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢
t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛r❝s
t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❧✐❣❤t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛r❝s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✉r❢❛❝❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ♦r ❜② s✉r❢❛❝❡s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡
✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ♦t❤❡r ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✮✳

▲❡♠♠❛ ✶✹✳ ❚❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B ❝❛st ❜② ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ k ❝♦♥✈❡①

♦❜st❛❝❧❡s ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② Ω(n3k3)✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❛t n ❛♥❞ k ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t n
k
❛♥❞ k

4
❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r

❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ k
4
♣♦❧②❣♦♥s ❡❛❝❤✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸❪❀ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛

n
k
✲r❡❣✉❧❛r ♣♦❧②❣♦♥ A1 ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ x = 0✳ ◆❡①t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♣②✱ B0✱ ♦❢ A1 s❝❛❧❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r

♦❢ (1 + ε)✱ ❛♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ B0 ✇❡ ♣❧❛❝❡ k
4
♣♦✐♥ts✳ P♦❧②❣♦♥ Bi✱ 1 ≤ i ≤ k

4
✱ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞

❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ith ♣♦✐♥t ♦♥ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ B0✳ ■❢ ε ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ A1

❛♥❞ Bi ❛r❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦❧②❣♦♥s Bj ❢♦r 1 ≤ j ≤ k
4
❛♥❞ i 6= j✳ ◆♦✇ t❤❡ Ai✱ ❢♦r 2 ≤ i ≤ k

4
✱

❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❝♦♣✐❡s ♦❢ A1 s❝❛❧❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r 1 + i
k
ε✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ tr❛♥s❧❛t❡ s❧✐❣❤t❧② ❛❧❧ t❤❡s❡

♣♦❧②❣♦♥s s♦ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❧✐❡ ✐♥ ♣❧❛♥❡ x = 0✳ ◆❛♠❡❧②✱ t❤❡ Ai ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜② iǫ ✐♥ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ Bi ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜② iǫ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣♦❧②❣♦♥s ❛s ♦❜st❛❝❧❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ Ai✱ i ❡✈❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛s ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s❝❛❧❡ ❞♦✇♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣♦❧②❣♦♥s s♦ t❤❛t t❤❡ s❝❡♥❡ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡

l1

Π

l3

P
′

l2 s4

s5

P

C

l1

Π

l3

P
′

l2
s4

s5

k
2 curves of light, each of which

consists of Θ(n) conic arcs that
each intersects each of the k

3

conic curves of light

k
3 conic curves of light

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ Ω(nk5) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

✶✻



B1

B2

B3

B0

A2

A1 }
Ri

Si

x

y

z

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ Ω(n3k3) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B✳

Θ(nk) ❛❧♠♦st ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs ✭✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
s✐❞❡✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❝♦♣②✱ R0✱ ♦❢ B0 ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ s❛② x = 10✳ ■♥
t❤❛t ♣❧❛♥❡✱ ❧❡t S0 ❜❡ ❛ r♦t❛t❡❞ ❝♦♣② ♦❢ R0 s♦ t❤❛t t❤❡② ✐♥t❡rs❡❝t 2n

k
t✐♠❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t✇♦

❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥s Ri ❛♥❞ Si t❤❛t ❛r❡
k
4
❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ R0 ❛♥❞ ♦❢ S0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡♠ s❧✐❣❤t❧② ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ x = 10 s♦ t❤❛t ♥♦ t✇♦ ♣♦❧②❣♦♥s ✐♥t❡rs❡❝t✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B ♦♥ ♣❧❛♥❡✱ s❛② x = 20✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♣♦❧②❣♦♥s✳ ▲❡t E ❜❡

t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❡❞❣❡s✱ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❛ Ai ❛♥❞ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❛ Bj t❤❛t ❜♦✉♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♠♦st ♣♦✐♥t
❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ✭✐✳❡✳✱ ❛♥② t✇♦ ❡❞❣❡s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ x = 0✮✳

❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❡❞❣❡s rk ❛♥❞ sℓ ♦❢ Rk ❛♥❞ Sℓ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
♣❧❛♥❡ x = 10✳ ❆♥② ♣❛✐r ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ E ❞❡✜♥❡s ✇✐t❤ rk ❛♥ ❛r❝ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B ❛♥❞✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱
❛♥② ✭♣♦ss✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t✮ ♣❛✐r ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ E ❞❡✜♥❡s ✇✐t❤ sℓ ❛♥♦t❤❡r ❛r❝ ♦❢ B❀ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t✇♦
s✉❝❤ ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ❛r❝s ❛r❡✱ r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ✉♠❜r❛ ♦❢ t✇♦
✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts ❝❛st ❜② t✇♦ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ Θ(k2) ❝❤♦✐❝❡s
♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ Rk ❛♥❞ Sℓ✱

n
k
❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❡❞❣❡ rk ♦♥ Rk ❛♥❞ 2 ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ s❡❣♠❡♥t sℓ ♦♥ Sℓ❀ ❤❡♥❝❡✱

t❤❡r❡ ❛r❡ Θ(nk) ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❡❞❣❡s rk ❛♥❞ sℓ✳ ❙✐♥❝❡ E ❝♦♥s✐sts ♦❢ Θ(nk) ♣❛✐rs ♦❢ ❡❞❣❡s✱
t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B ❝♦♥t❛✐♥s Ω(n3k3) ❞✐st✐♥❝t ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛r❝s✱ t❤❛t ✐s✱ Ω(n3k3) ✈❡rt✐❝❡s✳
◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥s Ai✱ Bj ✱ Rk ❛♥❞ Sℓ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ♣❛✐r✇✐s❡
❞✐s❥♦✐♥t ✈❡r② t❤✐♥ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ B′✱ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s t❤❛t
✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❧✐❣❤t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡st ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇❡
❦♥♦✇ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ B′ ✐s Ω(n3k2+n2k4)✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❤❛✈❡ s✐③❡ Ω(n2k4)✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✮ ❛♥❞ s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧②❣♦♥s t❤❛t ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡
n ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✹ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✸✮ t❤❛t
❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ nk ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡
✉♠❜r❛ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ❡♠✉❧❛t❡ nk ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ t❤✐♥
str✐♣s ♦❢ ❧✐❣❤t ✭❝❧♦s❡ t♦ ❧✐♥❡ L ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✮ ♦♥ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t B′ ❝❛♥
❤❛✈❡ s✐③❡ Ω(n3k2)✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ♦❢ s✐③❡ n/4✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞✉♣❧✐❝❛t❡

✶✼



t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡❧s❡✇❤❡r❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s❤❛❞♦✇s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞
♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ❛r❡ t✇♦ ♣♦❧②❣♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣❧❛♥❡ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t n/2 t✐♠❡s ✭t✇✐❝❡ ♣❡r
❡❞❣❡✮✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② r❡♣❧❛❝❡ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
▲❡♠♠❛ ✶✹ t❤❛t ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ nk ♣♦✐♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♠❜r❛✱
♣❡♥✉♠❜r❛ ❛♥❞ ❢✉❧❧②✲❧✐t r❡❣✐♦♥s ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❝❡♥❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ k ❝♦♥✈❡① ♦❜❥❡❝ts
♦❢ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② n✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♦♥❡
❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ✉♠❜r❛ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛s ♠❛♥② ❛s Ω(nk2 + k4) ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❤❛s
✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(nk3)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❝♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡
❛♥ ✉♠❜r❛ ✇✐t❤ ❛s ♠❛♥② ❛s Ω(n2k3 + nk5) ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
O(n3k3)✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♠❜r❛ ❛r❡ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛r❝s ♦❢ ❝♦♥✐❝s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts
♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉♠❜r❛ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥tr✐❝❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉❧❧ ❧✐❣❤t
❛♥❞ ♣❡♥✉♠❜r❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(nα(k)+kmα(k)+k2)✱
✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳

❖✉r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡s❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❝❧❡❛r❧② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❧♦t ♦❢ ❝✉r✈❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣❡♥✉♠❜r❛ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦
t❤❡ ✉♠❜r❛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ O(nk3)✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
✐s t✐❣❤t ❢♦r ❛ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳ ❋♦r ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s✱ ♦✉r ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱
O(n3k3) ❛♥❞ Ω(n3k2 + n2k4)✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t t✐❣❤t ❜✉t t❤❡②
❛r❡ t✐❣❤t❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛✳ ❚❤✐s ♣❡r❤❛♣s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ♦✉r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❛ ❛r❡ ♥♦t t✐❣❤t✳ ◆♦t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ❤❛✈❡ t✐❣❤t ❜♦✉♥❞s ❢♦r s♠❛❧❧
n ✭n = O(k)✮ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✱ ❢♦r s♠❛❧❧ k ✭k = O(1)✮✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

▼❛♥② t❤❛♥❦s t♦ ❏❡✛ ❊r✐❝❦s♦♥ ❢♦r ✉s❡❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❡ ❛❧s♦
❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡s ❢♦r t❤❡✐r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇✳ ❆r♦♥♦✈✱ ❍✳ ❇rö♥♥✐♠❛♥♥✱ ❉✳ ❍❛❧♣❡r✐♥ ❛♥❞ ❘✳ ❙❝❤✐✛❡♥❜❛✉❡r✳ ❖♥ t❤❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❱✐❡✇s ♦❢
P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❙❝❡♥❡s✳ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ✭❏❈❉❈●

✷✵✵✵✮✱ ✽✶✕✾✵✱ ✷✵✵✶✳

❬✷❪ ❇✳ ❆r♦♥♦✈ ❛♥❞ ▼✳ ❙❤❛r✐r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❡①t❡r✐♦r ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❈♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✽✿✶✸✾✕✶✹✾✱ ✶✾✾✼✳

❬✸❪ ❍✳ ❇rö♥♥✐♠❛♥♥✱ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs✱ ❱✳ ❉✉❥♠♦✈✐➣✱ ❍✳ ❊✈❡r❡tt✱ ▼✳ ●❧✐ss❡✱ ❳✳ ●♦❛♦❝✱ ❙✳ ▲❛③❛r❞✱
❍✳✲❙✳ ◆❛✱ ❛♥❞ ❙✳ ❲❤✐t❡s✐❞❡s✳ ▲✐♥❡s ❛♥❞ ❢r❡❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts t❛♥❣❡♥t t♦ ❛r❜✐tr❛r② t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✸✼✭✷✮✿✺✷✷✕✺✺✶✱ ✷✵✵✼✳

❬✹❪ ❍✳ ❇rö♥♥✐♠❛♥♥✱ ❍✳ ❊✈❡r❡tt✱ ❙✳ ▲❛③❛r❞✱ ❋✳ ❙♦tt✐❧❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ❲❤✐t❡s✐❞❡s✳ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧s t♦ ❧✐♥❡
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