N
N

N

HAL

open science

Chemins disjoints de poids minimum pour la
sécurisation de réseaux de télécommunications
David Coudert

» To cite this version:

David Coudert. Chemins disjoints de poids minimum pour la sécurisation de réseaux de télécommu-
nications. 3eme Rencontres Francophones sur les Aspects Algorithmiques des Télécommunications

(AlgoTel), May 2001, Saint Jean de Luz, France. pp.47-53. inria-00429185

HAL 1d: inria-00429185
https://inria.hal.science/inria-00429185
Submitted on 1 Nov 2009

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00429185
https://hal.archives-ouvertes.fr

Chemins disjoints de poids minimum pour la
sécurisation de réseaux de
télécommunications

David Coudert

Projet MASCOTTE, CNRS-I3S-INRIA, 2004, route de Luci@®s93, F-06902 Sophia-Antipolis Cedex, France

Cette étude s'intéresse a la planification de réseaux deotél@unications tolérants aux pannes. Nous cherchons a
établir, pour chaque couple de nceuds du réseau, deux chdmieemmunication disjoints, I'un étant réservé a la
protection de I'autre. Pour un résean aceuds etnliens de communications, nous donnons un algorithm@(@m-+
nlogn)), permettant de calculer depuis un nceud donné et vers chaswauttes noceuds deux chemins arc-disjoints dont
la somme des poids est minimale. Ceci améliore la compldei¢ésolutions basées sur les algorithmes de flot de poids
minimum, qui est en tempd(m(m+ nlogn)logn) pour un seul couple de sommets.

Keywords: protection, réseaux optiques, flots, plus court chemiresnihs disjoints

1 Introduction

Cette étude s'intéresse a I'établissement de chemins ei/ess prédéterminés et dédiés, pour la planifi-
cation de réseaux de télécommunications tolérants auegakn effet, avec I'accroissement du trafic et de
la taille des réseaux, les réseaux tolérants aux pannedeagrius un point essentiel dans le dimensionne-
ment et la planification des grands réseaux de télécomntiorisaCette exigence se retrouve, entre autre,
dans les réseaux WDM (Wavelength Division Multiplexingef®0, TDDC98] et dans les réseaux MPLS
(Multi Protocol Label Switching) [Awd99, MSOH99].

La sécurisation du réseau, indispensable pour pallierdesigs d’équipements et de liens, consiste a
établir un re-routage du trafic interrompu dans le cas d'wmp et a sur-dimensionner la couche optique
en conséquence [ZS00]. Les ressources dédiés a la séourisant appelés les ressources de réserves.
Deux méthodes de sécurisation se distinguenprdéectionet larestauration

La protection est une technique automatique utilisanteesources de réserve prédéterminées et dédiées
[TDDC98]. Un chemin de réserve est pré-affecté entre demnsets pour remplacer le chemin dégradé
ou interrompu. La protection permet d’obtenir une répongeraatique et immédiate en cas de panne, au
détriment d’un sur-dimensionnement du réseau. La restanmst une mécanique de sécurisation qui établi
un nouveau chemin en fonction des ressources disponibhsdelaéseau au moment de la panne [MS0Q].

Nous nous intéressons ici agécurisation par protectiod’'une connexion établie entre deux nceuds du
réseau [Bla00]. Pour cela, nous cherchons a établir deuriolelisjoints entre deux nceuds du réseau, I'un
des chemins permet d’établir la connexion et I'autre seat jgretection. Le critere de choix retenu pour ses
deux chemins est que la somme de leur co(t soit minimum. Urded&imilaire pour la sécurisation par
protection de liens dans les réseaux ATM se trouve dans []SLOO

Nous modélisons ce probléme de protection et nous montree<’'gst un probleme diot de poids
minimum dans la section 2. Ensuite, dans la section 3, nous donnaigarithme efficace pour déterminer,
depuis une source et vers une destination, deux chemimsndésgont la somme des codts est minimum.
Puis, dans la section 4, nous généralisons cet algorithmegienir un algorithme calculant, depuis une
source et vers chacun des autres nceuds, deux cheminstdigjoirt la somme des colts est minimum.
Enfin, nous concluons ce travail dans la section 5.
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Notations Le grapheG = (V(G),A(G)) est le graphe orienté & (G)| = n sommets efA(G)| = marcs.
Un arc d’'un sommets vers un sommet est not§u, v) et est de poid#/((u,v)). Le poidsw(C) du chemin

C correspond a la somme des poids des arcs qu'il emprunte., Hif§pdénote un arbre des plus courts
chemins enraciné esxdans le graphe pondéré.

2 Modélisation

Le réseau de communication est modélisé par un graphe @sgntétrique et pondéré. Les nceuds (rou-
teurs) du réseau correspondent aux sommets du graphe fidréssoptiques aux arcs. Le poids des arcs
(u,v) et(v,u) (arcs symétriques) sont égaux.

Notre probléme de protection de chemin s’exprime alors d&gan suivante :

Probléme 2.1 Etant donné un graphe orienté et pondéré=GV,A), sans arcs de poids négatif, et deux
sommets s et t, trouver deux chemins sommet-disjointsasotime des poids soit minimum, de s vers t.

En effet, deux chemins sommet-disjoints assurent bien trtegtion en cas de panne de routeur ou de
lien. Si seule la protection en cas de panne de lien est cgnégidalors le probléme s’exprime comme suit :

Probléme 2.2 Etant donné un graphe orienté et pondéré=GV,A), sans arcs de poids négatif, et deux
sommets s et t, trouver deux chemins arc-disjoints dontrtans® des poids soit minimum, de s vers t.

Il estimportant de remarquer qu’une modification simple capgeG = (V(G),A(G)) permet de réduire
le probleme sommet-disjoints au probleme arc-disjointe(?93]. Pour cela, nous construisons le graphe
H = (V(H),A(H)) ot a tout sommat € V(G) nous associons deux sommetsetu™ dansV(H) et a tout
arc(u,v) € A(G) nous associons l'ar@™,v~) € A(H). De plus, nous ajoutonsA&(H) les arcs(u,u™),
de poidsw((u,u’)) = 0. Ainsi, [V(H)| = 2|V(G)| = 2n et |A(H)| = |A(G)| + [V(H)| = m+ n. Cette
construction est illustrée par la Figure 1.

~ ~,
Tu e ue

FiG. 1 — Réduction chemin sommet-disjoirtschemin arc-disjoints

Comme il n'existe qu’'un seul arc entre les sommetset u™ et que cet arc est a la fois le seul arc
sortant du sommet™ et le seul arc entrant dans le sommgt deux chemins arc-disjoints dans le graphe
H seront bien sommet-disjoints dans le gragh®e plus, une solution optimale daHd'est aussi dan&
[AMO93].

2.1 Réduction au probleme du flot de poids minimum
La formulation générale du probleme du flot de poids minimsiiasuivante :

Probléeme 2.3 (flot de poids minimum)

Soit G= (V,A), un graphe orienté, pondéré par la fonction w sur les arcssait c une fonction de
capacité sur les arcs. Etant donnés deux sommets s et t, ettien le minimisery .. f(a)w(a), ou f(a)
est le flot traversant I'arc a, tout en assurant :

= Ywer+(s F(sW)) =ketFyer-(s f((v,s)) =0

= Yver- f((wt)) =k etTyer+q f((t,w)) =0

- VueV —{st}, Sver-u F((\U)) = Swer+w) f((u,w)) (contrainte de conservation du flot)

— Va, f(a) < c(a) (contrainte de capacité des arcs)

Lorsque la capacité des arcs du graphe est dedl¢ (A, c(a) = 1), la solution de ce probléme est en
variables entieres [CCPS98]. Ainsi, le probleme 2.3 reavietrouverk chemins arc-disjoints depuis un
sommefs vers un sommet dont la somme des poids est minimale. Lorsque delpt2, la résolution de
ce probleme fournie une solution optimale au probleme 2.2.
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Les meilleurs algorithmes pour le probleme du flot de poidgmmiim sont dus a Galil et Tardos [GT88] :
O(n?(m+ nlogn)logn), et Orlin [Orl88] :O(m(m+ nlogn)logn). Ces algorithmes sont généraux, valables
pour toutk. Nous allons donc regarder plus précisément le problemelkpet2.

3 Algorithme de 2-flot de poids minimum pour un couple donné

Les algorithmes de flot de poids minimum fonctionnent panaemfations successives du flot [CCPS98] :
trouver un flot de valeur 1 et de colt minimum puis augmenteakzur de 1 tout en garantissant la mini-
malité de la solution. Pour réaliser cette augmentatiaalgorithmes commencent par trouver un chemin
entre la source et la destination, puis, par recherche ssiges dehaines augmentantetiminuent le codt
de cette solution jusqu’a converger vers la solution mitéma

Une synthese de cette technique nous conduit, pour le pnet?e2, a I'algorithme suivant :

Algorithme de 2-flot de poids minimum

1. Calculer le chemiy de poids minimum entreett dansG. Co = (S= Up, U1, Uz, - - -, Ux = ).
SoitC§ = (t = U, Uk—1,---,Up = 9).

2. Construire le graph@’ tel que :V(G') =V(G) etA(G') = A(G) — {(u,v) € Cp}.
Les arcqu,v) € C§~ prennent le poids-w((u,v)) (poids néegatifs).

3. Calculer le chemif; de poids minimum entrsett dansG'.

4. Construire les chemirS, et Cg a partir deCo et Cy privés des arcsu,v) tels que(u,v) € Cp et
(v,u) € C1. Pour cela, on procéde de la fagon suivante :
Démarrer du sommeten suivant le chemi@;. Avancer le long d€; jusqu’a rencontrer un sommet
qui appartient également&. SuivreCp jusqu’a rencontrer un sommet qui appartient également a
Ci. Réitérer jusqu’a arriver en Nous avons obtenGy. Le méme procédé, en suivant d’abagl
donneCg.

FIG. 2 — Chemins considérés par I'algorithme de 2-flot de poidsmmim.

Proposition 3.1 Dés que les cheming@t G existent, les cheming@t G; existent.

Preuve: Siles chemin€§ etCy sont arcs disjoints, alors il suffit de pren@g= Co etCg = C;.
Sinon, supposons que les chem@fs et C, aient seulement la chairf&, ---,xp) en commun. Nous
avons

C(()_ = (t:UL7"'7Ui:X17"'7XPZUJ'7"'7U0:S)
C = (S:U07U17"'7XP:Uj7"'7X1:Ui7"'7U|_:t)
C = (S:V07V17---7Vk:X17"'7V| =Xp,---,VM :t)

L'algorithme précédent nous donne les chemins

Ca = (S=uUp, ", Ui=Xp =V, V)
CB = (S:V07"'7Vk:Xl:ujv"'vuL)

Par définition de la chaine, ---,xp), Cy €tCg sont arcs disjoints et vont bien déat.
Si plusieurs chaines sont communeSa et Cy, il suffit d’appliquer le méme algorithme sur chacune
d’elles. O
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Notons quen(Cq) +W (Cg) =w(Co) +w(Cy). Il reste & montrer que cette solution est optimale.
Proposition 3.2 La somme WCyq) +W(Cﬂ) des poids des cheming €t G, de s at dans G, est minimale.
Afin de prouver la proposition 3.2, nous avons besoin du lersumeant :

Lemme 3.3 Supposons que la sommegQy ) +W(CB) des poids des cheming @t G, de s at dans G,
est minimale. Si le chemin,Grespectivementg} emprunte les arcfui, ui+1) et (uj,uj+1) de G, 0<i <
i+1< j <ketquele chemingXrespectivement4) n'emprunte aucun des arsi 1, Ui+2),- -, (Uj—1,Uj),
alors le chemin g (respectivementg} emprunte €galement tous les afes; 1, Uiy 2), -+, (Uj_1,Uj).

Preuve: Comme un plus court chemin est forme de plus court chemigisytes(uiy1, Ui12),- - -, (Uj—1,U;)
forment un plus court chemin entre les sommets et uj. Si Cq (respectivemen€g) n'emprunte pas
ce plus court chemin alors I'hypothese de minimalité de larse des poids des chemi@g et Cg est
contredite. 0

De ce lemme découlent les deux corollaires suivants :
Corollaire 3.4 Les arcs(s,uz) et(Ux1,t), du chemin @, appartiennent soit a £soit a G.

Corollaire 3.5 Les arcs(uy, s) et (t,ux_1) du chemin G n'appartiennent pas au cheminC

Preuve: (proposition 3.2)
Supposons qu'il existe deux chemids et Cg arc-disjoints entre ett dansG, tels quew(Ca) < w(Cg)
etw(Ca) +w(Cg) < W(Cq) +w(Cp).
1. Siles chemin€a etCy sont arc-disjoints. AlorCa est un chemin dan@'. Par conséquenty(Ca) +
w(Co) <W(Cp) +W(Cy), etw(Ca) <w(Cy). OrCy est un plus court chemin d&it dansG'. Contra-
diction. Il en est de méme si les chem@iset Cy sont arc-disjoints.

2. Siles chemin€a etCg empruntent tout deux des arcs du chef@jn
(a) Les chemin€a etCg respectent le lemme 3.3 et le corollaire 3.4, sinon il y a@atittion;

(b) Par I'absurde, on construit & partir @g etCg le cheminC; deG', en utilisant la construction
inverse de celle permettant de construire les che@jretCg a partir deCo etC;.
Partir du sommes en suivant le chemin qui ne suit pas I'afgu;). Le poursuivre jusqu’'a
intersecter le chemi@(". L'intersection a lieu emw;. Ensuite, emprunter le chem@§~ jusqu’a
intersecter l'autre chemin, an, j <i. Réitérer a partir de; jusqu’a arriver ert.
Ainsi, w(Cp) +w(Cy) = w(Ca) +W(Cg) < W(Cq) +W(Cg) = w(Co) +w(Cy) et donow(C}) <
w(Cy), ce qui est absurde puisqGg est un plus court chemin d&t dansG'.

O

3.1 Calcul de la complexité de notre algorithme

L'algorithme de 2-flot de poids minimum que nous avons dadiiise des algorithmes de recherche
de plus court chemin dans des graphes sans cycles de poiasfaiégous rappelons dans la table 1 la
complexité et les conditions d'utilisations des algorigses plus adaptés a notre probléme. L'algorithme
de Ramalingam et Reps [RR96] consiste a maintenir dynanmmgoeune structure d’arbre de plus court
chemin lors de la suppression ou de l'insertion d’un arc deugsaphe ainsi que lors de la modification du
poids d’'un arc. Le colt d’'une opération €{im-+ nlogn).

Proposition 3.6 L'algorithme de 2-flot de poids minimum a une complexité empede QL(m+ nlogn)).

Preuve: Dans notre algorithme, le calcul du plus court chen@is, entres et t, peut se faire en cal-
culant I'arbreT(s) des plus courts chemins depusCe calcul s’effectue en temg3(m-+ nlogn) en
utilisant I'algorithme de Dijkstra. Ensuite, nous suppoim3 un par un leg arcs du chemiry et nous
diminuons un par un le poids désarcs du chemiiC§ . Lutilisation de 'algorithme de Ramalingam et
Reps pour maintenir I'arbre des plus courts chemin donneotihar opération d®(m+ nlogn). Ainsi,
nous obtenons le chem@y en tempgO(2L(m+nlogn)). Enfin, I'extraction des chemir, etCg se fait

en tempsO(|Cq| + [Cg|), 0l |Cy| + |Cg| < m. Finalement, la complexité en temps de I'algorithme est de
O(L(m+ nlogn)), ouL estle nombre d’arcs du cheng. 0
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complexité en temps | condition
Dijkstra [Dij59]+[FT87] O(m+ nlogn) arcs de poids positifs
Bellman-Ford [CLR90] O(nm) tout graphes
Yap [Yap83] O(L(m+ nlogn) +L3) | L arcs de poids négatifs
Ramalingam-Reps [RR96] O(L(m+ nlogn)) L arcs de poids négatifs

TAB. 1 — Algorithmes de recherche de plus courts chemins a erigiique.

4  Algorithme de 2-flot de poids minimum depuis une source

Nous allons maintenant nous attacher a I'élaboration digarshme incrémental pour calculer depuis
une source et vers chacun des sommetg s, deux chemins arc-disjoints de poids minimum.

Nous montrons tout d’abord que le calcul du 2-flot de poidsimim depuis un sommes vers un
sommet, nous permet d’obtenir le 2-flot de poids minimumsleers chacun des sommetsitués sur le
plus court chemin deat, sans sur-co(t.

Proposition 4.1 Etant donné le plus court chemin & (s = up,u,U,---, U _1,U. =t) du sommet s vers
le sommet t dans un graphe G, le calcul du 2-flot de poids mimimi@puis s vers chacun des sommets u
1<i <L, se fait en temps @(m+ nlogn)).

Preuve: Le cheminCo nous donne les plus courts chem@igdesau; dans le graph6.

SoitTi(s), 'arbre des plus courts chemins dans le graphe privé desgra ,uj), 1< j <i, etou le poids
des arcguj,uj_1), 1< j <i, a été diminué. Cet arbre contient le plus court chemisale, permettant de
déduire un 2-flot de poids minimum @& u;.

A partir de l'arbreTi(s), nous pouvons construire I'arbfe;1(s), en supprimant I'ar¢u;,uit+1) et en
diminuant le poids de l'ar¢uit1,u;). Le colt de cette construction est &2(m+ nlogn)), en utilisant
I'algorithme de Ramalingam et Reps. De plus I'arfirei (s) permet d’obtenir le 2-flot de poids minimum
desaui;.

Ainsi, nous construisons I'ensemble des arbii¢s), 1 <i <L, a partir de I'arbrely(s) des plus courts
chemins dan&, en temp<O(L(m+ nlogn), et chaquéli(s) permet d’obtenir le 2-flot de poids minimum
desversu;. 0

Proposition 4.2 Etant donnés un graphe orienté symétrique et pondéré &,A) et un sommet s, un
algorithme incrémental permet de calculer un 2-flot de pandisimum depuis s vers chacun des sommets
t # s en temps G(m+ nlogn)).

Preuve: Nous utilisons la preuve de la proposition 4.1. Remarquorsmpus pouvons reconstruire l'arbre
Ti(s) & partir de I'arbreTiy1(s) en tempdO(2(m+ nlogn)), en effectuant I'opération inverse. Ainsi, nous
obtenons un co0t pour construire I'arbfie1(s) & partir de I'arbreTi(s) puis revenir ari(s) en O(4(m+
nlogn)).

Soit To(s), I'arbre des plus courts chemins depsidansG. En effectuant un parcours en profondeur le
long de cet arbre et en construisant a chaque étape I'g(lsjeorrespondant, nous obtenons un algorithme
en O(n(m+ nlogn)) pour calculer les 2-flot de poids minimum depsisers chacun des — 1 autres
sommets du graphe. 0

Une amélioration possible de cet algorithme est de comstfarbre des plus courts chemins au fur et a
mesure des besoins. Le principe est donc de partir de I'd&di, ne contenant que le somngpuis de
construire pour chague sommetle plus petit arbré;(s) des plus courts chemins contenantLe calcul
s’arréte des que le chemin dau; est connu.

Pour construire I'arbréy(s), il faut procéder de la fagon suivante : sojtle pére day dans I'arbreT (s)
etAj(s) son arbre des plus courts chemins. L'arByes) regoit une copie de I'arbrg;(s). Supprimer I'arc
(uj,u;) de l'arbreAi(s), et siu;j est le pére de; dansAj(s) alors supprimer le sous-arbre enracinéiede
Ai(s). Ensuite, dans I'arbré (s), modifier le poids de I'ar¢uj, upj) (i.e. w((uj,upj)) «— —wW((uj,Upj))),
ou up;j est le pére dej dansT (s), et mettre a jours I'arbréy(s), en utilisant I'algorithme de Ramalingam
et Reps. Enfin, augmentar(s) jusqu’a ce qu'il contienne le chemin déu;.
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Nous avons implémenté un tel algorithme en utilisant un @§ilonacci pour maintenir la frontiére
courante, et ainsi éviter de sauvegarder tous les arbresadue étape, nous mettons a jours la frontiére
en fonction de la suppression d’arcs et de la diminution agégsp puis nous relancons le moteur de I'al-
gorithme de Dijkstra jusqu’a obtention du chemin souhdtétte implémentation se révele trés efficace
puisque son exécution, sur une machine munie d’'un proceasé&@B8MHz, et pour les graphes aléatoires a
moins de 1 500 sommets et 30 000 arcs que nous avons testé npoars d’'une seconde.

5 Conclusion

La sécurisation par protection d’une connexion consistaldiédeux chemins arcs ou sommets disjoints
entre sa source et sa destination. Cette étude, propos&kptel, nous a permis de proposer un algorithme
en O(L(m+ nlogn)), pour calculer un 2-flot de poids minimum d’'un somnseters un sommet, qui
améliore la complexité des algorithmes connus pour résocelprobléme. Nous avons ensuite généralisé
notre algorithme et obtenu un algorithme @m(m+ nlogn)) pour calculer un 2-flot de poids minimum
depuis une source vers chacun des autres sommets du graphe.

Nous allons maintenant nous attacher a calculer la contpldgil’amélioration que nous proposons pour
I'algorithme a source unique et a faire des tests sur deaugseéels.

Nous avons récemment eu connaissance d’une autre solutiemp@bléme, due a Suurballe et Tarjan
[ST84], qui semble intéressante.
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