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Résumé

Dans la méthode des courbes elliptiques pour factoriser des entiers, on utilise en général des
familles de courbes particuliéres qui permettent d’accélérer les calculs. La famille de Suyama
est une de ces familles. Son efficacité est due a la présence d’un grand groupe de torsion. Nous
proposons une démarche pour construire de nouvelles familles. En particulier, nous avons trouvé
deux familles de courbes, chacune paramétrée par une courbe elliptique de rang 1. Il s’agit de
sous-familles de la famille de Suyama qui offrent de meilleures performances.
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Introduction

Un des problémes qui ont fasciné Gauss a été le suivant : Etant donné N entier, trouver effecti-
vement sa décomposition en facteurs premiers.. Il a méme exprimé son souhait que ses efforts soient
continués par les générations & venir par une phrase qu’il a écrite dans Disquitiones Arithmeticae :
En outre, la dignité de la science semble demander que I’on recherche avec soin tous les secours
nécessaires pour parvenir & la solution d’un probléme si élégant et si célébre.t Avec I'invention de
I’ordinateur le voeu de Gauss est en partie réalisé, mais les mathématiciens continuent & factoriser
des nombres toujours plus grands lorsqu’ils étudient une équation diophantienne particuliére ou un
corps de nombres explicite. Par exemple, pour calculer I’anneau des entiers d’un corps de nombres,
on commence par factoriser le discriminant du polyndéme qui définit le corps en question.

En plus de cela, I'invention de RSA en 1976 a déterminé les informaticiens & s’intéresser a la
factorisation. En effet, en cryptographie on utilise des fonctions & sens unique i.e. intuitivement des
fonctions f : N™ — N” bijectives telles que f se calcule par un algorithme rapide alors que f~! est
difficilement calculable. Un tel exemple est le probléme : Etant donnés deuz nombres premiers p et
q, calculer pq., dont l'inverse est : Etant donné pq, trouver p et q. On remarque que la factorisation
est encore plus difficile car on ne connait pas d’avance le nombre de facteurs & trouver. Ainsi,
une préoccupation des cryptographes est de trouver le meilleur algorithme de factorisation et de
démontrer son optimalité.

1 La méthode de factorisation par courbes elliptiques, ECM

1.1 Présentation
1.1.1 Utilisation de ECM

La méthode de factorisation par courbes elliptiques, abrégée ECM, a été inventée en 1985 par

H.W.Lenstra, voir [Len87]. La brique de base de la méthode est un algorithme qui, étant donné
un nombre naturel N, trouve un facteur premier de N avec une probabilité de succés Prob(B;) ou
B est un paramétre choisi par l'utilisateur. Heuristiquement, les probabilités de succés de deux
exécutions successives de Palgorithme sont indépendantes, exactement comme les jets de dés. Alors
la méthode consiste & répéter 'algorithme jusqu’a ce qu’on trouve un facteur premier du nombre &
factoriser. On verra dans 1.1.4 comment choisir le meilleur By pour optimiser le temps qu’on passe
en moyenne jusqu’a ce qu’on trouve. On verra également que la complexité de la méthode ECM est
¢(|N]) - eVZro)viviogn oy = log(p) est la taille du nombre premier p & trouver et C(|N|) est
un polyndome dans la taille |[N| = log N de N. Cela rend ECM la meilleure méthode pour extraire
des facteurs premiers p de taille modérée i.e. p < 109, II est donc utilisé par les logiciels de calcul
numérique, comme Maple, Sage et MAGMA.
Par contre, pour attaquer le cryptosystéme RSA | il faut factoriser des nombres N = pq tels que p et
q sont de taille au dela de la portée de ECM. On utilise alors la méthode NFS, dont la complexité
est (’)(61'93"1/3(1‘)g ”)1/3). Toutefois NF'S utilise ECM en tant que sous-routine, en conséquence de
quoi tout développement de EC'M a des effets en cryptographie.

IRecherches Arithmétiques, traduction de A.-C.-M Poullet-Delisle.1807



1.1.2 Définitions

Définition 1. Soient By et By € N. On dit qu’un nombre g € N est (By, By)—friable si g =
Py pS?...ppimo pour un k € N, avec pi* < By et mo =1 ou By < mg < Ba.

Définition 2. Soit K un corps. On appelle P?2(K) I’ensemble (K3 — {(0,0,0)})/ ~ ou (X,Y,Z) ~
(XY, Z") <= 3xe K* (X',Y',Z') = (AX,\Y,\Z). Soient A,B € K et f = Y°Z — X3 —
AXZ? — BZ3. On pose E(A,B)={(X:Y : Z) e P*(K)/f(X : Y : Z) = 0}. On dit que E(A, B)

est une courbe elliptique si elle n’a pas de point tel que 37’ 5y et 57 s’annulent simultanément.

Remarque 1. Soient A,B € K et E(A,B) l’ensemble de plus haut. On pose A(E(A,B)) =
—(4A3 4+ 27B?%). Alors E(A, B) est une courbe elliptique si et seulement si A # 0.

Définition 3. Soit r = 7L € Q et N € N. Si pged(N,r2) = 1 on dit que r se réduit modulo N.

Dans ce cas on note ¥ = 1175+ € % ol 7; désigne le reste de r; modulo N.

Définition 4. Soient A, B € Q et E(A, B) la courbe elliptique associée. Soit p un nombre premier
tel que A et B se réduisent modulo p. On dit que E(A, B) a une bonne réduction modulo p si
E(A, B) est une courbe elliptique sur Fp,. Dans ce cas on écrit E(A, B)/F, au lieu de E(A, B).

Remarque 2. E(A, B) a une bonne réduction modulo tous les nombres premiers sauf un ensemble
fini : les diviseurs des dénominateurs de A et B ainsi que du numérateur et du dénominateur de
A(E(A, B)). En effet, pour p premier A(E(A, B)) est égal a la réduction de A(E(A, B)) modulo p.

Définition 5. Soient A, B € Q et E(A, B) la courbe elliptique associée. Soit N € N, N > 2. On
dit que E(A, B) se réduit modulo N si E(A, B) se réduit modulo p pour tout diviseur premier p de
N.

Remarque 3. Pour vérifier que E(A, B) a une bonne réduction modulo N on n’a pas besoin de
connaitre la factorisation de N.

Justification On note A = ﬁ—:, B= g: et A(E(A,B)) = ﬁ—z. Alors E(A, B) se réduit modulo N

si aucun diviseur premier de N ne divise Ag-Bg-A,-Ag4. Or cela équivaut & pged(AgBaAqAy,, N) = 1.

Proposition 1. Il existe une loi de groupe abélien sur E(A, B), notée additivement, telle que :
1. les coordonnées de P3(X3:Ys: Z3) = Py (X1 :Y1: Z1) + Po(Xs : Ys 1 Zs) sont des polynémes
dans les coefficients de Py et Py ;
2. =P(x:y:2)=P(z:—y:2);
3. le seul point de la droite {Z = 0} sur la courbe est I’élément neutre, (0:1:0).

Démonstration. Voir 'annexe pour les formules de la loi de groupe. Les axiomes du groupe abélien
se vérifient facilement sauf I’associativité, pour laquelle on renvoie & [Sil86]. O

Remarque 4. Mis a part ’élément neutre qu’on note O, tous les points d’une courbe elliptique
ont un représentant du type (z,y,1). Ces points sont dits affines, noté abusivement P(x,y) € F et
caractérisés par y? = x> + Az + B.

Corollaire 1. Soient N € N et A, B € Q tels que pged(N, A(E(A, B))) = 1. Soient 0 < a,b,c < N
tels que a® + Aac® + Bc® — b%c = 0 modulo N. Alors :

{p premier diviseur de pgcd(c, N)} = {p premier diviseur de N/(a,b,é) = O € E(A, B)/F,}.



Démonstration. Soit p premier tel que p | pged(c, N). Comme p | N et N | (a® + Aac® + Bc® —b?c),
on a (a,b,é) € E(A,B)/F,. Comme p | ¢, (a:b:¢) € {(z:y:2) € Py(F,)/z = 0}. Par (i) de la
proposition 1, (a : b ¢)=0.

Réciproquement, soit p premier diviseur de N tel que (a : b: ¢) =0 € E(A,B)/F,. Alors ¢ = 0,
donc p | e. Or p| N, donc p € {p premier /p | pged(c, N)}. O

Application 1. Soit E(A, B) une courbe elliptique sur Q. On suppose connu N € N tel que E(A, B)
se réduit modulo N. On note p un diviseur premier de N qu’on veut trouver. Alors on peut calculer
dans le groupe E(A, B)/F, sans connaitre p.

Justification
[¢tape 1] On représente les points de F(A, B)/F, par des éléments de Z3. Ainsi (a,b,c) € Z3
représente (a : b : ¢) € E(A,B)/F,. Soient P, et P, € E(A, B)/F, représentés respectivement
par (x1,y1,21) et (x2,y2, 22) € Z3. On applique & (1, y1,21) et (T2, Y2, 22) les formules de la
loi de groupe, qui dépendent de A et B, mais pas de p. Quand on doit comparer P; et P on
le fait modulo N, mais on teste si pged((z1 — z2)(y1 — y2)(z3 — y3), N) vaut 1. On obtient un
représentant de P; + P, dans Z> car les formules sont polynomiales, donc les entiers qu’on

calcule ont les bons restes modulo p.
Z

[¢tape 2] Pour des raisons d’implémentation on remplace Z* par (5)°. En effet, cela ne
change rien du point de vue mathématique car (¢ mod N) mod p = a mod p. Par contre cela
améliore le temps de calcul car on travail toujours avec des nombres < V.

Remarque 5. Si on remplace le corps K de la définition 2 par % avec N quelconque on obtient un
ensemble, noté E(%). Généralement E(%) n’est pas un groupe car on peut avoir Py, Py € E(%)
et P+ P € %3 — E(%), méme st ce cas n'arrive que pour une proportion négligeable de couples
P, P € E(%). Dans la suite on n'utilise pas la structure de E(%). Par contre on dit qu’on fait
des calculs dans E(%) comme raccourci pour dire qu’on travaille dans E(F,) avec des représentants

de (&)3.
Remarque 6. On voit maintenant qu’en faisant des calculs sur E(F,) sans connaitre p on peut
espérer d’arriver sur O, auquel cas on trouve un multiple de p qui différe généralement de N.

Notation 1.

1. Soit E//K une courbe elliptique et P € E. On pose m* P = P+ ...+ P pour la loi de groupe
de E/K.

2. Pour z réel, [z] désigne la partie entiére de x.

3. Soit E/K une courbe elliptique. On pose E[m] = {P € E(K)/mx P = O}.

4. Soit x > 2. On pose F(x) = {r premier/m < x}.

1.1.3 L’algorithme 1
[Données d’entrée] : N, By et Bs tels que pged(N,6) =1 et fip, k t.q. N = p*.
[Données de sortie] : un facteur ¢ # 1 de N ou FAIL.

[précalcul | Choisir une courbe elliptique F(A, B) sur Q au hasard ainsi qu’un point Py = (zg : yo : 1) €
E(Q) d’ordre infini de telle sorte que E(A, B) et Py se réduisent modulo N ;



[phase 1 | Calculer Q := m * Py sur E(Z;) oit m = Il cpp,)mllo9=Br+L;
[phase 2 | Pour chaque 7 premier, By < w < By :
caleuler (zr : yr @ 27) = 7+ Q sur E(Z;);
calculer ¢ « pgcd(N, z) ;
si q # 1, afficher ¢ et arréter;
[postcalcul JAfficher FAIL.

Il faut remarquer qu’on n’arrive au postcalcul que si les phases 1 et 2 ont échoué. Le précalcul
prend un temps négligeable car on a des formules pour générer des courbes de rang non nul sur Q.
De plus, en pratique on ne doit essayer qu’une ou deux courbes car Prob(pgcd(E(A,B),N) # 1 |
A, B € Q) est négligeable. En effet Prob(pged(x,N) # 1|z € Q) = (9(%) oil p est le plus petit
diviseur premier de V.

Pourquoi 'ECM marche ? Supposons que N a un facteur premier p tel que g := #E/F, est
(B1, Ba)—friable. Alors g = p{*...p;*my avec pi* < By et myp =1 ou By < mg < Bs. Par conséquent
m = Hwep(Bl)w[l"g’*BlHl est un multiple de p{*...pe*. On écrit m = Ap{'...p;*. Lors de la phase 2,
pour m =mponan*xQ=(m-m)xPy=(m-A-p{" -5 ... -pF)xPo=(N-g)xPy=(0:1:0)
mod p. Par conséquent p | z, et alors p | pged(N, z,). Donc la sortie ¢ = pged(N, z,) de ECM est
un multiple de p.

Il se peut que ¢ soit un multiple strict de p, voir N. Si on veut trouver p alors on teste la
primalité de ¢, algorithme qui prend un temps polynomial, donc négligeable par rapport &8 ECM. Si
q n’est pas premier, on recommence ECM avec des bornes B; et By plus petites pour différentier
les facteurs premiers de N.

1.1.4 Complexité et choix de B;

Comme ’algorithme plus haut n’est pas déterministe, il peut méme arriver qu’on essaie a l'infini
sans succes, donc on ne parle pas de complexité au pire de cas. Par contre on définit la complexité
en moyenne par : temps(algorithme 1) - (Nombre moyen d’itérations). Or d’aprés un exercice simple

L . e, s ye, 2 . _ 1
de la théorie des probabilités, (nombre moyen d’itérations) = Prob(succds dn algorithme 1]

Voyons d’abord la complexité de ’algorithme de plus haut. D’aprés [SW93], le meilleur choix
pour la borne B; est tel que la phase 2 prenne le méme temps que la phase 1, donc la deuxiéme partie
de T'algorithme ne change pas la complexité. Dans la phase 1 on utilise I’algorithme d’exponentia-
tion rapide pour calculer m x Py. Ainsi on a log(m) opérations dans E(%). L’arithmétique dans
E(+) a une complexité c¢(|N|) qui ne dépend pas de p. On a log(m) = log(I,c p(p, w9~ Br+1)

= Yrcr(n) log(m) - [l‘fogg((]il))] ~ Yrcr(B,)log(B1) = #F(By) - log(B;). D’aprés le théoreme des

nombres premiers #F(B;) ~ log?ilBl)' Ainsi log(m) ~ log(By) - 1057}31) = B;. On a donc

ternpSalgorithme 1(p7 N) ~ C(N) - B.

Pour calculer Prob(succés du algorithme 1), on a besoin de faire plusieures hypothéses qui sont
vérifiées expérimentalement. Entre autres, #E /I, est un nombre arbitraire dans |p —2./p, p+2./p|

et Prob(z est By — friable/ x €]p — 2\/p,p + 2\/p[) = Prob(x est By — friable/ z €]%, %2[). Donc

on ne calcule qu’une valeur heuristique de la complexité. C’est ainsi qu’il est montré dans [CP00]

que Prob(#E/F, est By — friable | E courbe sur Q) = v~ avec u = 1111n1§1 . Le meilleur By est

celui qui minimise la complexité au cas moyen ce qui équivaut & minimiser —2+=. Tout calcul
Prob(B1)




fait, on trouve By = ea:p((? + o(1))y/In(p)inin(p)) ce qui offre une bonne approximation de la
valeur expérimentale de B;. On remarque qu’on choisit B; en fonction de la taille anticipée du
facteur premier & trouver. Avec cette valeur de By on a :

Complexité heuristique gy, (p, N) = ¢(N) - exp((V2 + o(1))/In(p)inin(p)).

1.2 Comment améliorer ECM ?

On peut accélérer aussi bien la phase 1 que la phase 2. Pour améliorer la phase 1 on peut :

1. rendre les opérations dans I’anneau % plus rapides. Pour cela on utilise des méthodes comme
celle de Karatsuba pour la multiplication des polynémes. Mais on peut aussi prendre une
famille spéciale de courbes elliptiques ot la loi de groupe a une expression simple. Par exemple,
on utilise fréquemment les courbes de Montgomery : by? = 2% +ax?+x avec b # 0 et a # +2.

2. choisir des courbes qui ont un grand sous-groupe de torsion T sur Q. En effet, le théoréme
1 énoncé plus loin dans le rapport montre que pour tout p premier sauf un ensemble fini
T C E/F,, donc #E/F, est un multiple de #T. De plus, on voit heuristiquement que #E/F,
se comporte comme un entier aléatoire de #71 dans l'intervalle Jp — 2,/p,p + 2,/p[. Ainsi,

Prob(#E/F, est B;-friable)= Prob(x e]p_#QT\/ﬁ, pt;%/ﬁ[ est Bj-friable). On augmente donc la

probabilité de succés et diminue a fortiori le nombre moyen d’essais. Donc on accélére ECM.

Afin de créer des courbes a grande torsion, on a créé des familles infinies qui assurent une certaine
torsion. Par exemple les courbes sous forme de Montgomery i.e. by? = z + ax? + x garantissent
que #(E/F,)[4] > 4 pour tout p . Ensuite Peter Montgomery a donné dans sa thése de doctorat
deux familles infinies, avec 12, respectivement 16 points de torsion rationnels et un point rationnel
d’ordre infini. Ces deux familles, qu’on va appeler Montgomery 12 et Montgomery 16 ont été peu
utilisées & cause du fait qu’elles demandent un précalcul avant de lancer la phase 1 de ECM. A
leur place on a utilisé la paramétrisation de Suyama qui assure 6 points de torsion rationnels, un
point d’ordre infini et 12 points dans #(E/F,)[12] pour tout p. On obtient une courbe de la famille
Suyama en suivant la recette : prendre o € Q arbitraire, puis calculer u = 0? -5, v =40, 19 = u>,
2 =03 a = w — 2 et b = u/zp. Voici plus bas un diagramme des familles connues
a présent en précisant que Suyama 11 et Suyama 9/4 seront définies plus tard dans ce rapport.

S=Suyama
M16 S11=Suyamall
S9/4=Suyama 9/4

MF=forme de Montgomery
M12=Montgomery 12

Ml16=Montgomery 16

2T=2 points de torsion sur Q

6T=6 points de torsion sur O
16T=16 points de torsion sur Q




2 Outils théoriques

2.1 Reésultats généraux

Théoréme 1. Soit E(A, B) une courbe elliptique sur Q et p tel que E(A, B) se réduit bien modulo
p et m € N tel que p ¥ m. Alors les points de {P € E(A,B)/Q | ordre(P) = m} ont des images
distinctes dans E[F,.

Démonstration. On utilise le lemme de Hensel. Pour une preuve détaillée et générale, voir le théo-
réeme C.1.4, page 263 de [HS00]. O

Théoréme 2. (Mazur) Soit E/Q une courbe elliptique. Alors le sous-groupe de torsion Eiorsion
est isomorphe a un des groupes :

Z
Z Z
— 1<N<4
oz “anz P =
Démonstration. Voir [Maz77]. O
Théoréme 3. Soit K un corps et E/K une courbe elliptique. Soit m € N, m > 2 tel que car(K) t m.
Alors
e Z o T
™M=z T me
Démonstration. Voir [HS00] ch 6.4. O

Théoréme 4. (Mordell-Weil) Soit E/Q une courbe elliptique. Alors il existe un entier naturel k,
appelé rang de E, tel que
E~ Eto’rsion X Zk-

Remarque 7. Il n’existe pas d’algorithme qui permette de calculer le rang de toute courbe elliptique.
Toutefois, MAGMA offre une fonction qui donne le bon résultat dans la plupart des cas et annonce
une minoration du rang en cas d’échec.

2.2 Polyndémes de division

Soit P(z,y) un point sur la courbe elliptique sur un corps K, E:Y? = X3+ AX + Bet m € N.
On remarque que les coordonnées z’ et 3’ de m x P sont des fonctions rationnelles de z et y. On
peut montrer que (z/,y’') = (ZZ((iZ)), z:gzg) ol 0y, w, et P, € K[X,Y]. Ce sont les polynémes
¥ qui vont se montrer utiles dans I’étude des points de torsion.

Définition 6. Soit E(A, B) une courbe elliptique sur un corps K. On appelle polynomes 1y, la
suite ci-dessous d’éléments de K[X,Y] :

Yo =0
P =1
g =2Y

3 = 3X*+6AX3 +12BX — A?
g = 4Y (X% + 5AX* + 20BX3 — 5A42X? — 4ABX — 8B? — A3)



FEnsuite :

Vam1 = Vmaay, — Ym_1¥, 1, m > 2
me = %(7/%4-21/%_1 - ¢m—2¢72n+1); m >3
Vu qu’on n’évalue les polynomes ¢, que dans des points sur la courbe, on peut simplifier

les polynomes. En effet, on montre par récurrence ¥m € N 1)9,,,11(X,Y) € K[X]| C K[X,Y] et
Yo (X,Y) e YK[X] C K[X,Y].

Définition 7. Soit E : Y? = X3+ AX + B une courbe elliptique. On appelle polyndomes de division
P, m = m
de E les polynomes de K[X] : et 1/;2 1
On peut maintenant énoncer un théoréme qui se démontre par calcul direct :

Théoréme 5. Soit P(x,y) un point non nul sur une courbe elliptique E définie sur un corps
quelconque. Alors on a pour tout m € N

P,(2) =0 < Yp(z,y) =0 < m=*P=0.

Remarque 8. On peut calculer les polynéomes de division a ’aide de la fonction
DivisionPolynomial (E,m) de MAGMA.

Remarque 9. Les courbes sous forme de Montgomery ont des polyndmes de division plus simples
que les courbes génériques. On se place en coordonnées de Montgomery @ x = ‘”’XT*“, y = bY.
Grice aux formules de passage de la forme de by? = 23 4+ ax? +2x a la forme Y? = X + AX + B :

a2 2 3_
A:?’gT‘; et B = /%‘23 2. On a alors

Py =z(z? +ax +1)

P :x4+§ax3+2x2—%

Py = Py(z — 1)(x + 1)(2* + 2a23 + 622 + 2az + 1)

Py = Py(a* — 423 + (—4a — 2)2® — 4z + 1) (2* + 423 + (4a — 2)22 + 42 + 1) Preste

0U Preste est un polyndme de degré 16.

2
Remarque 10. On peut montrer par récurrence que deg(Pam41) = % Cela corrobore avec

le théoréme ci-dessus car #E[2m + 1] = (2m + 1)? et chaque racine de Py, 11 est la coordonnée

X d’exactement deux points de E[2m + 1] — O : (X,Y) et (X,-Y). De méme, on a deg(Pap,) =

% + 3. En effet, E[2m] contient (2m)? — 4 points autres que ceuz de E[2]. Ces points forment

2
des paires qui partages un méme X. En tout Cm) =4 o cines de Py, qui donnent des points de

E[2m] — E[2]. Il reste 3 racines qui correspondent aux points de E[2] — O.

Définition 8. Soit K un corps et P € K[X]. On regroupe par degré les facteurs irréductibles de
P et on note n; le nombre de facteurs de degré d;. Alors on appelle motif de factorisation de P
Vensemble {(d1,n1), (da,n2), ..., (dg,ng) }-

Remarque 11. Soit K un corps. Soient m,k € N tels que carK t m - k et E/K une courbe
elliptique. On remarque que Elm] C E[k - m]. Alors, grice au théoréme 5, toute racine de P, est
racine de Py,. Comme, de plus les racines des polynémes de division sont simples, on a P, | Pip,-
Par conséquent



Notation 2. On pose Ple? 7 € K[X].

— Pn

— ppem{Pa/ dln, dFn
Remarque 12. Pour un n naturel, P, peut me pas avoir d’autre facteur irréductible que ceux
qui sont évidents : {P7°"/ d divise n}. On teste cela a Uaide de Sage pour K = Q et E : Y? =
X3 4+ 11X 4 13. Voici dans le tableau suivant les motifs de factorisation des polynémes de division
de E.

Py [(3,1)] Py (3, 1)]
PS [(47 1)] Pénew [(47 1)]
P4 [(37 1>7 (67 1)] Pfew [(6’ 1)]
Ps [(12,1)] ppew 1 [(12,1)]
Ps | [(3,1),(4,1), A2, )] | Pge | [(12,1)]
Py [(24,1] prev o [(24,1]
PS [(37 1); (67 1)7 (24a 1)] Pgnew [(247 1]

3 Paramétrisation de Suyama

3.1 Comment la retrouver

Quelques mois aprés la publication de la forme de Montgomery, Hiromi Suyama a annoncé
dans [Suy| sa paramétrisation décrite dans 1.2. Comme Suyama n’a jamais publié, sa méthode est
restée inconnue ce qui a retardé 'amélioration de sa famille. C’est pour cette raison qu’on donne
une méthode détaillée pour retrouver la paramétrisation de Suyama.

On cherche des courbes E(a,b) sous la forme de Montgomery i.e. by? = 23 + ax? + 2 qui
possédent :

1. un point M3 = (z3,y3) € Q x Q d’ordre 3;
2. un point M = (Zoo, Yoo) € Q x Q d’ordre oo.

On a vu que E(a,b) a exactement 8 points de 3-torsion non nuls sur la cloture algébrique de Q. Ils
sont caractérisés par les deux équations suivantes, ou Ps est le polynéme de 3-division de la courbe.

4 1
P3($3)2$§+§a$§+61’§—§:0, (].)
by2 = o3 + axi + x3. (2)

Pour avoir M3 € Q x Q on impose que (1) et (2) aient des solutions rationnelles. Ensuite on impose
a la courbe d’avoir un autre point rationnel Mo, (2o, Yoo) €t on vérifie qu’il n’est pas de torsion. On
impose donc que by2, = 23, + ar?, + z ait des solutions rationnelles. Une équation équivalente
mais qui simplifie les calculs est obtenue avec la notation k := y3/yeo :

k€ Q. 25 + axl + w3 = k2 (22, + ar? 4+ 200). (3)

Pour s’assurer que M, n’est pas de torsion il suffit de vérifier qu’il n’est pas de k—torsion avec
k < 16 grace au théoréme de Mazur. On va donc éliminer les solutions o z., annule le polynéme
P2 . P3 et P16.

On a ramené notre probléme a la résolution d’un systéme polynomial, {(1),(2),(3)}. Avant
tout calcul, on analyse le systéme. On remarque que les inconnues b et y3 n’apparaissent que dans



I’équation (2) ou elle n’impose pas vraiment de condition. En effet on peut toujours poser la partie
carrée de x3(23 + axs + x3) égale & y2 et le reste égal & b. On renonce alors & I’équation (2). On a
maintenant 2 équations, {(1), (3)} et 4 inconnues, a, 3, T, k. Mis & part des éventuels points de
singularité, le systéme a une surface de solutions réelles. Il reste & voir combien d’entre elles sont
rationnelles.

Pour résoudre le systéme on utilise (1) pour exprimer a en fonction de 3. On remplace a = a(z3)
dans (3) pour obtenir S(z3,Zc0, k) := 23(23 + azz + 1) — k2200 (22, + awoo + 1) = 0. Il n’existe
pas d’algorithme performant qui trouve les solutions rationnelles d’une telle équation. Par contre
MAGM A calcule toutes les solutions rationnelles de certaines équations du type C(z,y) = 0 avec
C un polynome a coefficients rationnels. On doit donc ajouter une nouvelle équation quitte a
restreindre la famille de solutions. Plusieurs choix sont possible, mais le meilleur choix semble :

Too = T3 (4)

On peut maintenant résoudre le systéme {(1), (3), (4)}. On sort a = a(x3) de (1) et Too = Too(x3)

de (4) et on les remplace dans (3). On obtient C(z3, k) = 0 avec C = (z§+ax3+1)—k*(z3+ars+1)=

(z3 —1)(z3+1)(25 + 523 — 1k?). Pour 23 = 1 on a 2 = 23 ce qui ne convient pas car M, serait
un point de 3-torsion. Il reste donc ’équation

5 1

4 2 2

r3+ -z — -k =0. 5

3T %7 g (5)
Maple9.5 paramétrise les solution de cette équation par zsz = 5;22 et k = %(%2 — %)

On a retrouvé la famille de Suyama. Pour qu’elle soit utilisable on doit calculer a, b, =, et

Yoo €n fonction de o. Pour cela on pose u = 02 — 5 et v = 40. Ainsi z3 = “. De (1) on a

4 2 3
a= _73%\32’71/3 = %W De (4) on a 2o = 73 = Z—z De (2) on trouve b = b(z3) & un

facteur carré prés, donc il faut faire un choix. Toutefois en changeant b la courbe se transforme dans

une courbe isomorphe, donc on peut faire le choix de Suyama sans rien perdre. On pose b = -5 et
3 2

on vérifie que W est un carré. On peut calculer y., pour donner le point rationnel d’ordre

infini sur QQ mais il n’est pas nécessaire pour 'implémentation actuelle de ECM.

Voyons de plus preés les calculs de la paramétrisation de C(x3,k). On a :
x4+ 3223 — (3k)? =0 = (x§+§)2:§+§—i = @E+2-5Hi+2+5H=2
Cette derniére équation a les méme solutions que le systéme suivant :
{x§+g—’;=gA @{k:g()\—l—/\)
3+ 3+ E5=3)71 3= +A14+2)=(231)2- 3
5 2

On remarque que $ (#22)2 est un carré rationnel. On pose donc % = 0° avec 0 un parameétre

= -1

5. Et aussi 12 = +0, d'oit 23 = £5(2% — 1). Comme les paires (+,0) et

(=, —0) donnent la méme valeur de 3, on impose le signe +. On a donc 3 = $(2% —1). Do
— 4_

k:g(/\ 1_)\)20 25

802

rationnel. Alors \ =

3.2 Performances

Ce qui rend une famille 7 meilleure que d’autres est la plus grande probabilité que #E/F,, soit
friable pour E une courbe générique de F. Toutefois on a besoin d’un indicateur indépendant de



Iimplémentation et de la borne By. On va utiliser celui proposé par Montgomery dans [Mon92].

Définition 9. Soit E(A, B) une courbe elliptique sur Q et m un nombre premier. Pour tout nombre
premier p tel que E(A, B) ne se réduit pas modulo p, on pose par convention valuation(#E(A, B)/F,, 7)) =
0. On appelle valuation moyenne en 7 la quantité :

A}im moyenne{valuation(#E(A, B)/F,,7)/ p premier < N}.
— 00

Remarque 13.

1. Les premiers pour lesquels E(A, B) ne se réduit pas sont en nombre fini, donc ils n’inter-
viennent pas dans la valuation moyenne.

2. On ne dispose pas d’une preuwve de l’existence de cette limite, mais on observe en pratique une
trés grande vitesse de convergence. On verra dans 6 des raisons pour cette convergence.

3. La valuation moyenne a l’avantage d’étre un indicateur facile d’approcher et ainsi utile pour
identifier les meilleures courbes. Par contre il ne reste qu’un indicateur qualitatif i.e. des
petites différences de la valuation moyenne peuvent cacher de grands écarts sur la probabilité
du cardinal d’étre By-friable.

En suivant l'idée d’Alexander Kruppa, on cherche des meilleures courbes en mesurant la va-
luation moyenne pour des courbes E(c) de la famille de Suyama avec o entier et petit. Dans le
tableau ci-dessus on calcule la valuation moyenne en 2 pour 10° nombres premiers pris au hasard
dans [1,2%32]. Si on répéte le test on trouve des valeurs égales a 0.01 prés. On remarque qu’on
obtient une précision de 0.05 avec seulement 100 nombres premiers choisis au hasard dans [1,232].

Famille de Suyama

o | valuation moyenne en 2
10 3.33
11 3.66
12 3.33
13 3.33
14 3.33
15 3.33
16 3.33
17 3.33
18 3.33
19 3.33

Et aussi avec la famille Montgomery 12. On signale que ¢ est le paramétre décrit dans [Mon92]
et qui vit sur une courbe elliptique.

Famille Montgomery 12

t valuation moyenne en 2
1/2 3.66
-11/3 3.66
—47/28 3.66
—13/475 3.66
7199/4026 3.66
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On remarque que la courbe de Suyama de paramétre ¢ = 11 a les mémes performances que
des courbes génériques de la famille Montgomery 12 et que les autres courbes de Suyama ont des
moindres performances. Comparons maintenant ¢ = 11 avec les autres ¢ en distinguant les cas
p=1mod4det p=3mod4:

o | valuation p =1 mod 4 | valuation p = 3 mod 4
10 3.16 3.50
11 3.82 3.50
12 3.16 3.50
13 3.16 3.50
14 3.16 3.50
15 3.16 3.50
16 3.16 3.50
17 3.16 3.50
18 3.16 3.50
19 3.16 3.50

On remarque que o = 11 se comporte pour p = 3 mod 4 comme les autres os. Par contre pour
p = 1 mod 4, o = 11 est nettement meilleur. Alexander Kruppa a posé la question si on peut
trouver d’autres valeurs de o avec la méme valuation moyenne.

4 Améliorer la famille de Suyama

4.1 La famille Suyama 11
4.1.1 Construction

Afin de trouver une sous-famille de celle de Suyama avec les propriétés de o = 11, on impose
des nouvelles conditions. Je propose ’équation suivante

Je€ Q. a+2=(-1)bc? (6)

Avant de justifier ce choix, on va résoudre le systéme {(1),(2),(3),(4), (6)}. Cela revient & tester
quelles solutions de {(1), (2), (3), (4)} vérifient (6). On remplace a(co) et b(o) dans (6) :

(—1)(30 — 5)(0 +3)(0 — 5)(0 + 1)(Z2=3Uet)2 — (_1)¢2. Apres avoir englobé le carré dans ¢ on
a

3(c —5/3)(c+3)(c—5)(c+1) -2 =0

Cette équation est équivalente & ¢’ = 3(14-226”)(14-80")(1+60") par la transformation birationnelle
o = ﬁ et ¢ = ﬁ On remarque que cette transformation ameéne le point (5,0) de la courbe de
départ au point a I'infini de la nouvelle courbe. Ensuite on met I’équation sous forme de Weierstrass

courte par la transformation affine o/ = 480z et ¢/ = 4802y. On trouve I’équation :

2_gpy T, 1B 1
v 576007 ' 276480000 ' 17694720000

11



MAGM A affirme que le rang de la courbe est 1 et nous donne trois générateurs : P(—1/1600,0),
Q(—1/2880,0) et M(—1/4800,1/576000), d’ordres respectivement 2,2 et co. L’ensemble des solu-
tions du systéme est :

{np*P+ng*Q+nu*xM/np,ng € {0,1},ny € Z}.

On remarque que (np,0,n5) et (np,1,n)) donnent des courbes isomorphes, donc on va éviter
d’utiliser les deux courbes au méme temps. Pour un calcul explicite des éléments de la famille, on
utilise la fonction M AGM A suivante :

function CalculeSigma(nP,nQ,nM)
F:=EllipticCurve([0,71/57600,0,13/27648000,1/17694720000]) ;
P:=F![-1/1600, 0, 1]; Q:=F![-1/2880, 0, 1]; M:=F![-1/4800, 1/576000, 1];
R:=nP*P+nQ*Q+nM*M;
xR:=R[1];
return 1/(480%*xR)+5;

end function;

4.1.2 Justification mathématique
Voyons maintenant pourquoi choisir I’équation (6).
Définition 10. On dit qu’un nombre rationnel o a la propriété o11 si, pour tout nombre premier
2
p tel que (W) =1, 8 divise #E(0)/F,.

Notation 3. Soient E/K une courbe elliptique, S € E et m € N tel que pged(m,carK) = 1. On
pose =S ={P € E/K/mxP = S}.

Lemme 1. Tout o qui vérifie (6) a la propriété oq;.

Démonstration. Soit o € Q tel que (6) soit vérifiee. On note E la courbe de Suyama correspondant

“2;4) = 1. Alors a® — 4 est un carré de F, et le polynome

a 0. Soit p un nombre premier tel que (

22 + az + 1 a deux racines dans F,,. Notons-les a; et ap. On remarque que R := (0,0), P := (a1,0)
et Q = (a2,0) sont tous des points de 2-torsion sur E/F,. Ainsi 2 x 2 C E(F,). Donc E(F,) a
un sous-groupe d’ordre 8 exactement quand il existe un point M de E/F), tel que M+M € {P,Q, R}.

On vérifie aisément que

a+2 a+2 a—2 a— 2
b )v(la_ b )v(_17 b )a(_lv_ b )}

1
§R ={(1,

Posons f(z) = %(m‘{3 +ax? + x) et appelons hy, ho, hs, hy les racines du polynome

q:=x* +2a2% 4+ 622 + 2ax + 1 = ﬁ%(l"rl) dans F,. Alors on vérifie que

5P = {0, V), (o, /FF2), (o, /), (i, — FB2)) ).

De maniére analogue

5@ = (s, v/FT0)), (s v/ FT)), (hs, =/ Fa), (s =/ TR}
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Afin de trouver des conditions équivalentes pour h; € ), on analyse le polyndme g. Comme
(%) =1, il existe un k € F, tel que k% = a® —4. On peut donc écrire ¢ comme ¢ = z%(z + % +a—
k)(z+ X+ a+k). On remarque que hy, hy sont les racines de z(z+ L +a—k) = 0 tandis que hs, hy

sont les racines de z(z 4+ 2 +a — k) = 0. Les discriminants de ces deux polynomes sont (a — k)? — 4

a—k)2—4
( p) )

et (a + k)? — 4 respectivement. Ainsi ¢ a des racines dans F,, si et seulement si ( =1ou

(%) = 1. Finalement, on remarque que (a—k)%?—4 = a®>+k*+2ak—4 = 2k*>—2ak = 2k(k—a).

De maniére analogue (a + k)? — 4 = 2k(a + k).

R . ; hZ (hit = b
A son tour \/ f(h;) € T, si et seulement si (%) = 1. On remarque que (f(;“)) =( a +;1 o/ ).

D’aprés le paragraphe précédent, h; + hi vaut k —a pour i = 1,2 et —k — a pour ¢ = 3,4. On se

h L 4+a)/b
(mtzrta)/b 1+"11)+ )/ ) = (%) D’aprés

(6), on a b = (a+ 2) - (—1) - carré. Ainsi (%) = ((_1)(++2)k) Finalement on remarque que
2(a—k)-(a+2) = (a+1—k)?. Ainsi ((_1)'(;+2)'k) = (Qk(l;_“)). Conclusion : (h1,/ f(h1)) € F, xTF,
2k(k—a) ) 2k(k+a) )

p 7:0 .

concentre sur le cas i = 1, les autres cas étant similaires. On a (

si et seulement si ( = 1. De méme pour hs, tandis que hsz et hy dépendent de (

Autrement dit, (%Q ou %P ont des points dans F, x F)) si et seulement si ( un des symboles
(BhE=a)) ef (2HEEA)) vang 1),

On distingue deux cas :

[17 cas ] (S') = 1. Alors (—1) est un carré dans Fy,. Par (6), %32 = (=1)c?. Alors %2 est un carré

de F,. Donc M(1,,/%f2) € 1R est a coordonnées dans F,.

[2¢ cas](_Tl):(—l). On a
2k(k+a) ) Qk(kfa) - %2. k27a2 - ;4 o ;1
’ ) ( ’ )*(p) ( ’ )*(p)f(p

( )= (=1)

Comme (—1) - (—1) = 1, les deux symboles de Legendre ne peuvent pas étre simultanément
(—1). Donc, un des points {P, Q} a un point de 2-division dans E(F,).

Dans tous les cas, 8 divise #E/F,. Donc o a la propriété o11. O

4.1.3 Vérification expérimentale

Avant de donner une preuve théorique que la propriété oq; assure une valuation moyenne en
2 égale a celle de 0 = 11 on donne un tableau de valuations. Je précise que certaine valeurs pour
lesquelles o < 5 peuvent donner des courbes singuliéres. Mais cela ne concerne quun nombre fini

Valuation moyenne en 2

expression o p quelconque | p=1mod 4 | p=3 mod 4
P+ M 5/11 3,66 3.82 3.50
P+2M —15/47 3,66 3.82 3.50
P+3M | 3595/2171 3,66 3.82 3.50

2M —65/11 3,66 3.82 3.50
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4.2 La famille Suyama 9/4

On a vu qu’une seule courbe peut conduire & la découverte d’une famille infinie avec les mémes
propriétés. Paul Zimmermann a trouvé d’autres bonnes valeurs de o en mesurant la valuation
moyenne de tous les o avec des petits dénominateurs et numérateurs. Parmi les valeurs trouvées on

9 5 11 20 47 15 65 121 239 845 A ; :
a {Z,ll,ﬁ,ﬁ,g,g,ﬁ,ﬁ,@,m,ﬁ}. Elles ont toutes la méme valuation moyenne gnﬂ?, gﬁ)p;lo;ﬂ—

mativement 3.66. En éliminant les valeurs de la famille Suyama 11 on reste avec {7,%°,155, 151}

On va trouver une famille infinie qui contient % et remarquer qu’elle contient les autres valeurs.

4.2.1 Construction

On impose la condition
JkecQ, b=k (7)

Comme pour la famille Suyama 11, le systéeme {(1), (2), (3), (4), (7)} se raméne & ’équation 0% —5—
ok? = 0. En posant k; = ko on obtient une courbe elliptique sous forme de Weierstrass courte :

o3 — 50 = ki.

Cette courbe est isomorphe & % x Z. Un point de 2 torsion est P = [0,0,1] et un point d’ordre
infini est @ = [—1,2,1]. On remarque que P 4+ nQ et n@) donnent des courbes isomorphes, donc on
n’utilise que les points {P+n*Q | n € Z}. Voici une fonction MAGMA qui calcule des valeurs de
sigma de cette famille :

calcule_sigma9sur4(n)
F:=EllipticCurve([0,0,0,-5,0]);
Q:=F![-1,-2,11;
P:=F![0,0,1];
return (P+nx*xQ) [1];

end function;

4.2.2 Justification mathématique
On rappelle que dans la remarque 9 on a vu que P = p1 - pa - Preste avec :
p1 =2t — 423 + (—da — 2)2® — 4z +1
py = at + 423 + (4a — 2)2® 4+ 4o + 1
Lemme 2. Soit 0 € Q qui vériJZe (7) et E la courbe de Suyama correspondant ¢ o. Soit p un
)

premier tel que p =1 mod 4 et ( = —1. Alors E/F, a un point rationnel d’ordre 8.

Démonstration. Les polynomes p; et po sont réciproques et en posant X =z + %, on trouve :
p1 = X2 —4X + (—4a — 4)

po=X?—4X + (4a — 4)

Leurs discriminants respectifs sont A; = 42(2 + a) et Ay = 42(2 — a).

“2;4) = —1, exactement un des ((‘”pﬂ) et ((a*pﬂ) vaut 1. Quitte & remplacer a par

Comme (
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—a i.e. a prendre une courbe isomorphe, on peut supposer que ( at ) 1. On a alors R; :=
(1,4/%2) € F, x F,, point de 4-torsion sur F,,. Comme b = k?, on a ( “2) = ((“+2 /5y = 1. Donc,
A1 est un carré et alors P; a deux racines 2 ++v/a + 2. Ainsi :

r+1=24Va+2

p1 a des racines <= < ou a des racines.
T+ % =2—-va+2
Or ce systéme a des racines exactement quand un des d; et §; est un carré, ot 6, = 4v/a + 2(v/a +
P
2) et ) = 4va + 2(v/a + 2—2). On remarque que (%)(%) = (7”""22_4) = (2;%) = (Qpa) =-1.

P
Donc au moins un des 07 est un carré. Donc E(F,) a un point rationnel d’ordre 8. O

5 Autres pistes de construction

5.1 Stratégie

Toutes les paramétrisations qu’on connait & présent s’exprime comme ’ensemble des solutions
d’un systéme polynomial. De plus, la section 6 suggére que toute autre paramétrisation sera du
méme type. La brique de base de ma méthode est la proposition ci-dessous. On remarque que
I’énoncé fait intervenir une notion nouvelle, le genre d’une courbe algébrique. Mais au lieu de le
définir on précise qu’on dispose d’un algorithme capable de calculer le genre.

Proposition 2. Soit C : C(z,y) = 0 une courbe telle que C € Q[X,Y] est irréductible sur Q. On
note g =genre(C). On suppose que C posséde au moins un point rationnel. Alors on a :

1. Si g = 0, alors C est une conique. Dans ce cas il existe p, et py, € Q(X), deux fractions
rationnelles telles que C = {(pz(0),py(0))/o € Q}.

2. Sig = 1, alors C est une courbe elliptique. Dans ce cas, C est infinie si et seulement si
rang(C) > 0.

3. Sig>2, alors C est finie.
Démonstration. Voir [HS00] pour le lien entre g et la nature de la courbe. Voyons le reste des
affirmations.

1. C’est un corollaire du théoréme de Legendre. Voir [IR82], ch 12.

2. D’aprés le théoréme de Mordell-Weil on a C =~ Ciorsion X ZF avec k fini. D’aprés le théoréme
de Mazur, Ciorsion €st fini. Ainsi k = 0 si et seulement si C est fini.

3. C’est le théoréme de Faltings. Voir [HS00].

On peut maintenant donner les étapes de la recherche de nouvelles paramétrisations :
1. Trouver des équations polynomiales qui traduisent les bonnes propriétés des courbes.
2. Ajouter des équations ad-hoc jusqu’a ce qu’on ait une inconnue de plus que d’équations.

3. Transformer le systéme polynomial en un systéme formé d’une seule équation du type C(x,y) =
0 avec C € Q[X,Y].
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4. Décomposer C' en facteurs irréductibles sur Q[X,Y]: C =Cj - ... - C.

5. Pour chaque 1 < i <k, calculer le genre g; de C;.

6. Si g; = 0 alors paramétrer la conique C;.

7. Si g; = 1 alors trouver un systéme de générateurs G de C;. On a C; = X pegZP.

Remarque 14. Dans les cas concrets qu’on traite dans ce rapport, toutes les courbes satisfont les
hypothése de la proposition ci-dessus.

5.2 Les détails de chaque étape

[Etape 1.] C’est I'étape la plus importante. On distingue deux cas :

1¢" cas

2¢ cas

On ne connait aucune courbe de la famille qu’on cherche. Dans ce cas les équations

traduisent I’existence de quelques points de torsion ainsi qu’un point d’ordre infini. Pour

cela on cherche des m € N et des facteurs F),, de P°* qui sont irréductibles dans le cas

générique et on impose qu’ils aient des racines rationnelles : F,,(x,,) = 0.

Mis a part certains facteurs de Pl avec m < 12, on a deg(F,,) = deg(PlV) =~
m2

deg(Py,) ~ %2 Or une équation de degré “5- avec m > 12 a peu de chances d’avoir des

solutions rationnelles. On va donc se limiter & m < 12.

On remarque que, si m = my - mg et pged(my, ms) = 1, alors E a des points rationnels
d’ordre myms si et seulement si E a des points rationnels d’ordre my et d’ordre msy. Or
les points d’ordre m; correspondent aux racines de P/.*. Ainsi P} a des racines si et
seulement si P et P]'°" ont des racines. On préfére donc de remplacer P () =0
par P (z') = 0 et P2 (2”) = 0 car on travaille avec des équations de moindre degré.
Par conséquent on ne regarde que les polynémes P,. avec m et k petits.

On connait une courbe F/Q de la famille qu’on cherche. Alors on peut utiliser des
equatlons plus elaborees Pour cela on cherche n; < ny € N tels que Prob(=2- —ig X
L CEJF,| -2 7r"2 —m=1z; C E/F,) est différente pour E par rapport aux courbes
génériques. Comme on le verra dans la section 6, cette probabilité dépend du groupe
Gal(Q(E[r"2*1])/Q(E[r™])) ol on a noté Q(E[m]) 'extension de Q engendrée par les
coordonnées des points de E[m]. Or ce groupe dépend des polynémes minimaux sur Q
des coordonnées de E[r™2F1].

Par exemple, pour ¢ = 11, 7 = 2 et le couple (n1,n2) = (1,2) on a une probabilité
de 100% au lieu de 75%. On regarde donc les polynémes minimaux des coordonnées de
E[2?]— E[2] i.e. y* — 22 42 — 922 et 2% 4 2023 4 622 + 6ax + 1. On conclut que o = 11
vérifie une équation qui oblige pour tout p qu’au moins un des polyndmes ci-dessus ait
des racines sur F,. D’aprés 4.1.2, cette équation est (6). A l'aide de cette équation on
trouve la famille Suyama 11.

[Etape 2.] C’est I’étape la plus difficile. On pourrait méme dire que 'art de trouver des
paramétrisations consiste a choisir des équations qui rendent le systéme une courbe de rang 0
ou du moins 1. Par exemple Suyama a trouvé une courbe de genre 0, alors que Montgomery
a trouvé plusieures familles de genre 1 qui ont été moins utilisées pour cette raison.

[Etape 3.] Si on a bien choisi les équations, alors cette étape va de soi. Sinon, il faudrait utiliser
les bases de Grobner.

[Etape 4.] On peut toujours décomposer C' car Q[X,Y] est un anneau factoriel. La fonction
Factorization de MAGMA fait ce travail pour nous.
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[Etape 5.] La fonction Genus de MAGMA calcule cet invariant.

[Etape 6.] Le code with(algcurves) ; parametrisation(C(x,y),x,y,s) ; de Maple9.5 cal-
cule I’ensemble de solutions d’une conique.

[Etape 7.] La fonction Generators de MAGMA calcule un base du Z — module libre formé
des points d’une courbe elliptique C. Toutefois, elle peut se contenter de donner une base d’un
sous-Z-module de C.

5.3 Liste des polynémes de division

On donne une liste des polynémes de division en coordonnées de Montgomery.

po(x)=2 - (2% + ax + 1)

snew

Py

Snew

Ps

Pa=x* + %axS + 222 — L

(x—1)-(z+1) (z* + 2a2® + 622 + 2az + 1)
(2% — 423 + (—4a —2)2? — 4o + 1) - (2* + 423 + (4a — 2)2% + 42 + 1) - Prese

3

Ps(x)=52'? + 20az'! + (1602 + 62)x'° + 80ax® — 1052% — 360az”+

(—240a? — 300)25 + (—64a> — 368a)z® + (—160a? — 125)x* — 140az® — 5022 + 1

pr(z)=T2* + 56ax?3 + (11242 + 308)2%2 + (64a® + 944a)x?1 +

(672a2 — 2954)22° — 19656ax° + (—47040a% — 19852)z8 + (—60928a> — 88256a)x 7+

—48384a* — 179200a? — 35231)z'6 + (—21504a® — 204288a> — 177296a)x'°+

—4096a°® — 120320a* — 348000a® — 82264)x* + (—28672a° — 291200a® — 329952a)z '3+
—89600a* — 407232a% — 111916)z'2 4 (—164864a> — 244944a) * 2'* + (—111552a% — 42168)x'0+
35840a3 + 1344a)z® + (8960a* + 80640a? + 15673)x® + (1024a® + 25088a> + 59736a)z "+

(
(
(
(
(3584a* 4 25200a2 + 14756)z5 + (4928a® + 10416a)x® + (3360a® + 1302)x* + 1176ax> + 19622 — 1

Dans le cas de la famille de Suyama, ps se simplifie pour devenir :

1
3.3 (x —x3) - (332® — 62322 + 22 + 237 + 23).
3

Ensuite on identifie les points de la courbe correspondant & chaque facteur des polynémes de division
qui est irréductible au cas générique.

Polynoéme p, et notation des points
motif de factorisation | (1,1) | (2,1)
points correspondants R P Q

Polynome pj°®

motif (2,1) (4,1
points | 1R := {Ry, —Ri, Ra, —Ra} | 1P

new

Polynoéme pg
motif | (4,1) | (4,1) (16,1)
points | 3R | 3Ry | $(3PU3Q)




Dans le cas de la paramétrisation de Suyama, p3 a un motif de division spécial :

5.4

Polynome Ps
motif (1,1) (3,1)
points | M, (—1)M; | B3] — {Ms, (—1) My}

Nouvelles équations

Voici une liste d’équations qui ont été essayées lors du stage.

d1

d2

d3

d4

d5

dé

d7

ds8

a2 —4 =2

On impose que E[2] ait 4 points rationnels i.e. les points P et @ ci-dessus sont rationnels.
Le systéme {(1), (2), (3), (4), (d1)} est une courbe de genre 7, donc une famille finie.
a—2=(—1)bc?

C’est une équation duale de celle qu’on utilise pour la famille Suyama 11.

Le systeme {(1), (2),(3), (4), (d2)} est une courbe de genre 1, donc une courbe elliptique. Son
rang vaut 1, donc on a une famille infinie. Il se trouve que chaque courbe de cette famille est
isomorphe & une courbe de la famille Suyama 11.

a+2 = bc?

On impose que le point R; ci-dessus soit rationnel.

Le systéme {(1), (2), (3), (d3)} est une courbe de genre 1. Son rang vaut 0, donc elle est finie.
Grace 8 MAGMA on a la liste compléte des valeurs de o : {—3,5, —1, %} Or toutes ces valeurs
donnes des courbes singuliéres. Donc cette famille est vide.

a—2=bc?

On impose que le point Ry ci-dessus soit, rationnel.

On trouve une famille isomorphe courbe par courbe avec celle de d3.

ps(x5) =0

On impose un point de 5-torsion rationnel. Une telle courbe aurait 10 points de torsion sur
Q et 20 | #E/F, pour tout p premier.

L’équation db seule est une courbe de genre 1. Comme elle posséde le point (z5 = 2,a = —1),
il s’agit d’une courbe elliptique. A 'aide de MAGMA on apprend que la courbe a rang 0, donc
elle est fini. Finalement elle a 6 points, y compris O donc 5 ponts affine qui donnent chacun
une courbe possiblement singuliére.

pr(x7) =0

L’équation d6 seule donne une courbe de genre 4. On a donc une famille finie, voir vide. On
retrouve le résultat grace au théoréme de Mazur. En effet les courbes de cette famille auraient
un point d’ordre 14 sur Q.

0.2
Ty = da:3+1

A
Le systérgrclde {(1),(2), (3), (d6), (d1)} retrouve la famille Montgomery 12.

pa(ager) = 0

On impose une deuxiéme racine de P; sur Q. Autrement dit, on impose que E[3] ait 9 points

rationnels.

Le systéme {(3),(d8)} a comme solutions une courbe elliptique de rang 0. Tous ses points

donnent des courbes singuliéres. On retrouve le résultat par le théoréme de Mazur car aucun
zZ z

groupe de torsion possible ne peut contenir 57 x 7.
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d9 (zdevr)3 4 q(zdev®)? 4 glevr = (23 + axz + x3)
On impose & la courbe d’avoir rang > 2 sur Q. En effet on peut espérer augmenter la proba-
bilité que ’ordre soit By — friable en augmentant le rang sur Q.
On trouve une famille infinie de solutions du systéme {(1), (2), (3), (4), (d8)}
On remarque expérimentalement que les courbes d’un rang plus grand se comportent de ma-
niére identique que les courbes d’un rang plus petit. Cela s’explique par le fait qu’on peut
changer le rang sans changer les polynoémes de division. Or seuls les polynémes de division
déterminent la probabilité d’étre By — friable.

Snew

d10 p;i(xzg) =0 et ou py est le facteur de pg
Le systéme {(d1), (d10)} traduit que la courbe contient toute la 2 — torsion et un point de
8 — torsion. On retrouve la famille des courbes & 16 points de torsion sur Q, que l'on détaille
dans la sous-section suivante.

5.5 Application : la famille Montgomery 16

Résolvons le systéme {(d1),(d10)}. On teste que si xg vérifie (d10), alors 1’équation by2 =
23 + az? + s admet une racine rationnelle yg. Donc {(d1), (d10)} caractérise les courbes sous
forme de Montgomery avec 16 points de torsion sur Q, notée 167". Dans [Mon92] il est montré

que toute courbe avec 16 points de torsion sur QQ se met sous forme de Montgomery. Les
112

rg =

~ 62t
. R 4_ 3_ 2_
solutions du systéme sont :{ ¢ = 212048 ¢
b= (;v% —1)2
Remarquons que cette paramétrisation 167" coincide avec celle donnée dans [Mon92]. En effet,

b=1

_ 2 1 2 _ 1.2
a=r"+ 3 rtel quers+1=Fk*aveck,re€Q.
Pour passer d’une paramétrisation a I'autre on fait 3’ = y(22 — 1) pour changer b. On retrouve
les mémes valeurs de a par les deux paramétrisations grace a

dans [Mon92], 16T est paramétrée par

P +2t-3
A+ 1)

k? k 1
Frakr D) gzopzg

respectivement xg =
r

Afin de trouver des sous-familles de 167" de rang positif, Montgomery prend dans [Mon92]
un ensemble F' d’équations ad-hoc et résout le systéme {(d1), (d10), (f)} pour chaque f € F.
La plupart de ces systémes sont équivalents & des courbes de genre 1 et leur rang en tant
que courbe elliptique est non nul. Ainsi, Montgomery donne une collection de familles infinies
ayant 16 points de torsion et un autre point possiblement d’ordre infini. Kruppa a remarqué
que le point z, peut étre de torsion. Il faut donc vérifier, pour chaque courbe de Montgomery

16 que son z, n’annule pas P - Ps - ... - Pjg. Voir la discussion de 3.1.

Pour continuer les calculs, on préfére faire des notations en suivant [Mon92]. Ainsi une courbe
2

générique & 16 points de torsion est du type E : y? = 23 + (g—; + %)xz +x ol o := 27 et

B :=171%—1avec 7 € Q. On prend I’équation f : x, = % et on résout {(d1), (d10), (), (3")}
o (3") désigne y2, = x5, + (5 + Z2)2% + 70,

a2
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En remplagant 7., a et 3 en fonction de 7, 'équation (3”) devient (724+27—1)2(72—1)"4(r4—
273 + 272 4+ 27 + 1) = y% . En englobant le carré a y2 on trouve I’équation équivelante :
=273 4277 4 21 + 1 = k? ou k = (7% — 1)? z¥=—. 1l s’agit d’une courbe elliptique grace
a laquelle on calcule 7 pour qu’ensuite on calcule toutes les autres inconnues.

_w
: . - 2w’
Pour amener cette courbe sur une forme canonique on pose : { P o — 2w
- 2u? :

On trouve alors la courbe elliptique F : w? — 2uw + 6w = u® — 2u? — 3u. MAGMA calcule les
générateurs de F' : P(—3,—6), Q(1,—2) et M (5, —6). En conclusion, on calcule u et v comme
coordonnées d’un point np * P+ng*Q +nys + M sur F. On retrouve 7 et k grace au formules
plus haut. Finalement on remplace pour trouver «, 3 et Zo.. Avec ces valeurs on peut lancer
ECM.

Voici plus bas une implémentation possible :

function calcule_courbe_sur_M16(nP,nQ,nM)
F:=EllipticCurve([-2,-2,6,-3,0]);//F courbe sur laquelle habitent les paramétres
P:=F![-3,-6,1]; Q:=F![1,-2,1]; M:=F![5,-6,1];
R:=nP*P+nQ*Q+nM*M;
u:=R[1]; w:=R[2];
tau:=w/(2%u) ;
k:=(-2%u~3 + 2*xu~2 - 2%ukw + w~2)/(2%u)"2;
alpha:=2*tau; beta:=tau~2-1;
a:=alpha~2/beta~2+beta~2/alpha~2; b:=1;
A:=(3-a"2)/(3*b"2); B:=(2*¥a"~3/9-a)/(3*%b"3);
E:=EllipticCurve([A,B]);// courbe définie par (nP,nQ,nM)
x_infty:=alpha/beta;// en coordonnees de Montgomery
y_infty:=k*(tau~2+2*tau-1)/(tau~2-1)"2;
Y:=bxy_infty;
X:=(3*x_infty+a)/(3*b);// en coordonnees de Weierstrass
P_infty:=E![X,Y,1];

return a,b,x_infty;
end function;

On remarque que pour tout n € Z les courbes définies par (0,0,n), (1,0,n), (0,1,n) et
(1,1,n) ont le méme j-invariant, donc sont isomorphes. On utilise alors seulement la branche
{(0,0,n)/n € Z}.

Un autre probléme est de s’assurer que le point P, (X, Ys) qu'on ajoute sur la courbe
est effectivement d’ordre infini. Des expérimentations montre que ordre(Ps) = oo pour
(nP,nQ,nM) € {(0,0,n)/1 < n < 128}. Toutefois, si on estime que le cas ou ordre(Ps) < 0o
est trop fréquent, alors on peut tester que P, n’est pas de torsion avant de lancer ECM.
D’apreés le théoréme de Mazur, une courbe ne peut pas avoir plus de 16 points de torsion sur
Q. Or les courbes de la familles Montgomery 16 en ont déja 16. Pour que le point en plus
soit de torsion il faut qu’il coincide avec un des points de torsion, donc que son ordre divise
8. Il suffit donc de tester si 8 x Poo = O.
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6 Vers une estimation précise de la valuation

6.1 Théoréme de Chebotarév

On ne dispose pas de formule capable de donner pour une courbe E(a,b) la valuation moyenne
en un premier 7. Par contre on va l’estimer & ’aide de ’hypothése que E est une courbe générique
d’une certaine famille.

Dans cette section on va utiliser la théorie de la mesure pour donner un sens & la valuation
moyenne. On munit donc ’ensemble des premiers d’une tribu et d’une mesure.

Définition 11. Soit S un ensemble de nombres premiers. On dit que S a une densité § si

#{p <xz;pe S}

— § pour x — oo.
#{p < x;p premier} P

Définition 12. On note P l’ensemble des premiers. On dit qu’une partie S de P est p mesurable
si et seulement si elle a une densité. Dans ce cas on pose u(S) égale & la densité de S.

Remarque 15. On a u(P) = 1, donc p est une mesure de probabilités. De plus pour tout F C P
fini on a u(F) =0.

Voyons maintenant comment peut se décomposer un polynome f € Q[X] quand on le plonge
dans IFp.

Définition 13. Soit f = a, X" +a, 1 X" 1 + ...+ ag € Q[X] et d = dnominateur(ag-ay - ... - a,)
et p un nombre premier tel que pt A(f) - d. Alors on dit que f se réduit modulo p.

Notation 4. Soit f € Q[X] et p premier tel que f se réduit modulo p.

1. On note ay, ..., ses racines complezes et Dec(f) = Q(aq, ..., an) son corps de décomposi-
tion.

2. On note G = Gal(Dec(f)/Q).
8. Soit p- Opee(y = P1..-Pi la décomposition en idéaux premiers de p dans Dec(f). Comme f se

réduit modulo p, il existe exactement un 7; € G pour chaque p; tel que Vx € Dec(f).xP —7;(x) €
pi- On appelle Frobenius de f sur p lensemble Frob(p) := {11, ..., Tk}

Remarque 16. Les éléments de {T|{q,....a,} | T € Frob(p)} se décomposent en cycles de la méme

maniére. Pour cela on pose pour tout 7 € G, T = T|{q,,....a,}- Soient T et 7' dans Frob(p). On peut

vérifier que F'rob(p) est une classe de conjugaison de G, donc il existe g € G tel que 7 = grg~ L.

Par conséquent, 7' = G7g—'. Donc les permutations 7 et T/ sont conjuguées. Ainsi elles ont le méme
motif de décomposition en cycles disjoints.

Définition 14. Soit p comme dans la notation précédente et Frob(p) définit plus haut. On appelle
motif de cycles de f sur p le motif commun de décomposition en cycles des éléments de Frob(p).

Théoréme 6. Soit f € Q[X] et p premier tel que f se réduit modulo p. Alors les trois quantités
sutvantes sont égales :

(i) le motif de décomposition en cycles de f surp;

(ii) le motif des cycles de fr|{acines de £} 0% fT: F, > F,, 2+ aP;

(iii) le motif de factorisation de f sur p.
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Démonstration. (i) = (i) Comme pt A(f), f a des racines simples sur Q et sur F,. Soit p un idéal
au-dessus de p et 7 € GG son automorphisme associé comme plus haut. Soit k le degré d’inertie de
p. On définit ¢, : Dec(f) = Fp, x — z+p € Dec(f)/p = F,. CF,. On a alors froy, =, o7.
Soit «; une racine complexes de f. Comme 1), est un homomorphisme d’anneaux et f est un
polynome, f (i (1)) = r(f(01)) = 0. Done ¥y (a:) est racine de f. Comme #{i (a)/1 < i <
n} = n = deg(f), ce sont toutes les racines de f dans F,,.
On note o € S,, 'action de fr sur les indices des racines de f dans F, i.e. {,(;)/1 <i < n}:
Jr(r(ai)) = ¥r(ag@y). De méme on note o’ € S, I'action de 7 sur les indices des racines de f
dans C : 7(a;) = g (i). On a alors ¥ (g () = Y- (7(a;)) = fr(v-(a;)) = ¥r(as@)). Comme
V7| {racines de £} ©st injectif et les racines sont distinctes, o(i) = o’(i). Donc o = o’.

(i4) = (4it) Soit O le support d’un cycle de fr. On note a; = ¥.(a;) et A = {a;/1 < i < n}.
Comme H := Gal(F,(A)/F,) est engendré par fr, O est une orbite de h|4 pour tout h € H. Alors
fo = Tlgeco(X — B) est stable par H, donc fo € F,[X]. Comme f et I, pitesfo ont les mémes
racines avec les mémes multiplicités, f = I, pites fo-
Supposons par l'absurde que fo n’est pas irréductible. Alors f = gh pour certains g,h € F,[X].
On note O, et Oy, les ensembles respectifs de racines. Comme g € F,[X], O, est stable par tout
automorphisme de E, en particulier par H. Or fr agit transitivement sur ses orbites, donc O, est
une orbite de fr. Or O, = {racines de g} C {racines de fo} = O, donc O, = O. Ainsi deg(h) = 0,
soit fo est irréductible. Ainsi le motif de factorisation de f sur p est égal & {(#0,1)/O orbite de fr}
i.e. motif de cycles de fr.

O

Théoréme 7. (de Chebotarév) Soit f un polynéme unitaire de Z[X|, de degré n, pas forcément ir-
réductible. Soit C une classe de conjugaison de Gal(Dec(f)/Q). Alors Ec = {p premier/Frob(p) =
C} a une densité et elle vaut #Gfli%}@

Démonstration. Lire [SLOG]. O
Remarque 17. Le résultat reste vrai pour f € Q[X].

Justification Soit f € Q[X], f = 322" + ...+ {2. On pose A = ppcm{bo, ..., b, } et fi := Af. Ensuite
on pose fa(x) = A"7'f1(%). On constate que fo € Z[X] et qu’il est unitaire. Ainsi le théoréme 7
s’applique & fo. Or f5 et f ont le méme groupe de Galois sur Q et pour les premier p o ils se ré-
duisent, ils donnent le méme motif de factorisation. Finalement, f5 se réduit pour tous les premiers
car unitaire et entier, alors que f se réduit pour tous sauf les diviseurs de A\, donc un ensemble fini,
qui ne change pas les proportions.[]

Qx]
<f(X)> —

Corollaire 2. Soient p un premier et f € Q[X] qui se réduit modulo p et qui vérifie :
Dec(f,Q). Alors 6{p | f a une racine sur F,}=0{p | f est scindé sur Fp}.

Démonstration. D’aprés le théoréme 7 il suffit de montrer qu’il n’existe pas de 7 € Gal(f,@ qui
fixe une racine de f sans les fixer toutes. Supposons qu’il existe 7 € Gal(Dec(f),Q) et a € Q tels

que f(a) =0 et 7(a) = a. Alors <%([§%> ~ Q(a), d’oit Q(a) ~ Dec(f). Or Q(c) C Dec(f), donc

Q(a) = Dec(f). Comme T(a) = e, 7 = id. Donc 7 fixe toutes les racines de f. O
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Corollaire 3. Soit f € Q[X], G son groupe de Galois sur Q. Soient C' une classe de conjugaison
de G et F une propriété i.e. un sous ensemble de G, stable par conjugaison. Soit p une variable
aléatoire par rapport a p. Alors :

1. Prob(Frob(p) =C) = i—g ;

2. Prob(Frob(p) C F) = %
Démonstration. 1. On a Prob(Frob(p) = C) = Prob(p € Ec)= p(E¢c). D’apres le théoréme 7
pEe) = 5.
2. Comme F est stable par conjugaison, elle est la réunion disjointe de classes de conjugaison

de G: F =C1J...lUCk. On a alors Prob(Frob(p) C F)= Ei<;<pProb(Frob(p) = C;)=
S #C _ #F
1<iSk™#G — #G-

O
Définition 15. Soient E/Q une courbe elliptique, m un premier et 1 < ny < nyg dans N. On note :
1. qn, = Prob(=£- x =%£- C E/F,);

L7 TN1Z

- Py = Prob(=2 x L C E/F,|-55 x £ C E/F,);
L™ = Dec(Pr);

. Gt = Gal(L™,Q) ;

LK™ = QB[] KM = Q(E[))

. G =Gal(K"/Q) ;

GM" = Gal(K™ /K™) = G2 /GR .

8. Snyny = #{T € G2 /1 fize un point de E[x"2]\ E[r"271]}.

NS G Lo

Justification. L™ /Q est galoisienne car L™ est un corps de décomposition. De plus K™ s’ob-
tient de L™ par des extentions successives par les polynomes de {p, := X? — %(a3 + Aa +
B)/a racinde de Pyrn: }. Comme toute extention de corps de nombres, de degré 1 et 2 est galoi-
sienne et comme une tour d’extensions galoisiennes est galoisienne, K™ /Q est galoisienne. De
maniére analogue K™2/Q est galoisienne, d’ou K™ /K™ est galoisienne.

Gl;(l Gnl,nz
I 1T 1
Q nl Knl an
J
nl
G
Proposition 3. Soit n; € N. Alors q,, = 2wt
#G

Démonstration. Par le théoréme de I’élément primitif, il existe un polynéme irréductible f € Q[X]

tel que K™ = <?([§])> Comme K™ /Q est galoisienne, <?([§])> = Dec(f). Ainsi G} = Gal(f,Q).
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On admet pour] Vinstant que Fp,(E(F,)[x™]) = F, exactement pour les p pour lesquels Dec(f,F,) =
F,.Ona an X an C E/F, exactement pour ces p pour lesquels on a 72" points de E(F,)[7™] a
coefficients dans F,. Or E(F,)[7™] contient 7> points en tout, donc exactement quand F,,(E(F,)[x™]) =
F,. Grace au fait qu’on a admis et on démontre par la suite, cela arrive exactement quand Dec( £ Fp) =
F,. Or Dec(f,F,) = F, arrive ecxactement pour les p pour lesquels fr fixe toute racine de f, soit

Frob(p) = {id}. Ainsi g,, = Prob(Frob(p) = {id}). Par le corollaire 3 on a ¢,, = m = ﬁ
_ K

Montrons maintenant que F,(E(F,)[r"]) = F, si et seullement si Dec(f,F,) = F,. Pour cela

notons ay, ...,y les racines dans Q de f. On remarque que Dec(f) D Q(ay) ~ Q[X]> ~ Dec(f),

_ <f(X)
donc K™ = Dec(f) = Q(a1). Notons (z;,...,x,) les racines dans Q de Py»:. Notons yi,...,yn
les racines dans Q de {p, := X? — %(a + Aa + B)/a racine de Pyny }. D’aprés le théoréme 5 on
a Elr"] = {0} U{(zi, 2y:)/1 < i < n}, donc K™ = Q(x1, ..., Tn, Y1, -, Yn). Comme Q(ay) =

K™ = Q(x1,...;Tn, Y1, -, Yn), il existe des polynomes P,, et P,, € Q[X] respectivement P,, €
QX1,...., Xy, Y1,...,Y,] tels que Py, (a1) = m;, Py, (1) = y; et Po, (21, ..., Tn, Y1, .., Yn) = 1. Mis
A part un nombre fini de premiers p, tous ces polynémes se réduisent modulo p. Or les ensembles
finis n’interviennent pas dans le calcul des probabilités, donc on peut supposer que les polynomes
se réduisent modulo tous les nombres premiers.

On remarque que dans Q(ay)[X] on a II? | (X — Py, (1)) = Prni (X). Alnsi il existe k € Q[X, T
tel que dans Q[X,T] on a

Gy (X = P, (T)) = Pea (X) + f(T) - K(X,T)

et de maniére analogue on a P; (T) — (P2 (T) + AP,,(T) + B) = f(T)k;(X,T) pour tout i et un
certain k;.

Soit p premier tel que Dec(f,F,) = F,. Alors il existe a7 € F, tel que f(a1) = 0. Dans I'identité
plus haut on pose T = a; € [, et on plonge les coefficients modulo p. Alors on remarque que
Prni (X) est scindé modulo p. De plus z? + Az; + B est un carré de F,, pour tout i. D’aprés le
théoreéme 5, tout point de E(F,)[7™] a ses coordonnées dans F,. Donc F,(E(F,)[r™]) = F,,.

Réciproquement, soit p tel que Prn1 soit scindé sur [F, et il existe y; € IFp, tel que y? = a3+ Az +
B. On pose dy := Py, (21, .. Tny Y1, --» Yn) € Fp et on vérifie que f(a7) = 0. D’apreés le corollaire 2,
[ a toutes ses racines dans F,,. Donc Dec(f,Fp,) = F).

O
Proposition 4. Soient ny < ny € N. Alors pn, n, = #551;1"@ .
Démonstration. :
7 _ #{7€G}2 /7 fixe un point de E[r"2]\E[r"27 '] et tous les points de K"l}
On a Prob(=£ —im X magy C EJF,) = = 7T
#{T€G? /T fixe K"l}
De méme on a Prob(=%- x £ C E/F,) = e

#{T€G2 /7 fixe un point de E[x"2]\E[r™2 "] et tous les points de K"l}

#{T€GL2 /T fixe K"1}
D’une part, on a #{7 € G2 /7 fixe K™} = #Gal(K™ /K"') = #G""2,
D’autre part, #{7 € G2 /7 fixe un point de E[r"2]\ E[x"2~!] et tous les points de K™} =
=#{roh/m € G}, h € G tels que 1 o h fixe un point de E[r"2]\ E[r"27!] et fixe K™} =
= #{h € G™"2 /] fixe un point de E[7"2]\ E[r"27]}= s, n,-

. S
En conclusion py,, n, = ZGiT R

Ainsi pp, p, =
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6.2 Applications

Kruppa a remarqué un comportement étrange de la courbe de Suyama correspondant & o = 10.
D’une part ¢ = 10 est une courbe quelconque de la famille de Suyama car ses valuations moyennes
en 2 et en 3 ne sont pas spéciales. D’autre part, 0 = 10 a une propriété rare, présente chez les o’s de
la famille Suyama 11 : le polynéme de 12 division est scindé modulo p pour une grande proportion
de premiers p. Grace & la théorie qui précéde on va éclairer cette apparante contradiction.

A T'aide de MAGMA on peut calculer le groupe de Galois d’une extension galoisienne de Q.
Le tableau ci-dessous regroupe les informations pour trois courbes de la famille de Suyama. On
précise que les notations sont celles de plus haut et que 7 = 2. On a également noté Gal(P;2)
le polyndme de l'extension de Q qui contient toutes les racines de Pjo, malgré le fait que P2 ne
soit pas irréductible. Finalement, F(12) se comporte toujours comme la plupart des courbes de
Suyama, donc on I’a pris comme représentant des courbes génériques.

o 10 11 12
| Z YA yA
G =Gg 27 27 27.
G3 Dg Ds Dg
2 AR/ Z Z
GK D8 X ﬁ X ﬁ Dg X ﬁ Dg X ﬁ ; ﬁ
G1’2 Dg X 57 Dg Dg X 57
#Gal(Pyy) 48 48 96
On remarque que G}, ~ Z. Par la proposition 3 on a ¢, = & pour E(10), E(11) et E(12). Des
expériences sur 1000 nombres premiers ont montré : gi(c = 10) = 2%, qi(0 = 11) = 3% et
q(o =12) = f)ololo'

On voit que G2 est isomorphe au groupe diédral & 8 éléments pour les trois courbes. Par le
théoréme 7 on peut calculer la proportion de nombres premiers pour lequel P, a chacun des motifs
de factorisation possible. En tout cas, comme les G7 respectifs coincident, les proportions coincident
également pour les trois courbes.

On constate que G'? a la méme valeur pour E(10) et F(12) mais pas pour F(11). Comme p o
se calcule & partir de G2, E(10) et E(12) ont le méme p; ». Par contre E(11) a un groupe G2
différent, donc possiblement une probabilité différente. Expérimentalement on a py 2(c = 10) =
305 ~ 73%, p12(o = 11) = 202 = 100% et p12(c = 12) = 28 ~ 76%. Si on répéte l'expérience on
se rapproche de 75% pour le cas général.

Comme E(o = 10) et F(c = 11) ont exactement les mémes Gal(P2), les polynomes Py
respectifs ont les méme motifs de factorisation avec les mémes fréquences.

Conclusion : Il ne suffit pas de regarder Gal(P,,) pour étudier E[m|, mais il faut regarder
Gal(E[m]/Q). Dans le cas particulier de m = 12 et E = E(c = 10) on a un Gal(P12) spécial
sans pour autant changer Gal(E[m]/Q). Donc o = 10 "aime" avoir les points de E[12] avec leur
coordonnée = dans I, sans imposer rien sur la coordonnée y.

On remarque entre autres que le fait que le groupe Gal(Pi2) soit plus simple se manif este aussi
dans le motif de factorisation de Pj5 sur Q. Ainsi, pour une courbe quelconque de Suyama, le motif
de factorisation sur Q est {(1,5), (2,4), (3,2), (4,1), (6,3),(8,1), (24,1)}. Par contre pour o = 10 un
facteur de degré 6 qui est irréductible dans le cas générique se décompose en deux facteurs de degré
3. De méme pour o = 11 'unique facteur de degré 8 se décompose en deux facteurs de degré 4. En
effet, ce facteur de degré 8 correspond au points de 3 division d’une paire de points de 4-torsion de
la courbe E(11). Comme G2 est spécial pour o = 11, les racines correspondant aux deux points de
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4-torsion se séparent, donnant deux facteurs de degré 4. Par contre le fait que le facteur de degré
6 devienne réductible pour o = 10 semble ne pas prevenir de la structure de E[3] et E[4].

6.3 Ouverture

Proposition 5. Soit p un premier et E : y? = 234+ Az + B une courbe elliptique sur Q qui se réduit
modulo p. Soient n > 1 et m un premier autre que p. On munit E[x"] de la structure de groupe
induite par E. Alors G, est un sous groupe de Autgroupe(E[T"]).

Démonstration. Soit T € G = Autcorps(Q(E[r"])). Montrons que 7|gjzn] € Autgroupe (E[n"]). On
sait que 7 s'étend & 7 € Gal(Q/Q). Comme 7(A) = A et 7(B) = B, on a 7(E) = E. Comme les
formules de la loi de groupe de E sont polynomiales, 7| g est un morphisme de groupes. Ainsi 7| est
un endomorphisme du groupe E. Comme E[r"] = {z € E/ordre(x) | 7"}, alors T|gzn] = T|gpmm
stabilise F[7"], donc 7|g(rn) € End(E[r"]). Comme 7 est un automorphisme de corps, il est injectif
L Z_m?", il est fini, donc 7|p.m) est bijectif. Ainsi

™7 x ™7

et alors Tgp.n) est injectif. Comme E[r"] ~
T|E[ﬂ-n] € Aut(E[r"]).

Finalement, pour voir que 7 + T7|g[zn) est un morphisme injectif de groupes, il suffit de
remarquer que l'image de 7 sur Q(E[n"]) est déterminer par 7|g.» et que (71 o 72)|gn) =
(T1|E[ﬂ-n]) o (TZlE[ﬂ-n]).

O

Remarque 18. L’inclusion de la proposition 5 est une égalité dans le cas générique. Par exemple
pour T =5 et un o choisi au hasard, disons 13, on a #GL = 480 et #Aut(E[5]) = 480. Comme
Gi est un sous groupe de Aut(E[5]), on a G} ~ Aut(E[5]).

Jean-Pierre Serre a démontré dans [Ser72] le théoréme suivant :

Théoréme 8. Soit E/Q une courbe elliptique. Alors il existe un ensemble fini F C P tel que pour
tout m € P\ F on a G (7) = Aut(E|n]).

On remarque qu’il est relativement simple d’étudier le groupe Aut(E[r*]). En effet le théoréme
3 dit que E[r*] ~ £ x -Z_, donc Aut(E[r"*]) = Aut(R x R) pour R = W%Z,Z.

— xk7Z k7

Proposition 6. Soit n € N. On note R := %, r .= #R = 1" et r' := #R* = 7" — 7"~ 1. Alors

7
on a .

(i) #Aut(R x R) = (2r —")r"?(2r — 1’ —1);
(ii) #{a € Aut(R x R) — {id}/ker(a —id) # 0} = (2r —r")(2r -7/ — "2 —¢' — 1) ;

(iii) seule id fize plus d’une droite.

Démonstration. (i) Onnote {e1, e2} la base canonique de Rx R. Un automorphisme est déterminé
de facon unique par le choix des images f; respectivement fo des éléments de la base. Pour
f1 on peut choisir tout élément d’ordre r, soit tout élément de R x R*|JR* x R. En tout
rer’+7r" -r—7v" v’ =9 (2r —r') choix. Pour f5 on peut choisir tout élément d’ordre r sauf
ceux de R*f1. En tout, r'(2r — ') — ¢/ = ¢'(2r — v’ — 1). Ainsi on a (2r — r')r"?(2r — 1/ — 1)
choix de (f1, f2) donc d’automorphismes.

(ii) On choisit un élément a - e; + b - eg d’ordre 7. En tout (2r — /)’ choix.
On choisit 'image de b-e; +a - eo comme un point d’ordre r, qui n’est pas sur Ze; et qui n’est
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pasb-e; +a-es. En tout (2r —r’)r’ —r’ — 1 choix. On divise le résultat par r’ car on a compté
le méme automorphisme pour tous les éléments d’ordre r de la droite fixée : R-(a-e; +b-e2).
Conclusion : (2r —/)r'(2r - v" — 72 —¢' = 1) /7' = (2r — ") (2r - v/ — 12 — ¢/ —1).

(iii) Rien & montrer.

1
41 (r—1)2m(m 4+l ——2—) "

an1—1

Corollaire 4. Pour E et ny € N génériques on a ¢, =

Démonstration. C’est la conséquence directe de la proposition 3, du théoréme 8 et de la proposition
ci-dessus. O
Projet. Pour finir on fixe une courbe elliptique E et propose la démarche suivante :

1. On suppose le théoréme 8 vrai pour tout 7 premier tel que By +1 < 7 < p ou By et p sont
deux entiers.

2. On calcule pour chaque m, Prob(-% C E/F),).

3. Onsuppose que pour m; # 7 on a Prob(m; divise #E/F,/p € P) L Prob(m, divise #E/F,/p €
P).

4. On calcule Prob(#E/F, est By — friable).

Conclusion

Ce stage a permis de :

1. créer une démarche générale pour découvrir des paramétrisations, qui permet notamment de
retrouver rapidement toutes les paramétrisations connues;

2. découvrir les familles infinies Suyama 11 et Suyama 9/4 (a partir d’un nombre fini de courbes
isolées par Kruppa et Zimmermann) et d’avoir contribué a montrer leur utilité;

3. indiquer des nouvelles pistes de recherche permettant d’estimer la valuation moyenne.

Annexe

Soit, E(A, B) une courbe elliptique sur un corps K. On munit F(A, B) d’une loi de composition
Py(X1,Y1, Z1) + Pa(X2, Y2, Zo) = P3(X3,Y3, Z3) par :

1. Si z129 # 2921 alors
(Ans Ad) = (Y2 — y1, 22 — 11)
(Hns ) = (Y122 — Y2x1, 02 — 1)
x5 = Ajpua(A; — (1 — 21 — 22)A))
Y3 = —T3\, — /in)\?t
23 = AjHd

2. Si w129 # X921 €t Y120 = —yo21 alors (x3,ys,23) := (0,1,0).

3. Si w120 = x021 €t Y120 # —yo221 alors
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(Ans Ad) = (Y2 — y1, 72 — 1)

(o, pta) = (323 + 221 + A, 2y1)

()\n, )\d) = (—ZC‘;’ + Aﬂ?l + QB, 2y1)

mémes formules pour x3,ys, z3 qu’au cas (7)

Dans [Sil86] on montre que + est une loi de groupe abélien. On remarque qu’on peut rendre les
formules indépendante du test x1y: — y121 = 0.
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