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❘♦❜✉st ❛♥❞ ❊✣❝✐❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢

♣♦✐♥ts ♦♥ ♦r ❝❧♦s❡ t♦ ❛ s♣❤❡r❡

▼❛♥✉❡❧ ❈❛r♦❧✐∗ ✱ P❡❞r♦ ▼✳ ▼✳ ❞❡ ❈❛str♦∗ ✱ ❙é❜❛st✐❡♥ ▲♦r✐♦t∗ ✱

❈❛♠✐❧❧❡ ❲♦r♠s❡r† ✱ ▼♦♥✐q✉❡ ❚❡✐❧❧❛✉❞∗

❚❤è♠❡ ❙❨▼ ✖ ❙②stè♠❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s
➱q✉✐♣❡s✲Pr♦❥❡ts ●é♦♠étr✐❝❛

❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥➦ ❄❄❄❄ ✖ ❏✉✐❧❧❡t ✷✵✵✾ ✖ ✶✼ ♣❛❣❡s

❆❜str❛❝t✿ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱ ♦r ♦❢ r♦✉♥❞❡❞ ♣♦✐♥ts ❝❧♦s❡ t♦ ❛ s♣❤❡r❡✱ ❜♦t❤
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡✳
❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❛ ❢✉❧❧② r♦❜✉st ✇❛②✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣♦♥ ❡①✲
✐st✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❣❛❧ ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞
s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s s❤♦✇♥ ❜② ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✱ ❉❡❧❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❱♦r♦♥♦✐
❉✐❛❣r❛♠✱ ❙♣❤❡r❡✱ ❙♣❛❝❡ ♦❢ ❈✐r❝❧❡s✱ ❊①❛❝t ●❡♦♠❡tr✐❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❝❣❛❧

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆❘ ✭❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛
❘❡❝❤❡r❝❤❡✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ✏❚r✐❛♥❣❧❡s✑ ♣r♦❥❡❝t ♦❢ t❤❡ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❜❧❛♥❝ ❆◆❘✲✵✼✲❇▲❆◆✲✵✸✶✾
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♥r✐❛✳❢r✴❣❡♦♠❡tr✐❝❛✴❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s✴tr✐❛♥❣❧❡s✴✳

∗ ■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s ✕ ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡ ❬❊♠❛✐❧✿ ④▼❛♥✉❡❧✳❈❛r♦❧✐✱ P❡❞r♦✳▼❛❝❤❛❞♦✱
❙❡❜❛st✐❡♥✳▲♦r✐♦t✱ ▼♦♥✐q✉❡✳❚❡✐❧❧❛✉❞⑥❅s♦♣❤✐❛✳✐♥r✐❛✳❢r❪

† ❊❚❍ ❩ür✐❝❤✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ❬❊♠❛✐❧✿ ❈❛♠✐❧❧❡✳❲♦r♠s❡r❅✐♥❢✳❡t❤③✳❝❤❪



❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② r♦❜✉st❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡✱ ♣♦✉r

❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ♦✉ ♣r♦❝❤❡ ❞✬❡❧❧❡

❘és✉♠é ✿ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❉❡❧❛✉♥❛② ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t s♦✐t à ❧❛ s♣❤èr❡✱ s♦✐t
à s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧
❝❧❛ss✐q✉❡✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❛ été ❝réé à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡
❉❡❧❛✉♥❛② ♣❧❛♥❛✐r❡s✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❥✉st✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❡st r❛♣♣❡❧é✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❡r❝❧❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t
été ✐♠♣❧❛♥té❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ r♦❜✉st❡ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ér✐q✉❡s
❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❈●❆▲✳ ❉❡s t❡sts ❝♦♠♣❛r❛t✐❢s ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡ ♥♦s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐é❡✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ●é♦♠étr✐❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✱ ❉✐❛✲
❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✱ ❙♣❤èr❡✱ ❊s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❡r❝❧❡s✱ ❈❛❧❝✉❧ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡①❛❝t❡✱
❝❣❛❧



❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝❣❛❧ ♣r♦❥❡❝t ❬❝❣❛❪ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s❡rs ✇✐t❤ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠❛✐❧✐♥❣ ❧✐st✱
✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ✐♥✈✐t❡❞ t♦ ♣♦st q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss t❤❡✐r ♥❡❡❞s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
r❡❝✉rr✐♥❣ r❡q✉❡sts ❢♦r ❛ ♣❛❝❦❛❣❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦r
✐ts ❞✉❛❧✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✈❛r✐✲
♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤ ❛s ❣❡♦❧♦❣②✱ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s ♦r
str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜✐♦❧♦❣②✱ t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇✳ ❆♥ ❡❛s② ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❛♥s✇❡r
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t♦r✐♦✉s❧②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❬❇r♦✽✵✱ ❙✉❣✵✷❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r str✉❝✲
t✉r❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❬❞❇✈❑❖❙✵✵✱ ❇❨✾✽❪❀ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬❤✉❧✱ q❤✉❪✳

❆♥♦t❤❡r ❢r✉✐t❢✉❧ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡✇♦r❦✲
✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ R

2✳ ❘❡♥❦❛
❛❞❛♣ts t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t♦ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t❡s ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❬❘❡♥✾✼❪ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✢✐♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ R

2 ❬▲❛✇✼✼❪✳ ❆s ❛ ❜②✲♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡✐r ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❢♦r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✱ ❋♦❣❡❧ ❡t ❛❧✳ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❧②✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❛♥❞
❤❛✈✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❬❋❙❍✵✽✱ ❋❙✱ ❇❋❍+✵✾❜✱ ❇❋❍+✵✾❛❪✳ ❯s✐♥❣ t✇♦
✐♥✈❡rs✐♦♥s ❛❧❧♦✇s ◆❛ ❡t ❛❧✳ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠
♦❢ s✐t❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✇♦ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ✐♥ R

2 ❬◆▲❈✵✷❪✱ ❜✉t
♥♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❞❛t❛
♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧②✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳

❆s ✇❡ ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ t❛❦❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❝❛r❡❢✉❧❧②✳ ❲❤✐❧❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❧②✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❡✐t❤❡r ❜② ✉s✐♥❣ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ❝❛♣❛❜❧❡
♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❡①❛❝t❧②✱ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡ ❞❛t❛✲s❡ts ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛r❡ ♠♦st
❝♦♠♠♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r♦✉♥❞❡❞ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t
❡①❛❝t❧② ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✱ ❜✉t ❝❧♦s❡ t♦ ✐t✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❤❛♥❞❧❡ s✉❝❤ r♦✉♥❞❡❞
❞❛t❛✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❞❛♣t t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇♦✇✽✶❪
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥✱ ♦r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡
t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r♦✉♥❞❡❞✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t ❣❡♦♠❡tr✐❝
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♣✐♦♥❡❡r❡❞ ❜② ❈✳ ❑✳ ❨❛♣ ❬❨❉✾✺❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ✇❡❧❧
✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t s✐♠♣❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠s
♦❢ t❤✐s t②♣❡ ✐s ❜♦✉♥❞ t♦ ❢❛✐❧ ✭s❡❡ ❬❑▼P+✵✽❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳

• ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ r♦✉♥❞❡❞ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦♥t♦ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡✐r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❡①❛❝t❧② ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✳

• ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮ ❝♦♥s✐❞❡rs ❝✐r❝❧❡s ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❛s
✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✹ ❈❛r♦❧✐ ✫ ▼❛❝❤❛❞♦ ✫ ▲♦r✐♦t ✫ ❲♦r♠s❡r ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

♣♦✐♥t✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝✐r❝❧❡s ♦♥
t❤❡ s♣❤❡r❡✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡
▲❛❣✉❡rr❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❬❙✉❣✵✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡
r♦✉♥❞❡❞ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡s❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ r♦✉♥❞❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢
❝✐r❝❧❡s ❬❇❡r✽✼✱ ❉▼❚✾✷❪ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡♠ ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿
❙♦♠❡ ❝✐r❝❧❡s ♠❛② ❜❡ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✷ t❤❛t t❤✐s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ r♦✉♥❞❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❝❧♦s❡
t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤✉s✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❛♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❡①❝❡♣t ♠❛②❜❡ ✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ♥♦t t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞✮✱ ❛♥❞ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝✐t② ♦❢ ❝❣❛❧ ❬❋❚✵✻❪ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡✉s❡
❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ R

2 t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
♦✉r t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞❛t❛✲s❡ts✱
s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❝♦❞❡ t♦ s♦❢t✇❛r❡
❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥✈❡①
❤✉❧❧ s♦❢t✇❛r❡ ❬❍❙✵✾✱ P❚✵✾❜✱ ❤✉❧✱ s✉❣✱ q❤✉✱ ❘❡♥✾✼✱ ❋❙❪✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱
r♦❜✉st♥❡ss✱ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❤♦✇ t❤❡✐r ❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡✳

✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ◆♦t❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ R
2✱ ❛❧s♦

❦♥♦✇♥ ❛s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ ❝✐r❝❧❡ c ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r p ∈ R
2

❛♥❞ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s r2 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② c = (p, r2)✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ c = (p, r2) ❛♥❞ c′ = (p′, r′2) ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ♣♦✇(c, c′) = ‖pp′‖2 − r2 − r′2✱ ✇❤❡r❡ ‖pp′‖ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞ p′✳ ❈✐r❝❧❡s c ❛♥❞ c′ ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✐✛ ♣♦✇(c, c′) = 0✳
■❢ ♣♦✇(c, c′) > 0 ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐s❦s ❞❡✜♥❡❞ ❜② c ❛♥❞ c′ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t✱ ♦r t❤❡
❝✐r❝❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ π

2 ✮✱ ✇❡ s❛② t❤❛t c ❛♥❞
c′ ❛r❡ s✉❜♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ■❢ ♣♦✇(c, c′) < 0✱ t❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❛t c ❛♥❞ c′ ❛r❡ s✉♣❡r✲
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ❚❤r❡❡ ❝✐r❝❧❡s ✇❤♦s❡ ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ♥♦t ❝♦❧❧✐♥❡❛r ❤❛✈❡
❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝✐r❝❧❡✳

▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤r❡❡ ❝✐r❝❧❡s ♦❢ S✱ ci = (pi, r
2
i ), i ∈

I ⊂ N ❛♥❞ |I| = 3✱ ✇❤♦s❡ ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ♥♦t ❝♦❧❧✐♥❡❛r✱ ❧❡t TI ❜❡ t❤❡ tr✐✲
❛♥❣❧❡ ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❡♥t❡rs pi, i ∈ I✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦r✲

t❤♦❣♦♥❛❧ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ TI ❛s t❤❡ ❝✐r❝❧❡ t❤❛t ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❝✐r❝❧❡s
ci, i ∈ I✳ TI ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛r ✐❢ ❢♦r ❛♥② ❝✐r❝❧❡ c ∈ S✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣✲
♦♥❛❧ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ TI ❛♥❞ c ❛r❡ ♥♦t s✉♣❡r♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❆ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

■◆❘■❆



❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✺

π/2 < π/2 > π/2

orthogonal: pow(so, s1) = 0 suborthogonal: pow(s0, s1) > 0 superorthogonal: pow(s0, s1) < 0

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✱ s✉❜♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ s✉♣❡r♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ R
2✳

RT (S) ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ♦❢ S
✐♥t♦ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣❧❡s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❝❡♥t❡rs✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❘❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡
✭t❤❡✐r ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ✐s s❤♦✇♥
❞❛s❤❡❞✮

❚❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❡✐❣❤t❡❞

❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ♦r ▲❛❣✉❡rr❡ ❞✐❛❣r❛♠✳
■❢ ❛❧❧ r❛❞✐✐ ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r

t❡st r❡❞✉❝❡s t♦ t❡st✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣♦✐♥t ❧✐❡s
✐♥s✐❞❡✱ ♦✉ts✐❞❡✱ ♦r ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♣❛ss✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts❀ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ✐s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥ DT ♦❢ t❤❡✐r ❝❡♥t❡rs✳

▼♦r❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬❆✉r✽✼❪✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ st❛♥❞❛r❞
t❡①t❜♦♦❦s ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❉❡❧❛✉✲
♥❛② ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❬❞❇✈❑❖❙✵✵✱
❇❨✾✽❪✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛♥♥❡r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❧②✐♥❣
♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ S ✐♥ R

3✿ ❆♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✱
tr✐❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✱ t❤❡✐r ❡❞❣❡s ❜❡✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡s✳
❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦♥ S ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✐♥ R

3 ❬❙✉❣✵✷❪✳
■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t S ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ❝❡♥t❡r✱ ❤❛✈✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ O ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✮✱ ❛♥❞ ❛ r❛t✐♦♥❛❧
sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s R2✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❤♦✇ s♣❤❡r❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❣❛❧✳✶

✸ ❙♣❛❝❡ ♦❢ ❈✐r❝❧❡s

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡t❡rs ❛r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ❧✐❢t✐♥❣ ✉♣ s✐t❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♣❧❛♥❡ ♦♥t♦ t❤❡ ✉♥✐t ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞ Π ✐♥ R

3 ❬❆✉r✾✶❪✳ ❲❡
q✉✐❝❦❧② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❤❡r❡ ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❬❉▼❚✾✷❪✳ ■♥ t❤✐s ❧✐❢t✐♥❣✱ ♣♦✐♥ts ♦❢ R

3 ❛r❡
✈✐❡✇❡❞ ❛s ❝✐r❝❧❡s ♦❢ R

2 ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s✿ ❆ ❝✐r❝❧❡ c = (p, r2) ✐♥ R
2 ✐s

✶❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❝❣❛❧ ❛❧❧♦✇s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
♥✉♠❜❡r t②♣❡s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ +,−,×, /✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✻ ❈❛r♦❧✐ ✫ ▼❛❝❤❛❞♦ ✫ ▲♦r✐♦t ✫ ❲♦r♠s❡r ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

♠❛♣♣❡❞ ❜② π t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t π(c) = (xp, yp, x
2
p + y2

p − r2) ∈ R
3✳ ❆ ♣♦✐♥t ♦❢

R
3 ❧②✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✉ts✐❞❡✱ ✐♥s✐❞❡✱ ♦r ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞ Π r❡♣r❡s❡♥ts ❛

❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐♠❛❣✐♥❛r②✱ ♦r ♥✉❧❧ r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡ c ✐♥ R
2

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦✐♥t π(c) ♦❢ R
3 ♦✉ts✐❞❡ Π ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

♦♥t♦ R
2 ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Π ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤

π(c) t❤❛t ❛r❡ t❛♥❣❡♥t t♦ Π❀ t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣♦❧❛r ♣❧❛♥❡ P (c) ♦❢ π(c) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ Π✳

P♦✐♥ts ❧②✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥✱ ❛❜♦✈❡✱ ❜❡❧♦✇ P (c) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝✐r❝❧❡s ✐♥
R

2 t❤❛t ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ s✉❜♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ s✉♣❡r♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ c✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♣♦✇(c, c′) ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s t❤✉s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥ R

3 t❤❛t t❡sts ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣♦✐♥t π(c′) ❧✐❡s ♦♥✱ ❛❜♦✈❡ ♦r
❜❡❧♦✇ t❤❡ ♣❧❛♥❡ P (c)✳ ■❢ c ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝✐r❝❧❡ t♦ t❤r❡❡ ✐♥♣✉t
❝✐r❝❧❡s c1, c2, ❛♥❞ c3 ✭✇❤❡r❡ ci = (pi, r

2
i ) ❢♦r ❡❛❝❤ i✮✱ t❤❡♥ ♣♦✇(c, c′) ✐s t❤❡

♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦✐♥ts π(c1), π(c2), π(c3), π(c′) ♦❢ R
3✳ ■t ❝❛♥

❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

s✐❣♥

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

1 1 1 1

xp1
xp2

xp3
xp′

yp1
yp2

yp3
yp′

zp1
zp2

zp3
zp′

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

, ✭✶✮

✇❤❡r❡ zpi
= x2

pi
+ y2

pi
− r2

i ❢♦r ❡❛❝❤ i ❛♥❞ z2
p′ = x2

p′ + y2
p′ − r′2✳ ■t ❛❧❧♦✇s

t♦ r❡❧❛t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♦r r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ R
2 ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧s ✐♥ R

3

❬❆✉r✾✶❪✱ ✇❤✐❧❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ✐♥ R
2 ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡s ♦❢

♣❧❛♥❡s ✐♥ R
3✳

❯♣ t♦ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ s♣❤❡r❡ ✐♥ R
3 ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡

❧✐❢t✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞ ❬❇❡r✽✼❪✳ ■♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝♦♠✲
♠♦♥ ✐♥ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❤❛s ❛ ♣♦❧❡✷ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦ t❤❡ ❊✉✲
❝❧✐❞❡❛♥ ♣❧❛♥❡ R

2✳ ❲❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s
❞r❛✇♥ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ S ✐ts❡❧❢✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣♦❧❡✳ ❚❤✐s s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❤❛s
❛ ♥✐❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡ ❙✐tt❡r s♣❛❝❡ ✐♥ ▼✐♥❦♦✇s❦✐❛♥ ❣❡♦♠❡tr② ❬❈♦①✹✸❪✳

S

c
p = πS(c)

O

PS(p)

c1

p1 = πS(c1)

p2 = πS(c2)

c2

❋✐❣✉r❡ ✸✿ c1 ✐s s✉❜♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦
c✱ c2 ✐s s✉♣❡r♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ c✳

❲❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝✐r❝❧❡ c ♦♥ S t❤❛t ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣♦✐♥t p = πS(c) ♦❢ R

3 ❛s t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ S ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r ♣❧❛♥❡
PS(p) ♦❢ p ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ S ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✸✮✳ ■ts ❝❡♥t❡r ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ p ♦♥t♦
S ❛♥❞ ✐ts sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s ✐s ‖Op‖2 − R2 ✭❛s
❛❜♦✈❡✱ ✐♠❛❣✐♥❛r② r❛❞✐✐ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✮✳✸ ❙♦✱ ✐♥
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐♥ ✭✶✮✱ xpi

, ypi
, ❛♥❞ zpi

✭r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② xp′ , yp′ , zp′✮ ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts pi = πS(ci) ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② p′ = πS(p)✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②
✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t
❉❡❧❛✉♥❛② ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ S r❡❧❛t❡ t♦ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧s ✐♥ ✸❉✳

✷❙❡❡ t❤❡ ♥✐❝❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✐♥✜♥✐t② ✐♥ ❬❇❡r✽✼❪✳
✸❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t S ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t O ❛♥❞ ❤❛s sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s R2✳

■◆❘■❆



❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✼

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② ♦r r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ❢♦r R

2

❬❆✉r✾✶❪✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥
t❤❡ s♣❤❡r❡ S ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ R

2 ❬❇♦✇✽✶❪✳ ❆ss✉♠❡
t❤❛t RT i−1 = RT ({cj ∈ S, j = 1, . . . , i − 1}) ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✳✹ ❚❤❡
✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ci = (pi, r

2
i ) ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❧♦❝❛t❡ pi ✭✐✳❡✳ ✜♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ pi✮✱
• ✐❢ t ✐s ❤✐❞✐♥❣ pi ✭✐✳❡✳ ✐❢ ci ❛♥❞ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ t ❛r❡ s✉❜♦rt❤♦❣♦♥❛❧✮
t❤❡♥ st♦♣❀ pi ✐s ♥♦t ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ RT i✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝❛s❡ ♥❡✈❡r ♦❝❝✉rs ❢♦r
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳
• ❡❧s❡ (i) ✜♥❞ ❛❧❧ tr✐❛♥❣❧❡s ✇❤♦s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ s✉♣❡r♦rt❤♦❣♦♥❛❧
t♦ ci ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ t❤❡♠❀ t❤✐s ❢♦r♠s ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ✐s st❛r✲s❤❛♣❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ pi❀✺ (ii) tr✐❛♥❣✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥ ❥✉st ❝r❡❛t❡❞ ❜②
❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ♣♦✐♥t pi✳
❙t❡♣s (i) ❛♥❞ (ii) ❝❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ✢✐♣♣✐♥❣ ❬❊❙✾✻❪✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❣❛❧ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬❨✈✐✵✾❪✳

❚✇♦ ♠❛✐♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✿
❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts
p, q, r ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✭t❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❧♦❝❛t❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts✮✳
■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② O, p, q ♦♥ ✇❤✐❝❤
r ✐s ❧②✐♥❣✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ O, p, q, r ✐♥ R

3✳
❚❤❡ ♣♦✇❡r t❡st ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✭t❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡
tr✐❛♥❣❧❡s ✇❤♦s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ s✉♣❡r♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❝✐r❝❧❡✮
❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥ R

3✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳
❚❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s q✉✐❝❦❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ t❤❡
s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ s❡❝t✐♦♥s s❤♦✇ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❤♦✇ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✹✳✶ ❋✐rst ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❯s✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥s ♦♥ S ♦❢ t❤❡ r♦✉♥❞❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡t ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

✹❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r O ♦❢ S ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛✲s❡t✳ ❚❤✐s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♦✱ ✇❡ ❥✉st ✐♥✐t✐❛❧✐③❡
t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❞✉♠♠② ♣♦✐♥ts t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ O ✐♥ t❤❡✐r ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ❛♥❞ ❝❛♥
♦♣t✐♦♥❛❧❧② ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✳

✺❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♥♦t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❛❧❧ ✉s✉❛❧ t❡r♠s r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ s❡❣♠❡♥ts
❛r❡ tr❛♥s♣♦s❡❞ t♦ ❛r❝s ♦❢ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡s ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✽ ❈❛r♦❧✐ ✫ ▼❛❝❤❛❞♦ ✫ ▲♦r✐♦t ✫ ❲♦r♠s❡r ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❚❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ❛r❡ t❤✉s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡
t✇♦ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧s✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡✐❣❤ts✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② r❛❞✐✐ ✐❢ ❝✐r❝❧❡s✱ ❛r❡ ♥✉❧❧✳ ❚❤❡
♣♦✇❡r t❡st ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐♥ ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣♦✐♥t s ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡✱
♦✉ts✐❞❡✱✻ ♦r ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ p, q, r ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣
❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ t❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ p, q, r ❛♥❞ s s✐♥❝❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡
s♣❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜② πS✳

❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❛r❡
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❧②✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✸❉ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡
♦❢ p, q, r, s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✮ ✐s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧②✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✶✻ ♦✈❡r t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧s✱ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ a1

√
α1 + a2

√
α2 +

a3
√

α3 + a4
√

α4 ✇❤❡r❡ ❛❧❧ a✬s ❛♥❞ α✬s ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤✐s s✐❣♥ ✐♥
❛♥ ❡①❛❝t ✇❛② ❛❧❧♦✇s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤♦✉❣❤ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ♦✛❡r ❡①❛❝t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♥✉♠❜❡rs ❬❝♦r✱ ❧❡❞❪✱ t❤❡② ❛r❡ ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠✲
❜❡rs✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s✐♠♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✕✶✕ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ A1 = a1

√
α1+a2

√
α2 ❛♥❞ A2 = a3

√
α3+a4

√
α4✱ ❜②

❝♦♠♣❛r✐♥❣ ai
√

αi ✇✐t❤ ai+1
√

αi+1 ❢♦r i = 1, 3✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s ❛❢t❡r sq✉❛r✐♥❣
t♦ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱
✕✷✕ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ✐❢ A1 ❛♥❞ A2 ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥s✱
✕✸✕ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❝♦♠♣❛r❡ A2

1 ✇✐t❤ A2
2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡❛s✐❡r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✕✶✕✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥
t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ r♦✉♥❞❡❞ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❡①❛❝t❧② ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦♥❧②✳

✹✳✷ ❙❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❯s✐♥❣ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜♦t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r t❡st✮ r❡❞✉❝❡ t♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts ✐♥ R

3✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❙❡❝t✐♦♥ ✸ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t ‖Op‖2 − R2 ♦❢ ❛
♣♦✐♥t p st❛②s ✐♠♣❧✐❝✐t✱ ✐t ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✱ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ♥♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r s♦♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r♦✉♥❞❡❞
❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦ ❤✐❞❞❡♥ ♣♦✐♥t✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ δ ❢r♦♠

S✳ ■❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 2
√

Rδ✱ t❤❡♥ ♥♦ ♣♦✐♥t

✐s ❤✐❞❞❡♥✳

✻❖♥ S✱ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡①t❡r✐♦r✮ ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ c t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ♦❢ S

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡①t❡r✐♦r✮ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢✲❝♦♥❡ ✐♥ ✸❉ ✇❤♦s❡ ❛♣❡① ✐s t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ S ❛♥❞ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts S ❛❧♦♥❣ c✳

■◆❘■❆



❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✾

Pr♦♦❢✳ ❆ ♣♦✐♥t ✐s ❤✐❞❞❡♥ ✐✛ ✐t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✸❉ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡
s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts S✳ ▲❡t p ❜❡ ❛ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✱ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ρ ❢r♦♠ O✳ ❲❡
❤❛✈❡ ρ ∈ [R − δ,R + δ]✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② dp t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞
t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts✳ ■❢ dp >

√

(R + δ)2 − ρ2✱ t❤❡ s❡t B(O,R + δ) \ B(p, dp)
✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ H+ = {q : 〈q − p, O − p〉 > 0}✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣ t♦ H+ ❛♥❞ p ✐s ♥♦t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧
♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ supρ

√

(R + δ)2 − ρ2 = 2
√

Rδ✱ ♥♦ ♣♦✐♥t ✐s ❤✐❞❞❡♥✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ ✇❡ ✉s❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs ❛s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❊❊❊ st❛♥❞❛r❞ ✼✺✹ ❬✐❡❡✵✽✱ ●♦❧✾✶❪✳ ❚❤❡ ♠❛♥t✐ss❛ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞
✉s✐♥❣ ✺✷ ❜✐ts✳ ▲❡t γ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✇♦rst ❡rr♦r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱
❞♦♥❡ ✇❤✐❧❡ r♦✉♥❞✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ S t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ✇❤♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs✳ ▲❡t ✉s ✉s❡
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❡r♠ ✉❧♣(x) ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t
♥✉♠❜❡rs ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ x ❬▼✉❧✵✺❪✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r
♦❢ S ✐s O✱ ♦♥❡ ❤❛s γ ≤ ✉❧♣(R) = 2−52+⌊log

2
(R)⌋ ≤ 2−52R✳ ❚❤❡♥✱ δ ✐♥ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ✐s s✉❝❤ t❤❛t δ ≤
√

3/4γ < 2−52R✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
❧❡♠♠❛✱ ♥♦ ♣♦✐♥t ✐s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 2−25R✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❧② ♣r♦❜❛❜❧❡ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✳

✺ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰✱
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❣❛❧ ♣❛❝❦❛❣❡ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ R

2✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦✲
❛❣❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛❝t✐❢② R

2✳ ❚❤✉s
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ s♣❤❡r❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡✉s❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❝❣❛❧
✷❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❬P❨✵✾❪ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡t✲
r✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐ts❡❧❢ ❬❨✈✐✵✾❪✱ ❜♦✉♥❞ t♦ R

2✱ ♠✉st ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❛s②
❜✉t ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇❛②✱ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❡rt❡①✳
❆ s✐♠✐❧❛r ✇♦r❦ ✇❛s ❞♦♥❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✸❉ ✢❛t t♦r✉s
❬❈❚✵✾❜✱ ❈❚✵✾❛❪✱ r❡✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❣❛❧ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬P❚✵✾❛✱ P❚✵✾❜❪
❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆❧s♦✱ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝✐t② ♦✛❡r❡❞ ✐♥ ❝❣❛❧ ❜② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ tr❛✐ts ❝❧❛ss❡s✱
t❤❛t ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❡❛s✐❧② ✉s❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛✐ts ❝❧❛ss❡s
❢♦r ♦✉r t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❚♦ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❞✉❛❧✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❣❛❧ ✸❉ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❬❞❈❚✵✾✱ ❞❈❈▲❚✵✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s
♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥ ✸❉✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉♥❞❡❞ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛r❡
❞r❛✇♥ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✱ ✻ ❛♥❞ ✼✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✵ ❈❛r♦❧✐ ✫ ▼❛❝❤❛❞♦ ✫ ▲♦r✐♦t ✫ ❲♦r♠s❡r ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡
✾✵✸✶ ♣♦st✲♦✣❝❡s ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❖✈❡rs❡❛s ❉❡♣❛rt♠❡♥ts ❛♥❞ ❚❡rr✐t♦r✐❡s✮✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❢t✲
✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s✼✳ ❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❧❛r❣❡ s❡ts ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✽

✭✉♣ t♦ 223✮ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✱ r♦✉♥❞❡❞ t♦ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ q✉✐❝❦❧②
♠❡♥t✐♦♥s r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ♦♥ s♦♠❡ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❞❛t❛✳

●r❛♣❤ ✶st ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ❝♦❞❡❞
❛ tr❛✐ts ❝❧❛ss ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s❡♠✐✲st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✜❧t❡r✐♥❣ ❬▲P❨✵✺❪✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②
♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❡♠✐✲st❛t✐❝ ✜❧t❡rs ❤❛r❞❧② ❡✈❡r ❢❛✐❧ ❢♦r
❧❡ss t❤❛♥ 213 ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❢❛✐❧ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ 218 ♣♦✐♥ts✳

●r❛♣❤ ✷♥❞ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲
❞❡✜♥❡❞ ❦❡r♥❡❧s✾ ♦❢ ❝❣❛❧ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ✜❧t❡r❡❞ ❜♦t❤ s❡♠✐✲st❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t ♥♦ ♣♦✐♥t ✐s ❤✐❞❞❡♥ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡t ✐s
❧❛r❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

❚❤❡ ❝❣❛❧ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❣r❛♣❤ ❉❚✸✮ ❬P❚✵✾❜❪ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s
t❤✐s ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ❛s ❛ ❜②✲♣r♦❞✉❝t✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❣❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ✐♥s❡rt t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ t❤✐s ❝♦❞❡ ✇✐t❤ t♦♦ ♠❛♥② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡
❝❛s❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❝❛✉s❡ ✜❧t❡rs t♦ ❢❛✐❧✳
❋♦r t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✸❉ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ r❡❞✉❝❡s t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ❬❉❡❧✵✾✱ ❇✉❝✵✾❪✳

✼❚✐♠❡s r❡♣♦rt❡❞ ❛r❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✐♥♣✉t✴♦✉♣✉t ✐s ♥♦t ❝♦✉♥t❡❞✳
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛♥ ▼❛❝ ❇♦♦❦ Pr♦ ✸✱✶ ▼❆❈ ❖❙ ❳ ✈❡rs✐♦♥ ✶✵✳✺✳✼✱ Pr♦❝❡ss♦r ✷✳✻ ●❍③
■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦✱ ▼❡♠♦r② ✷ ●♦ ✻✻✼ ▼❍③ ❉❉❘✷ ❙❉❘❆▼✳ ❈♦♠♣✐❧❡r ❣✰✰ ✹✳✸✳✷ ✇✐t❤ ✲❖✸
❛♥❞ ✲❉◆❉❊❇❯● ✢❛❣s✳ ❈♦♠♣✐❧❡r ❣✼✼ ✸✳✹✳✸ ✇✐t❤ ✲❖✸ ❢♦r ❋♦rtr❛♥✳

✽❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❈●❆▲✿✿❘❛♥❞♦♠❴♣♦✐♥ts❴♦♥❴s♣❤❡r❡❴✸
✾♣r❡❝✐s❡❧② ❈●❆▲✿✿❊①❛❝t❴♣r❡❞✐❝❛t❡s❴✐♥❡①❛❝t❴❝♦♥str✉❝t✐♦♥s❴❦❡r♥❡❧

■◆❘■❆



❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✶✶
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇❡r❡ ❛❜♦rt❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡✐r
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✇❛s ❛❜♦✈❡ ✶✵ ♠✐♥✉t❡s✳

◆♦ ❣r❛♣❤ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ❋♦❣❡❧ ❛♥❞ ❙❡tt❡r ❬❋❙✱ ❋❙❍✵✽❪✿ ■t ✐s
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❞ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❢✉❧❧②✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ②❡t❀ ✐ts r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦
✻✵✵ s❡❝♦♥❞s ❢♦r 212 ♣♦✐♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❧②✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧
✐♥ ✸❉✱✶✵ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✜rst r♦✉♥❞❡❞ t♦ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ Pr❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❡①❛❝t❧② ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s✳
●r❛♣❤ ❍❯▲▲ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ ❬❤✉❧❪ ♦❢ ❈❧❛r❦s♦♥✱ ✇❤♦ ✉s❡s ❛ r❛♥❞♦♠✲
✐③❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬❈▼❙✾✸❪ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛❝t ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♥ ✐♥t❡❣❡rs
❬❈❧❛✾✷❪✳
●r❛♣❤ ❙❯● s❤♦✇s t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ❙✉❣✐❤❛r❛✬s ❝♦❞❡ ✐♥ ❋♦rtr❛♥ ❬s✉❣✱
❙✉❣✵✷❪✳

●r❛♣❤ ◗❍❯▲▲ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ◗❤✉❧❧ ♣❛❝❦❛❣❡ ♦❢
❇❛r❜❡r ❡t ❛❧✳ ❬q❤✉❪ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡
♦♣t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ❤❛♥❞❧❡s r♦✉♥❞✲♦✛ ❡rr♦rs ❢r♦♠ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❜②
♠❡r❣✐♥❣ ❢❛❝❡ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❘❡♥❦❛ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉r ✜rst
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜✉t ❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ❙❚❘■P❆❈❑✱ ✐♥ ❋♦rtr❛♥✱ ✉s❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❞♦✉❜❧❡ ❬❘❡♥✾✼❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ♣❡r❢♦r♠s q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ♦♥ r❛♥❞♦♠

✶✵❚❤❡ ♣❧♦t ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❣❛❧ ✸❉ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬❍❙✵✾❪✱ ✇❤♦s❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r
♠❡t❤♦❞s ✭r♦✉❣❤❧② ✺✵✵ t✐♠❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ◗❤✉❧❧✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✷ ❈❛r♦❧✐ ✫ ▼❛❝❤❛❞♦ ✫ ▲♦r✐♦t ✫ ❲♦r♠s❡r ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

♣♦✐♥ts ✭❜❡tt❡r t❤❛♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r s♠❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛✲s❡ts✮✱ ❜✉t ✐t
❢❛✐❧s ♦♥ s♦♠❡ ❞❛t❛✲s❡ts ❧✐❦❡ t❤❡ s❡ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻ ❛♥❞ ✼✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛♥❞❧❡ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❜♦tt♦♠✮ ♦❢
✷✵✾✺✵ ✇❡❛t❤❡r st❛t✐♦♥s ❛❧❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❉❛t❛ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦❝❛t✐♦♥✐❞❡♥t✐❢✐❡rs✳♦r❣✴✳ ❖✉r s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ✵✳✶✹ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❧❡ ◗❤✉❧❧ ♥❡❡❞s ✵✳✸✺ s❡❝♦♥❞s✱ ❛♥❞ t❤❡
✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✵✳✺✼ s❡❝♦♥❞s✳ ❙❚❘■P❆❈❑ ❢❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❞❛t❛✲s❡t✳

❚♦ t❡st ❢♦r ❡①❛❝t♥❡ss ✇❡ ❞❡✈✐s❡❞ ❛ ♣♦✐♥t s❡t t❤❛t ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤❛r❞ t♦ tr✐✲
❛♥❣✉❧❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ②✐❡❧❞s ♠❛♥② s❧✐✈❡r✲s❤❛♣❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ♣♦✐♥t s❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Sn =











cos θ sin φ
sin θ sin φ

cos φ





∣

∣

∣

∣

∣

∣

θ ∈
{

0,
π

n
, . . . ,

(n − 1)π

n
, π

}

, φ =
(θ2 + 1)

π2







∪











1
0
0



 ,





0
1
0



 ,





0
0
1



 ,− 1√
3





1
1
1











■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ S250 ❛♥❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ S100✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ②✐❡❧❞s ❜❡tt❡r t✐♠✐♥❣s t❤❛♥
❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r t❡st❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛✲s❡ts✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❢✉❧❧②
r♦❜✉st✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✇❡❧❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧
♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝❧♦s❡ t♦ ❛ s♣❤❡r❡✿ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡

■◆❘■❆



❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✶✸

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ S250 ✭❧❡❢t✮✱ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ S100

✭r✐❣❤t✮✳ ❙❚❘■P❆❈❑ ❢❛✐❧s ❢♦r ❡✳❣✳ n = 1, 500✳

❝❤♦s❡♥ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥② ❢♦✉r ♥♦♥✲❝♦♣❧❛♥❛r
❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s❧♦✇❡r ❜✉t st✐❧❧ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s❝❛❧❛❜❧❡✳ ■t ✐s
t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t❤❛t ❡①❛❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❢♦r ✐♥♣✉t
♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts
✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❲❡ ✇❛r♠❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❖♣❤✐r ❙❡tt❡r ❛♥❞ ❊✜ ❋♦❣❡❧ ✇❤♦ ❦✐♥❞❧② ✇♦r❦❡❞ ♦♥
t❤❡✐r ❝♦❞❡ t♦ ❣✐✈❡ ✉s ❛❝❝❡ss t♦ ✐t✳ ❲❡ ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❙❝❤❧❡♥❦❡r ❢♦r
✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❡ ❙✐tt❡r s♣❛❝❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬❆✉r✽✼❪ ❋r❛♥③ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r✳ P♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠s✿ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✻✿✼✽✕✾✻✱ ✶✾✽✼✳

❬❆✉r✾✶❪ ❋r❛♥③ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r✳ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✿ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ❛ ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❆❈▼ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙✉r✈❡②s✱
✷✸✭✸✮✿✸✹✺✕✹✵✺✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✶✳

❬❇❡r✽✼❪ ▼❛r❝❡❧ ❇❡r❣❡r✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♣❤❡r❡s✳ ■♥ ●❡♦♠❡tr② ✭✈♦❧s✳ ✶✲✷✮✱
♣❛❣❡s ✸✹✾✕✸✻✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✼✳

❬❇❋❍+✵✾❛❪ ❊r✐❝ ❇❡r❜❡r✐❝❤✱ ❊✜ ❋♦❣❡❧✱ ❉❛♥ ❍❛❧♣❡r✐♥✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❑❡r❜❡r✱ ❛♥❞
❖♣❤✐r ❙❡tt❡r✳ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s✉r❢❛❝❡s ■■✿ ❈♦♥✲
❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✵✵✾✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✹ ❈❛r♦❧✐ ✫ ▼❛❝❤❛❞♦ ✫ ▲♦r✐♦t ✫ ❲♦r♠s❡r ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❬❇❋❍+✵✾❜❪ ❊r✐❝ ❇❡r❜❡r✐❝❤✱ ❊✜ ❋♦❣❡❧✱ ❉❛♥ ❍❛❧♣❡r✐♥✱ ❑✉rt ▼❡❤❧❤♦r♥✱ ❛♥❞
❘♦♥ ❲❡✐♥✳ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s✉r❢❛❝❡s ■✿ ●❡♥❡r❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ✷✵✵✾✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞✳

❬❇♦✇✽✶❪ ❆✳ ❇♦✇②❡r✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❉✐r✐❝❤❧❡t t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r
❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✹✭✷✮✿✶✻✷✕✶✻✻✱ ✶✾✽✶✳

❬❇r♦✽✵❪ ❑✳ ◗✳ ❇r♦✇♥✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠s ❢♦r ❢❛st ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s✳ P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ❉❡♣t✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ❈❛r♥❡❣✐❡✲▼❡❧❧♦♥
❯♥✐✈✳✱ P✐tts❜✉r❣❤✱ P❆✱ ✶✾✽✵✳ ❘❡♣♦rt ❈▼❯✲❈❙✲✽✵✲✶✵✶✳

❬❇✉❝✵✾❪ ❑❡✈✐♥ ❇✉❝❤✐♥✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣
s♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✷✵✵✾✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r✳

❬❇❨✾✽❪ ❏❡❛♥✲❉❛♥✐❡❧ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ▼❛r✐❡tt❡ ❨✈✐♥❡❝✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ●❡✲
♦♠❡tr②✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❯❑✱ ✶✾✾✽✳ ❚r❛♥s❧❛t❡❞ ❜②
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