♥ T❡s 
  
✱ P✐❡rr❡ 
  

✺ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s k✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t k ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❙ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ◆♦❞❡s ❝❛♥ ❢❛✐• ❜② ❝r❛s❤✐♥❣ ♦♥•②✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝r❛s❤ ✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t✳ ❆ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝r❛s❤ ❞✉r✐♥❣ ❛ r✉♥✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ❢❛✉•t②✳ ▲❡t f ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss✱ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ♠❛② ❝r❛s❤ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t

1 < f < k✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ s②st❡♠ ♠✉st s❛t✐s❢② ❛ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡❞ |❡s♣♦♥✲ s✐✈❡♥❡ss Pr♦♣❡rt② ✭RP✮✱ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❢❛✉•t t♦•❡r❛♥t ❦✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠ r✉♥s✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦♣❡rt② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ s②♥❝❤r♦♥② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ r❡q✉❡st✲r❡♣•② ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▼▼|✵✸(✱ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✿ ❛♥② ♣r♦❝❡ss p i t❤❛t ❜r♦❛❞❝❛sts ❛ r❡q✉❡st ♠✉st ✇❛✐t ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡✲ s♣♦♥❞✐♥❣ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡s ❢r♦♠ |Π| -f ♥♦❞❡s ❢♦r t❤❡♥ t♦ ❞❡t❡❝t ❢❛✐•✉r❡s✳ ▲❡t t ∈ T ✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✿
❼ crashed t ✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❝r❛s❤❡❞ ❛t ♦r ❜❡❢♦r❡ t✳ ❼ not❴rec❴f rom t i ✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ p i ❤❛s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ t♦ ✐ts •❛st r❡q✉❡st t❤❛t t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❛t ♦r ❜❡❢♦r❡ t✳ ❼ rec t i ✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s p j t❤❛t✱ ❛t t✐♠❡ t✱ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ p i t♦ t❤❡✐r •❛st r❡q✉❡st t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤✉s✱ rec

t i = {p j |p i ∈ not❴rec❴f rom t j }✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t p i ✐s ❛•✇❛②s ✐♥❝•✉❞❡❞ ✐♥ rec t i ❛♥❞ ✐s ♥❡✈❡r ✐♥❝•✉❞❡❞ ✐♥ not❴rec❴f rom t i ✳ ❚❤❡ RP✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ▼♦st❡❢❛♦✉✐ ❡t ❛•✳ ✐♥ ❬▼▼|✵✸(✱ ✐s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣✿ |❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss Pr♦♣❡rt②✿ ✭RP✮ RP def = ∀p i : ∀t : (p i ∈ crashed t ) ⇒ (| ∩ 0≤u≤t (rec u i ∪ crashed u )| > f )
■♥t✉✐t✐✈❡•②✱ t❤❡ RP ♣r♦♣❡rt② st❛t❡s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss p i ✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡✲ ❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥t✐• p i ♣♦ss✐❜•② ❝r❛s❤❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤♦s❡ s✐③❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ f s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss p j ♦❢ t❤✐s s❡t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ p i t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts r❡q✉❡st ✉♥t✐ 

• p j ♣♦ss✐❜•② ❝r❛s❤❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✉•ts f ❛•s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ s②st❡♠✳ ■t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r❛s❤❡s ✇❤✐❝❤ ✈✐♦•❛t❡s t❤❡ RP ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s✐♥❝❡ t❤❡ •❛tt❡r ♠✉st ❛•✇❛②s ❤♦•❞✱ ❞❡s♣✐t❡ ❢❛✐•✉r❡s✳ ✸ ❊①❛♠♣•❡s ♦❢ s②st❡♠s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ RP ❆♥ ❡①❛♠♣•❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ RP ✇♦✉•❞ ❜❡ ❛ s❡t Π ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❢✉••②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ •♦❣✐❝❛• r✐♥❣ ✇❤❡r❡ p i ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t♦ ❛•• t❤❡ ♥♦❞❡s ❜✉t t❤❡ r❡♣•✐❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② p i+1 ❛♥❞ p i-1 ✭p i ✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs✮ t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡q✉❡sts ❛•✇❛②s ✐♥❝•✉❞❡s p i ✬s r❡♣•② ✉♥t✐• p i ♣♦ss✐❜•② ❝r❛s❤❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ RP ❛•✇❛②s ❤♦•❞s✱ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉•❞ t♦•❡r❛t❡ ❛t ♠♦st f = 2 ❢❛✉•ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣•✐❡s t❤❛t k ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ✐s ❢❡❛s✐❜•❡ ✐❢✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡•s ✭p i -p i-1 ✮ ❛♥❞ ✭p i -p i+1 ✮ ❛r❡ ♥❡✈❡r t❤❡ s•♦✇❡st ♦♥❡s ❛♠♦♥❣ ❛•• t❤❡ ❝❤❛♥♥❡•s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ p i t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ p i ✱ p i+1 ❛♥❞ p i-1 ❛r❡ ♥♦t ❝r❛s❤❡❞ ❛t t✐♠❡ t t❤❡♥ {p i-1 , p i , p i+1 } ❜❡•♦♥❣ t♦ rec t i ✱ ✐✳❡✳✱ || ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾ ✻ ❇♦✉✐••❛❣✉❡t✱ ❆r❛♥t❡s ❛♥❞ ❙❡♥s p i ∈ not❴rec❴f rom t pi-1 ✱ p i ∈ not❴rec❴f rom pi ✱ ❛♥❞ p i ∈ not❴rec❴f rom t pi+1 ✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ ❛ ♥♦❞❡ p j ✇❛✐ts ❢♦r |Π| -2 r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡s ❢♦r ✐ts r❡q✉❡st✱ ✐❢ p i ✐s ♥♦t ❝r❛s❤❡❞ ❛t t✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② p j t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t •❡❛st ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤♦s❡ t❤r❡❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✐s ♠❡ss❛❣❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✐♥❝•✉❞❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t p i ❤❛s ♥♦t ❝r❛s❤❡❞✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣•❡ ✇♦✉•❞ ❜❡ ❛ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝•✉s✲ t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ❛ •r✐❞✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ •❛t❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝•✉st❡rs ❛r❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ •❛t❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝•✉st❡r ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛•✇❛②s ❛t •❡❛st ♦♥❡ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❡✈❡r② ❝•✉st❡r ❬❙P✵✽(✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✉•ts ♠✉st t❤✉s ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s♠❛••❡st ❝•✉st❡r ♠✐♥✉s ♦♥❡✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ |Π| ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ •r✐❞ ❛r❡ s♣r❡❛❞ ♦✈❡r c ❝•✉st❡rs ✭1 ≤ c ≤ |Π|✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝•✉st❡r C i ✐s ❡q✉❛• t♦ nc i ✭nc i > 1✮✱ t❤❡♥ f < min(nc i )✳ ❙✉❝❤ ❛ ✈❛•✉❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t p i ✇✐•• ❛•✇❛②s r❡❝❡✐✈❡ ❛t •❡❛st ♦♥❡ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ❝•✉st❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ •❛t❡♥❝✐❡s✱ r❡♣•✐❡s s❡♥t ❜② p i ❛s ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s✬ r❡q✉❡sts ♦❢ ✐ts ♦✇♥ ❝•✉st❡r ❛t t✐♠❡ t ❛r❡ ❛•✇❛②s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡✐r ✜rst r❡♣•✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡♥ ❛r❡ ❛•✇❛②s ✐♥❝•✉❞❡❞ ✐♥ rec t i ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ p i ❛t t✐♠❡ t✳ ❚♦ t❤✐s s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ ✐❢ p j ❛♥❞ p i ❞♦❡s ♥♦t ❜❡•♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝•✉st❡r ♠❡ss❛❣❡✱ ❛ ♠❡ss❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ p j ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❜❡•♦♥❣ t♦ p i ✬s ❝•✉st❡r ✇✐•• ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t p i ❛•✐✈❡♥❡ss✳ ✹ ❚✐♠❡r✲❢r❡❡ ❢❛✉•t✲t♦•❡r❛♥t ❦✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•✲ ❣♦r✐t❤♠ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♣❡r♠✐ss✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❦✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠ t❤❛t t♦•❡r❛t❡s 1 < f < k ❢❛✐•✉r❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ s②st❡♠ s❛t✐s✜❡s t❤❡ |❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✭RP✮✳ ✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆•❣♦r✐t❤♠ ❆•❣♦r✐t❤♠ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ ♦✉r ❢❛✉•t t♦•❡r❛♥t k✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ✐♥✜♥✐t❡•② ❝❛••s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s |❡✲ q✉❡st❴r❡s♦✉r❝❡✭✮ t♦ ❛s❦ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥ ✭❈❙✮✱ ❛♥❞ ❝❛••s t❤❡ |❡•❡❛s❡❴r❡s♦✉r❝❡✭✮ ✇❤❡♥ ✐t r❡•❡❛s❡s t❤❡ ❈❙✳ ▲❛♠♣♦rt✬s •♦❣✐❝❛• ❝•♦❝❦s ❬▲❛♠✼✽( ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦•✐♥❣ ❝❛✉s❛•✐t② ♦❢ ❡✈❡♥ts✳ ■◆|■❆ ✼ ✶✿ state i ← not❴requesting ⊲ ■♥✐t✐❛•✐③❛t✐♦♥ ✷✿ H i ← 0 ✸✿ crashed i ← ∅ ✹✿ not❴rec❴f rom i ← ∅ ✺✿ X i ← ∅ ✻✿ pending i ← ∅ |❡q✉❡st❴r❡s♦✉r❝❡✭✮✿ ⊲ ◆♦❞❡ ✇✐s❤❡s t♦ ❡♥t❡r ❈❙ ✼✿ state i ← requesting ✽✿ new❴not❴rec❴from i ← Π \ {i} ✾✿ X i ← { i, not❴rec❴from i } ✶✵✿ last i ← H i + 1 ✶✶✿ have❴perm i [ ] ← f alse ✶✷✿ perm❴count i ← 0 ✶✸✿ ❢♦r ❛•• j = i : j ∈ crashed i ❞♦ ✶✹✿ s❡♥❞ REQU EST (i, last i , crashed i ) t♦ j ✶✺✿ ✇❛✐t ✉♥t✐• (perm❴count i ≥ |Π -crashed i | -k) ✶✻✿ state i ← CS |❡•❡❛s❡❴r❡s♦✉r❝❡✭✮✿ ⊲ ◆♦❞❡ ❡①✐ts t❤❡ ❈❙ ✶✼✿ ❢♦r ❛•• (j = i : j ∈ (pending i \ crashed i )) ❞♦ ✶✽✿ s❡♥❞ REP LY (i, P❊|▼, not❴rec❴f rom i ) t♦ j ✶✾✿ pending i ← ∅ ✷✵✿ state i ← not❴requesting ✷✶✿ ✉♣♦♥ r❡❝❡✐✈❡ REQU EST (j, H j , crashed j ) ❞♦ ✷✷✿ H i ← max(H i , H j ) + 1 ✷✸✿ ❢♦r ❛•• k ∈ crashed j \ crashed i ❞♦ ✷✹✿ ✐❢ have❴perm i [k] t❤❡♥ ✷✺✿ perm❴count -- ✷✻✿ have❴perm i [k] = f alse ✷✼✿ crashed i ← crashed i ∪ crashed j ✷✽✿ ✐❢ (state i = CS) ♦r (state i = requesting ❛♥❞ (last i , i) < (H j , j)) t❤❡♥ ✷✾✿ s❡♥❞ REP LY (i, ◆❖P❊|▼, not❴rec❴f rom i ) t♦ j ✸✵✿ pending i ← pending i ∪ {j} ✸✶✿ ❡•s❡ ✸✷✿ s❡♥❞ REP LY (i, P❊|▼, not❴rec❴f rom i ) t♦ j ✸✸✿ ✉♣♦♥ r❡❝❡✐✈❡ REP LY (j, ack, not❴rec❴f rom j ) ❞♦ ✸✹✿ new❴not❴rec❴f rom i ← new❴not❴rec❴f rom i \ {j} ✸✺✿ U pdate(X i , j, not❴rec❴f rom j ) ✸✻✿ ✐❢ |new❴not❴rec❴f rom| ≤ f t❤❡♥ ✸✼✿ not❴rec❴f rom i ← new❴not❴rec❴f rom i ✸✽✿ crashed i ← crashed i ∪ ( T -,ls ∈X i -, ls ) ✸✾✿ ✐❢ (state i = requesting) ❛♥❞ (ack = P❊|▼) ❛♥❞ (j / ∈ crashed i ) t❤❡♥ ✹✵✿ perm❴count i + + ✹✶✿ have❴perm i [j] = true ❆•❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❋❛✉•t✲t♦•❡r❛♥t ❦✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠ Pr♦❝❡ss p i ❝❛♥ ✐ss✉❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✿ ✭✶✮ r❡q✉❡st ♠❡ss❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t✐♠❡st❛♠♣❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛✐r ✭H i , i✮✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛•✉❡ ♦❢ p i ✬s •♦❣✐❝❛• ❝•♦❝❦ ❛♥❞ ✐ts ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ t✐♠❡st❛♠♣ ❞❡✜♥❡s ❛ t♦t❛• ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ r❡q✉❡sts ✶ ✳ ❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛•s♦ ❤♦•❞s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❛✉•t② ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✇❤✐❝❤ p i ✐s ❛✇❛r❡❀ ✭✷✮ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ p i ✬s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛ t❛❣ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s ✐❢ p i ❣✐✈❡s ✐ts ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ✭♣❡r♠✮ ♦r ♥♦t ✭♥♦♣❡r♠✮ t♦ t❤❡ r❡q✉❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s not❴rec❴f rom ✶ (H i , i) < (H j , j) ⇔ H i < H j or (H i = H j and i = j) || ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾ ✽ ❇♦✉✐••❛❣✉❡t✱ ❆r❛♥t❡s ❛♥❞ ❙❡♥s t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ •❛st r❡q✉❡st ♦❢ p i ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥✐q✉❡•② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦✉♣•❡ ✭r❡q✉❡st✱ s❡t ♦❢ r❡♣•✐❡s✮✱ ❡❛❝❤ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ❛•s♦ ✐♥❝•✉❞❡s t❤❡ t✐♠❡st❛♠♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡q✉❡st ♠❡ss❛❣❡✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣•✐❝✐t② s✉❝❤ ❛ t✐♠❡st❛♠♣ ✐s ♥♦t ✐♥❝•✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ❆•❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❲❤❡♥ ❛ ♣r♦❝❡ss p i ✇❛♥ts t♦ ❛❝❝❡ss ❛♥ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡✱ ✐t s❡♥❞s ❛ r❡q✉❡st ♠❡ss❛❣❡ t♦ t❤♦s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐t ❜❡•✐❡✈❡s t❤❛t ❛r❡ ❝✉rr❡♥t•② ♥♦t ❝r❛s❤❡❞✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐❢ ❝♦rr❡❝t✱ ✇✐•• ❡✈❡♥t✉❛••② ❣✐✈❡s ✐ts ♣❡r♠✐ss✐♦♥ t♦ p i ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ p i ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❛ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❛•• ♦❢ t❤❡♠✳ ❲❤❡♥ ✐t ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r♠✐ss✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ (k-1) ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥✱ p i ❝❛♥ st❛rt ❡①❡❝✉t✐♥❣ ✐t t♦♦✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝r❛s❤✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r♠✐ss✐♦♥s ✐s ❡q✉❛• t♦ (|Π| -k)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ ♣r♦❝❡ss ❞②♥❛♠✐❝❛••② ❣❛t❤❡rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♥♦❞❡ ❝r❛s❤❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ p i •✉st ♥❡❡❞s t♦ ✇❛✐t ❢♦r |Π-crashed i |- k ♣❡r♠✐ss✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ |crashed i | ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t p i ❝✉rr❡♥t•② ❦♥♦✇s t♦ ❜❡ ❢❛✉•t②✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❛♥❦s t♦ RP✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢❛•s❡ s✉s♣✐❝✐♦♥✱ ✐✳❡✱ ✐❢ p i ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t p j ❤❛s ❝r❛s❤❡❞✱ t❤❡♥ ✐t r❡❛••② ❞✐❞✳ Pr♦❝❡ss p i ❤❛♥❞•❡s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ •♦❝❛• ✈❛r✐❛❜•❡s✿ ❼ state i ✿ ❦❡❡♣s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ♣♦ss✐❜•❡ st❛t❡ ♦❢ p i ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥✿ r❡q✉❡st✐♥❣✱ ❈❙✱ ♥♦t❴r❡q✉❡st✐♥❣✳ ❼ H i ✿ ▲❛♠♣♦rt✬s •♦❣✐❝❛• ❝•♦❝❦ ✭❝♦✉♥t❡r✮✳ ❼ last i ✿ t❤❡ ✈❛•✉❡ ♦❢ t❤❡ •♦❣✐❝❛• ❝•♦❝❦ ♦❢ p i ✇❤❡♥ ✐t s❡♥t ✐ts •❛st r❡q✉❡st ♠❡ss❛❣❡✳ ❼ perm❴count i ✿ ❦❡❡♣s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❡r♠✐ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡q✉❡st✳ ❼ have❴perm i ✿ ❛ ❜♦♦•❡❛♥ ✈❛r✐❛❜•❡ t❤❛t ✐♥❢♦r♠s ✐❢ ♣r♦❝❡ss p k ❤❛s ❛•r❡❛❞② ❣✐✈❡♥ ✐ts ♣❡r♠✐ss✐♦♥ t♦ p i ✬s ❝✉rr❡♥t r❡q✉❡st ♦r ♥♦t✳ ❼ crashed i ✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t p i ❝✉rr❡♥t•② ❦♥♦✇s t♦ ❤❛✈❡ ❝r❛s❤❡❞✳ ❼ not❴rec❴f rom i ✿ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t ♠♦st f ♣r♦❝❡ss❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ p i ❤❛s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ t♦ ✐ts •❛st r❡q✉❡st✳ ❼ new❴not❴rec❴f rom i ✿ ❛♥ ❛✉①✐•✐❛r② ✈❛r✐❛❜•❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t not❴rec❴f rom i ✳ ❼ X i ✿ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ not❴rec❴f rom s❡ts r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② p i ✳ ❊❛❝❤ ❡•❡♠❡♥t ♦❢ X i ✐s ❛ t✉♣•❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t r❡♣•✐❡❞ t♦ p i ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ not❴rec❴f rom s❡t ✐♥❝•✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♣•✐❡r✬s ♠❡ss❛❣❡ ✱✐✳❡✳✱ j, not❴rec❴f rom j ✳ ❼ pending i ✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ✇❤✐❝❤ p i ❤❛s ♣♦st♣♦♥❡❞ t❤❡ s❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤❡ ■♥✐t✐❛•✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥❝❡ ❜② ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥✲ ♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ✭•✐♥❡s ✸✲✻✮✳ ❲❤❡♥ ♣r♦❝❡ss p i r❡q✉❡sts ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡ ✭❢✉♥❝t✐♦♥ |❡✲ q✉❡st❴r❡s♦✉r❝❡✭✮✮✱ ✐t s❡ts ✐ts st❛t❡ t♦ r❡q✉❡st✐♥❣ ❛♥❞ s❡♥❞s ❛ r❡q✉❡st ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❛•• ♣r♦❝❡ss❡s ❡①❝❡♣t t❤♦s❡ ✐t ✐s ❛✇❛r❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝r❛s❤❡❞ ✭•✐♥❡s ✶✸✲✶✹✮✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛t •❡❛st |Π -crashed i | -k r❡♣•✐❡s✱ ✐t ❦♥♦✇s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❛❝❝❡ss ❛ ✉♥✐t ■◆|■❆ ✾ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ✐t t❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts st❛t❡ t♦ ❈❙ ✭•✐♥❡s ✶✺✲✶✻✮✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t ✇❤✐•❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r s✉❝❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥s✱ t❤❡ ✈❛•✉❡ ♦❢ |Π -crashed i | ❞②♥❛♠✐❝❛••② ❞❡❝r❡❛s❡s ✐❢ p i ❞❡t❡❝ts t❤❡ ❢❛✐•✉r❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ◆♦t❡ ❛•s♦ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ p i ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✉❛••② s❡♥❞ ❛ r❡q✉❡st t♦ ✐ts❡•❢✱ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡•♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ❝✉rr❡♥t•② r❡♣•✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡q✉❡st ✭•✐♥❡ ✽✮✳ ❆ •❛st r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t p i ✐♥❝•✉❞❡s ✐♥ ✐ts r❡q✉❡st ♠❡ss❛❣❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐t ❝✉rr❡♥t ❦♥♦✇s ❛❜♦✉t ❝r❛s❤❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✭crashed i ✮ ✇❤✐❝❤ ❛••♦✇s t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✱ s♣❡❝✐❛••② t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡q✉❡st t❤❡ ❈❙ ✈❡r② ♦❢t❡♥✱ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ❦♥♦✇•❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ♥♦❞❡ ❢❛✐•✉r❡s✳ ❲❤❡♥ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ CS ❜② ❝❛••✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |❡•❡❛s❡❴r❡s♦✉r❝❡✭✮✱ p i ❣✐✈❡s ✐ts ♣❡r♠✐ss✐♦♥ t♦ ❛•• t❤♦s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤♦s❡ r❡q✉❡sts ✐t ❤❛s ❞❡❢❡rr❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐t s✉♣♣♦s❡s ♥♦t t♦ ❜❡ ❢❛✉•t② ✭•✐♥❡s ✶✼✲✷✵✮✳ ■t t❤❡♥ s❡ts ✐ts st❛t❡ t♦ ♥♦t❴r❡q✉❡st✐♥❣✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡q✉❡st ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ p j ✱ ♥♦❞❡ p i ✉♣❞❛t❡s ✐ts •♦❣✐❝❛• ❝•♦❝❦ H i ✳ ■t ❛•s♦ ✈❡r✐✜❡s ✐❢ ✐♥ p j ✬s r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝r❛s❤ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❢r♦♠ p k ✇❤✐❝❤ p i ❤❛❞ ❛•r❡❛❞② r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ p i ♠✉st ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r p k ✬s ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ✭•✐♥❡s ✷✹✲ ✷✻✮✳ ■t t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡s ✐ts crashed i s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝r❛s❤❡❞ ♥♦❞❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ p j ✐s ❛✇❛r❡ ✭•✐♥❡ ✷✼✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t p i ✇✐•• ❞❡t❡❝t t❤❡ ❝r❛s❤ ♦❢ p k ✇❤❡♥ ✭✶✮ ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♥❡✇ r❡q✉❡st ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ t❤❛t ❦♥♦✇s t❤❛t p k ✐s ❝r❛s❤❡❞ ❛♥❞ p i ❞✐❞♥✬t r❡❝❡✐✈❡ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ p k t♦ ✐ts ❝✉rr❡♥t r❡q✉❡st ♦r ✭✷✮ ✇❤❡♥ ❡✈❡♥t✉❛••② p i ❡①❡❝✉t❡s •✐♥❡ ✸✽✳ Pr♦❝❡ss p i t❤❡♥ s❡♥❞s ❜❛❝❦ ❛ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ✭r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ t❛❣❣❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✮ ♦♥•② ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ CS ♦r ✐❢ ✐ts ❝✉rr❡♥t r❡q✉❡st ❤❛s ♥♦t ♣r✐♦r✐t② ♦✈❡r p j ✬s ♦♥❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t✐♠❡st❛♠♣ ♦❢ p j ✬s r❡q✉❡st ♠❡ss❛❣❡ ✐s s♠❛••❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡st❛♠♣ ♦❢ p i ✬s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t♦t❛• ♦r❞❡r ❞❡✜♥❡❞ ❜② ▲❛♠♣♦rt✳ ✭•✐♥❡ ✸✷✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t s❡♥❞s ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ t♦ p j t❛❣❣❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♣❡r♠ ✭•✐♥❡ ✷✾✮ ❛♥❞ s❤♦✉•❞ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✇❤❡♥ ✐t r❡•❡❛s❡s t❤❡ CS✱ ✐t ♠✉st ❣✐✈❡s ✐ts ♣❡r♠✐ss✐♦♥ t♦ p j ✭•✐♥❡ ✸✵✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✐t ✐♥❝•✉❞❡s ✐ts not❴rec❴f rom s❡t ✐♥ t❤❡ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡✳ ❲❤❡♥ p i r❡❝❡✐✈❡s ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ p j ✱ ✐t ❡①❝•✉❞❡s p j ❢r♦♠ ✐ts new❴not❴rec❴f rom ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s ✐ts X i s❡t ✇✐t❤ t❤❡ not❴rec❴f rom s❡♥t ❜② p j ✭•✐♥❡s ✸✹✲✸✺✮✳ |❡✲ ♠❛r❦ t❤❛t ❛ s✐♥❣•❡ ♥♦❞❡ ♠❛② r❡♣•② t✇✐❝❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡q✉❡st ♦❢ p i ✿ ✉♣♦♥ ❞❡❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r❡q✉❡st ✭♥♦♣❡r♠✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❤❡♥ r❡•❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥ ✭♣❡r♠✮✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r❡q✉❡st✱ U pdate(X i , j, not❴rec❴f rom j ) ❡✐t❤❡r ✐♥✲ ❝•✉❞❡s j, not❴rec❴f rom j ✐♥ X i ✐❢ t❤❡ •❛tt❡r ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ not❴rec❴f rom j ♦r r❡♣•❛❝❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❆s ❛t ♠♦st f ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❝r❛s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡•s ❛r❡ r❡•✐❛❜•❡✱ ♣r♦❝❡ss p i r❡❝❡✐✈❡s ❛t •❡❛st ✭|Π| -f ✮ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ RP ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r❡s t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛t •❡❛st f + 1 ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss p j ♦❢ t❤✐s s❡t ❛•✇❛②s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ p k t♦ ✐ts q✉❡r② ✉♥t✐• p j ♣♦ss✐❜•② ❝r❛s❤❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣•✐❡s t❤❛t✱ s✐♥❝❡ p i ✇❛✐ts ❢♦r ❛t •❡❛st ✭|Π| -f ✮ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss p k ✇✐•• ♥♦t ❜❡•♦♥❣ t♦ ❛t •❡❛st ♦♥❡ not❴rec❴f rom s❡t✱ ✐♥✲ ❝•✉❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t •❡❛st ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss p j t❤❛t r❡♣•✐❡s t♦ p i ✬s r❡q✉❡st ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✐t❤❡r ❡q✉❛• t♦ p k ♦r ✐♥ ✐ts t✉r♥ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ r❡♣•② ❢r♦♠ p k t♦ ✐ts •❛st r❡q✉❡st ❛♥❞ t❤✉s p k ✐s ♥♦t s✉s♣❡❝t❡❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝r❛s❤❡❞ ❜② p i ✳ ❆❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛t •❡❛st ✭|Π| -f ✮ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡s ✭•✐♥❡ ✸✻✮ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ not❴rec❴f rom s❡ts✱ p i ❝❛♥ ✉♣❞❛t❡ ✐ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❢❛✉•t② ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤♦s❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❜❡•♦♥❣ t♦ ❛•• not❴rec❴f rom s❡ts ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② p i ❛t t✐♠❡ t ✭•✐♥❡ ✸✽✮✳ || ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾ ❋✐♥❛••②✱ ✐♥ •✐♥❡s ✸✾✲✹✵✱ ✐❢ p i ✐s ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ p j ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ✭♣❡r♠✮✱ ❛♥❞ p i ❤❛s ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡ ❝r❛s❤ ♦❢ p j ✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ perm❴count i ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t p i ♠✐❣❤t t❛❦❡ s♦♠❡ t✐♠❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❛ ❢❛✐•✉r❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡q✉❡st✲r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡s ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢❛•s❡ s✉s♣✐❝✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s•② r❡q✉❡sts t❤❡ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✲ ❝❡✐✈❡s ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s r❡q✉❡sts ❡✈❡♥t✉❛••② s✉❝❤ ❛ ❢❛✐•✉r❡ ✇✐•• ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② p i ✳ ▲❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❜✉t t❡♠♣♦r❛r✐•② ♦♥ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝②✿ p i ✇✐•• •✉st ♥❡❡❞ t♦ ✇❛✐t ❢♦r ♠♦r❡ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡s t❤❛♥ ✐s r❡❛••② ♥❡❝❡ss❛r② ❛s •♦♥❣ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡t❡❝t t❤❡ ❢❛✐•✉r❡✳ ✹✳✷ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ Pr♦♦❢ ❲❡ st❛rt ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r② ❝r❛s❤ ✐s ❡✈❡♥t✉❛••② ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❡✈❡r② ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❛t ♥♦ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss ✐s s✉s♣❡❝t❡❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛❢❡t② ❛♥❞ •✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦✉r ❛•❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❊✈❡r② ❝r❛s❤❡❞ ♣r♦❝❡ss ✐s ❡✈❡♥t✉❛••② ✐♥❝•✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r❛s❤❡❞ s❡t ♦❢ ❛•• ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss❡s✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss p l ❝r❛s❤❡s✳ ❆t t✐♠❡ t ❛•• t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s s❡♥t ❜② p l ✇✐•• ❡✈❡♥t✉❛••② ❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦rr❡❝t r❡❝❡✐✈❡rs✱ ✐✳❡✳✱ ❛❢t❡r t✱ ♥♦ ♣r♦❝❡ss ✇✐•• r❡❝❡✐✈❡ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ p l t♦ ✐ts q✉❡r②✳ ❆s ♣r♦❝❡ss❡s ❡①❡❝✉t❡ t❤❡✐r |❡q✉❡st❴r❡s♦✉r❝❡✭✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛••② ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ ▲❡♠♠❛ ✸ ✭•✐✈❡♥❡ss✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ t✐♠❡ t ′ ✇❤❡♥ p l ✐s ✐♥❝•✉❞❡❞ ✐♥ not❴rec❴f rom s❡ts ✭•✐♥❡ ✸✼✮ ♦❢ ❛•• ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛•• s✉❜s❡q✉❡♥t r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡s r❡✲ ❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss p i ❢r♦♠ p j ❛❢t❡r t✐♠❡ t ′′ > t ′ ✇✐•• ✐♥❝•✉❞❡ p l ✐♥ t❤❡ not❴rec❴f rom j s❡t ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡ss❛❣❡s ✭•✐♥❡ ✸✸✮✳ ❯♣♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ •✐♥❡ ✸✽✱ ♣r♦❝❡ss p l ✇✐•• t❤❡♥ ❜❡ ✐♥❝•✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ crashed i s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss p i ✳ ❚❤✉s✱ ❛•• ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐•• ❡✈❡♥t✉❛••② ❤❛✈❡ p l ✐♥ ✐ts crashed s❡t✳ ▲❡♠♠❛ ✶✳ ◆♦ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥❝•✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥② crashed s❡t✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t p l ❜❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss p l ✐s ✐♥✲ ❝•✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r❛s❤❡❞ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■❢ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥❡❞ ✐t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛t •❡❛st ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss✱ p i ✱ ❤❛s ❡①❡❝✉t❡❞ •✐♥❡ ✸✽ ❛♥❞ ❤❛s ❛❞❞❡❞ p l t♦ ✐ts crashed i ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ p i ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t •❡❛st (|Π| -f ) r❡♣•✐❡s ♠❡ss❛❣❡s t♦ ✐ts •❛st r❡✲ q✉❡st ❛♥❞ p l ✐s ✐♥❝•✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ not❴rec❴f rom ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ RP ❡♥s✉r❡s t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛t •❡❛st f + 1 ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss p j ♦❢ t❤✐s s❡t ❛•✇❛②s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ p l t♦ ✐ts q✉❡r② ✉♥t✐• p j ♣♦ss✐❜•② ❝r❛s❤❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♣•✐❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② p i t❤❡r❡ ✐s ❛•✇❛②s ❛t •❡❛st ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝•✉❞❡ p l ✐♥ ✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ not❴rec❴f rom s❡t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t•②✱ •✐♥❡ ✸✽ ❝♦✉•❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❜❡✐♥❣ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ p l ✇✐•• ♥❡✈❡r ❜❡ ✐♥❝•✉❞❡❞ ✐♥ ❛ crashed s❡t ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✳ ▲❡♠♠❛ ✷ ✭❙❛❢❡t②✮✳ ◆♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ k ♣r♦❝❡ss❡s ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❈❙ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥ k ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❈❙ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛t t✐♠❡ t✱ m > k ♥♦❞❡s ❛r❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❈❙✳ ▲❡t t❤❡ ■◆|■❆ ✶✶ ♣❛✐rs (H i , i) = ✭•♦❣✐❝❛• ❝•♦❝❦✱ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮✱ ✐♥❝•✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡q✉❡st ♠❡ss❛❣❡s✱ ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ m ♥♦❞❡s t♦ ❣❛✐♥ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❈❙✳ ❚❤❡s❡ ♣❛✐rs ❞❡✜♥❡ ❛ t♦t❛• ♦r❞❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ •❛✲ ❜❡•❡❞ ✇✐t❤ p 1 , . . . , p k , p k+1 , . . . , p m s✉❝❤ t❤❛t (H p1 , p 1 ) < . . . < (H p k , p k ) < (H p k+1 , p k+1 ) < . . . < (H pm , p m )✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t p k+1 ✐s ❜•♦❝❦❡❞ ❛t •✐♥❡ ✶✺ ❛♥❞ ♦♥•② ♦♥❡ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ✐s ♠✐ss✐♥❣ t♦ p k+1 t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❈❙✱ ✐✳❡✳✱ perm❴count p k+1 = |Π -crashed p k+1 | -k -1✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✐t ❡①❡❝✉t❡❞ •✐♥❡ ✶✻✱ ❡✐t❤❡r p k+1 r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ♦r ✐t ❛❞❞❡❞ ❛ ♣r♦❝❡ss t♦ ✐ts crashed p k+1 s❡t✳ ▲❡t✬s ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❈❙✱ p k+1 ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ (|Π -crashed p k+1 | -k) r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❛t ♠♦st k -1 ♥♦❞❡s ❞✐❞ ♥♦t s❡♥❞ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ t♦ p k+1 ✳ ❚❤✉s✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ k ♥♦❞❡s p 1 , . . . , p k ✐♥ ❈❙ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱ p X(≤k) ✱ s❡♥t ❛ r❡♣•② t♦ p k+1 ✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡q✉❡st ♠❡ss❛❣❡ t✐♠❡st❛♠♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ (H p k+1 , p k+1 ) ❜② p X ✳ ❋♦✉r s✉❜❝❛s❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜•❡✿ ❼ ❙✉❜❝❛s❡ ✶✳ p X ✐s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ not❴requesting✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ r❡✲ q✉❡st ♠❡ss❛❣❡✱ H p X ❜❡❝♦♠❡s ≥ H p k+1 ✭•✐♥❡ ✷✷✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t•②✱ (H p X , p X ) > (H p k+1 , p k+1 )✳ ❍❡♥❝❡✱ p X ❝♦✉•❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥ t❤❡ CS ❛t t✐♠❡ t ✇✐t❤ (H p X , p X ) < (H p k+1 , p k+1 ) ❼ ❙✉❜❝❛s❡ ✷✳ p X ✐s ✐♥ t❤❡ CS st❛t❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ p X ✇♦✉•❞ ♥♦t s❡♥❞ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ✇✐t❤ ✐ts ♣❡r♠✐ss✐♦♥ t♦ p k+1 ✳ ❼ ❙✉❜❝❛s❡ ✸✳ p X ✐s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ requesting✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜•❡✿ ✕ (H p X , p X ) < (H p k+1 , p k+1 )✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠✐•❛r t♦ ❙✉❜❝❛s❡ ✶✳ ✕ (H p X , p X ) > (H p k+1 , p k+1 )✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠✐•❛r t♦ ❙✉❜❝❛s❡ ✷✳ ❼ ❙✉❜❝❛s❡ ✹✳ p x ❝r❛s❤❡s✳ ❖❜✈✐♦✉s•② ✐t ❝❛♥ ♥♦t r❡♣•② t♦ p k+1 ✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜•❡ ❢♦r ❛♥② ♥♦❞❡ p X(≤k) t♦ r❡♣•② t♦ t❤❡ r❡q✉❡st ♦❢ ♥♦❞❡ p k+1 ✳ ◆♦✇ •❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♥♦❞❡ p k+1 ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ❈❙ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ p y t♦ ✐ts crashed p k+1 s❡t✳ p y ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ k ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❈❙ ❛t t✐♠❡ t s✐♥❝❡ t❤✐s ✇✐•• ♠❡❛♥ t❤❛t t❤✐s ♥♦❞❡ ❤❛s r❡❛••② ❝r❛s❤❡❞ ✭•❡♠♠❛ ✶✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t p 1 , . . . , p k ❛r❡ ✐♥ ❈❙ ❛t t✐♠❡ t✳ ◆❡✐t❤❡r ❝❛♥ ♥♦❞❡ p y ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ |Π -crashed p k+1 | -k -1 ♥♦❞❡s t❤❛t ❤❛s ❛•r❡❛❞② ❣✐✈❡♥ ✐ts ♣❡r♠✐ss✐♦♥ t♦ p k+1 s✐♥❝❡ •✐♥❡ ✷✹ ♣r❡✈❡♥ts p k+1 t♦ ❝♦♥s✐❞❡r p y ❛s ❝r❛s❤❡❞ ✐❢ ✐t ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ✐t ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡q✉❡st✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ p y ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ crashed p k+1 ✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ |crashed p k+1 | ♥♦❞❡s ❛•r❡❛❞② ✐♥ t❤✐s s❡t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♥•② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡ ✇♦✉•❞ ❜❡ p y = p k+1 ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜•❡ s✐♥❝❡ p k+1 ✐s ♥♦t ❝r❛s❤❡❞ ❛t t✐♠❡ t ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ▲❡♠♠❛ ✸ ✭▲✐✈❡♥❡ss✮✳ ■❢ ❛ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss r❡q✉❡sts t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❈❙✱ t❤❡♥ ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ •❛t❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t❡s ✐t✳ Pr♦♦❢✳ ■♥ ❆•❣♦r✐t❤♠ ✶✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥•② ♦♥❡ wait ❝•❛✉s❡ ✭•✐♥❡ ✶✺✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜•♦❝❦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣♦ ♦♥ ❡①❡❝✉t✐♥❣✱ ❛ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss p i ♠✉st ❣❛t❤❡r (|Π -crashed i | -k) ♣❡r♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❛✐r ✭•♦❣✐❝❛• ❝•♦❝❦✱ ♥♦❞❡✬s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛•• r❡q✉❡sts ❞❡✜♥❡ ❛ t♦t❛• ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ r❡q✉❡sts✳ ❚❤✉s✱ ❛♠♦♥❣ ❛•• t❤❡ r❡q✉❡sts ♥♦t ②❡t s❛t✐s✜❡❞ t❤❡r❡ ✐s ♦♥•② ♦♥❡ r❡q✉❡st t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✳ ❆t ❛♥② ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❛t •❡❛st (|Π|-f )✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss p l ✇❤♦s❡ r❡q✉❡st ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✭H l , p l ✮✳ ❆•• ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss❡s || ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾ ✶✷ ❇♦✉✐••❛❣✉❡t✱ ❆r❛♥t❡s ❛♥❞ ❙❡♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ r❡q✉❡st✐♥❣ ♦r ✐♥ t❤❡ ♥♦t r❡q✉❡st✐♥❣ st❛t❡ ✇✐•• s❡♥❞ ❛ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ t♦ p l ❣✐✈✐♥❣ ✐ts ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ✭•✐♥❡ ✸✷✮✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ •❡ss t❤❛♥ k ♣r♦❝❡ss❡s ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❈❙✱ p l ❤❛s ❣❛t❤❡r❡❞ s✉✣❝✐❡♥t ♣❡r♠✐ss✐♦♥s s✐♥❝❡ f < k ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ |Π -crashed p l | -k✳ ❚❤✉s✱ p l ✇✐•• ❡①❡❝✉t❡ •✐♥❡ ✶✻✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ k ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❈❙✱ p l ✇✐•• ♥❡❡❞ t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❛ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■❢ p l ❞❡t❡❝ts t❤❡ ❝r❛s❤ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ k ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢❛•s❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ ✭•❡♠♠❛ ✶✮✱ ✐t ❝❛♥ ❡♥t❡r t❤❡ ❈❙✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ s✐♥❝❡ f < k✱ ❛t •❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐•• ❡✈❡♥t✉❛••② ❡①✐t t❤❡ ❈❙ ❛♥❞ p l ✇✐•• t❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡ •✐♥❡ ✶✻✳ ❖♥❝❡ p l ❡①✐ts t❤❡ ❈❙✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✬s r❡q✉❡st ✇❛s s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ ✇✐•• ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❙✐♥❝❡ r❡q✉❡sts ❛r❡ t♦t❛••② ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛✐r ✭•♦❣✐❝❛• ❝•♦❝❦✱♥♦❞❡✬s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐•• ❡✈❡♥t✉❛••② ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✲ ✐t②✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡♥ r✐❣❤t t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❚❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ✶ s♦•✈❡s t❤❡ ❢❛✉•t t♦•❡r❛♥t k✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛♥❞ t♦•❡r❛t❡s f < k ❢❛✐•✉r❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ s②st❡♠ s❛t✐s✜❡s t❤❡ |❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✭RP✮✳ ✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❊✈❛•✉❛t✐♦♥ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s❡t ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛•✉❛t✐♦♥ r❡s✉•ts ❛✐♠❡❞ ❛t ❝♦♠✲ ♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❜♦t❤ ♦✉r ❢❛✉•t t♦•❡r❛♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ |❛②♠♦♥❞❡✬s ❛•❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛• ❛•❣♦r✐t❤♠✳ ❆s ❡①♣•❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✐♥ |❛②♠♦♥❞✬s ❛•❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ✇❛♥ts t♦ ❛❝❝❡ss ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ k ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡✱ ✐t ❜r♦❛❞❝❛sts ❛ ♠❡ss❛❣❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r |Π| -1 ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t ❝❛♥ ♦♥•② ❛❝❝❡ss ✐t ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❣❛t❤❡r❡❞ |Π| -k r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡s✳ ❈♦♥tr❛r✐•② t♦ ♦✉r ❛•❣♦r✐t❤♠✱ s❡✈❡r❛• ♣❡r♠✐ss✐♦♥s ❞❡❢❡rr❡❞ ❜② p i t♦ p j ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣•❡ r❡♣•② ♠❡ss❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ s❡♥t t♦ p j ✇❤❡♥ p i r❡•❡❛s❡s ✐ts ❝✉rr❡♥t ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ✐❢ |❛②♠♦♥❞✬s ❛•❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣•✐❝✐t•② ❝♦♥s✐❞❡r ❢❛✐•✉r❡ ♦❢ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❛ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❛•• t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐♠♣•✐❝✐t•② r❡♥❞❡rs ✐t ❢❛✉•t t♦•❡r❛♥t t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✿ ❛ ❝r❛s❤❡❞ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥♦❞❡ t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ❣✐✈❡ ✐ts ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ■t t♦•❡r❛t❡s ✉♣ t♦ k -1 ❢❛✉•ts✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ f = k -1 ♥♦❞❡s ✇❡r❡ ❝r❛s❤❡❞✱ ❛ ♥♦❞❡ ❛s❦✐♥❣ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛ ❈❙ ✇♦✉•❞ st✐•• ❣❡t ✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❝r❛s❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t•② ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❈❙ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ♦♥❡✳ ✺✳✶ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ P❛r❛♠❡t❡rs ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✷✳✻✻❍③ ❈P❯ ❛♥❞ ✷•❇ ♦❢ |❆▼✱ r✉♥♥✐♥❣ ▲✐♥✉①✳ ❚❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ✐♠♣•❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ P❤②✲ t♦♥ ✷✳✻✱ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜•❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ •❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t s✉♣♣♦rts ♠✉•t✐✲ t❤r❡❛❞s✳ ❲❡ s✐♠✉•❛t❡❞ ❛ •r✐❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✵ ❝•✉st❡rs ♦❢ ✶✵ ♥♦❞❡s ✇❤❡r❡ •❛t❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝•✉st❡rs ❛r❡ ❛•✇❛②s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❜❡✲ t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝•✉st❡r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡ ✇❛s ✜①❡❞ t♦ ✶✵✱ ✐✳❡✳✱ k = 10 ❛♥❞ f <= 9✳ ❆♥ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②✿ ✲ α✿ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② ❛ ♥♦❞❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥❀ ■◆|■❆ ✶✸ ✲ β✿ ♠❡❛♥ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛• ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡•❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❙ ❜② ❛ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ r❡q✉❡st ❜② t❤✐s s❛♠❡ ♥♦❞❡✳ ✲ ρ✿ t❤❡ r❛t✐♦ β/α✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❛ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡ ✐s r❡q✉❡st❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ✈❛•✉❡ ♦❢ ρ ✐s✱ t❤❡ s♠❛••❡r ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ r❡q✉❡st✳ ■♥ t❤❡ ❡✈❛•✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♠❡tr✐❝s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❼ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡✿ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t ❛ ♥♦❞❡ r❡q✉❡sts ❛ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥t ✐t ❣❡ts ✐t❀ ❼ ❈❙ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✿ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ t✐♠❡❀ ❼ ❡✣❝✐❡♥❝②✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡✬s ✉♥✐ts t❤❛t ❛r❡ s✐♠✉•t❛♥❡♦✉s•② ✐♥ ✉s❡✳ ❼ ✇❛✐t✐♥❣ q✉❡✉❡✿ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡♥❞✐♥❣ r❡q✉❡sts✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❡q✉❡st✐♥❣ st❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦•❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠✳ ❼ ❢❛✐•✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✿ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝r❛s❤ t❛❦❡s ♣•❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥t ❛t ✇❤✐❝❤ ❛•• ♥♦❞❡s ❞❡t❡❝t ✐t✳ ❊❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❡①❡❝✉t❡❞ ✷✵ t✐♠❡s ❛♥❞ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ r❡q✉❡st X t✐♠❡s ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉•ts ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛•✉❡✳ ❋♦r ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛•• ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛•✉❡ ♦❢ ρ ✇❤✐•❡ t❤❡ ✈❛•✉❡ ♦❢ α ✇❛s ✜①❡❞ t♦ ✷s t♦ ❛•• ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❛t ❛•• ♣r♦❝❡ss❡s ✐ss✉❡ t❤❡✐r r❡q✉❡sts ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❡ ❛♣♣•✐❡❞ ❛ •❛✉ss✐❛♥ r❡q✉❡st ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ✺✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ |❡s✉•ts ✇✐t❤♦✉t ❋❛✐•✉r❡ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛•✐❞❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦✉r s✐♠✉•❛t♦r ❛♥❞ ♠❡s✉r❡ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ t❤❛t ♦✉r ❢❛✉•t t♦•❡r❛♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛• |❛②♠♦♥❞✬s ❛•❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡•② ✇❤❡♥ ρ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ◆♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ❝r❛s❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜♦t❤ ❝✉r✈❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛•s♦ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ q✉❡✉❡✱ ✐✳❡✳✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡♥❞✐♥❣ r❡q✉❡sts ✇❤❡♥ ρ ✈❛r✐❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ρ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❛•❣♦r✐t❤♠s✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣•❛✐♥❡❞ s✐♥❝❡ ✇❤❡♥ ρ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ r❡q✉❡st ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ q✉❡✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❢♦r ρ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✾✱ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ q✉❡✉❡ ✐s ❛•✇❛②s ❛•♠♦st ❡♠♣t② ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t•② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥•② ♦♥ ♠❡ss❛❣❡ •❛t❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝•✉st❡r✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞❡•❛② ❢♦r s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡q✉❡st t♦ r❡♠♦t❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛t •❡❛st ♦♥ r❡♣•② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❝•✉st❡r ✭✷ s❡❝♦♥❞s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❋♦r ρ s♠❛••❡r t❤❛♥ ✾✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❡r s❡❝♦♥❞ ✭❈❙ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✮ ❦❡❡♣s ❝♦♥st❛♥t ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ r❡q✉❡sts ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ρ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣•❛✐♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ q✉❡✉❡ ✐s ♥❡✈❡r ❡♠♣t②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡ ✐s r❡•❡❛s❡❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛•✇❛②s ❛ ♣❡♥❞✐♥❣ r❡q✉❡st ✇❛✐t✐♥❣ || ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾
✭❜✮ Pr♦❝❡ss❡s ✐♥ ❈❙ ✈s ❚✐♠❡ ❢♦r ✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ρ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✾✱ t❤❡ ❈❙ st❛rts ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♣❡♥❞✐♥❣ r❡q✉❡sts ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ r❡q✉❡sts ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡••✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦ ♦❢ t❤❡ r❡s✉•ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✜❣✉r❡s ✐s t❤❛t ♦✉r ❢❛✉•t t♦•❡r❛♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞♦❡s ❜❡❤❛✈❡s •✐❦❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛• ❛•❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡✱ ♥♦r ❞♦❡s ✐♥ t❤❡ ❈❙ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦✉r ❛•❣♦r✐t❤♠ s❡♥❞s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦r❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❡r ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❛♥ |❛②♠♦♥❞✬s ♦♥❡✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✉❝❤ ❛ ✈❛•✉❡ ✐s X ❢♦r |❛②♠♦♥❞✬s ❛•❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ Y ❢♦r ♦✉r ❛•❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ Z% ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ♣❡r ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥✳ ✺✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ |❡s✉•ts ✇✐t❤ ❋❛✐•✉r❡s ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛•✉❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❜♦t❤ |❛②♠♦♥❞✬s ❛•❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♦✉r ❛•❣♦✲ r✐t❤♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦✉r❝❡✬s ✉♥✐ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉•t❛♥❡✲ ♦✉s•② ✐♥ ✉s❡ ❢♦r ρ = X ❛♥❞ ρ = Y ✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣•❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝r❛s❤ ✭✉♣ t♦ ✾ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝•❡❛r•② ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❄❄ t❤❛t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t•② ♦❢ ρ✱ ✐♥ |❛②♠♦♥❞✬s ❛•❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛❝❝❡ss❡s ❞❡❝r❡♠❡♥ts ❜② ♦♥❡ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❝r❛s❤✳ ❙♦♠❡ t✐♠❡ ❛❢t❡r 9 ❝r❛s❤❡s t❛❦❡ ♣•❛❝❡✱ ♦♥•② ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❞r♦♣s ❢r♦♠ ✾ t♦ ✶✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❢t❡r ❛ ❝r❛s❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❈❙ ❞♦❡s ♥♦t ❞r♦♣ ✐♠♠❡❞✐❛t❡•② s✐♥❝❡ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❡r❡ ❛•r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝r❛s❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❄❄ ❢♦r ❜♦t❤ ρs✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✾ ❝r❛s❤❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡ ✉♥✐ts ✐♥ ✉s❡ st❛rts ❣♦✐♥❣ ✉♣ ❛♥❞ ❛t ✷✵✵s t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s r❡❡st❛❜•✐s❤❡❞ t♦ ✾✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✉❛• ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛✐•✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❛ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s s♦♠❡ t✐♠❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❛ ❢❛✐•✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r❛s❤❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ ❝r❛s❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛•s♦ s♣r❡❛❞ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❜r♦❛❞❝❛sts ❛ r❡q✉❡st ✭•✐♥❡ ✶✹ ♦❢ ❆•❣♦r✐t❤♠ ✶✮✱ t❤❡ •♦✇❡r ρ ✐s✱ t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✇✐•• ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ❦♥♦✇•❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ❝r❛s❤❡s✳ || ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆✈❡r❛❣❡✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❢❛✐•✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r❛❤s❡s ✻ |❡•❛t❡❞ ❲♦r❦ ❙❡✈❡r❛• ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢❛✉•t✲t♦•❡r❛♥t ❡①t❡♥s✐♦♥s ❜♦t❤ t♦ t♦❦❡♥✲❜❛s❡❞ ❬◆▲▼✾✵(✱❬▼❙✾✹(✱❬❈❙▲✾✵( ❛♥❞ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✲❜❛s❡❞ 1✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠s ❬❆❆✾✶(✱❬❈❙|✾✾(✳ ❚❤❡ •❛tt❡r ✉s✉❛••② ✉s❡ ❛ q✉♦r✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▲✐❦❡ |❛②♠♦♥❞✬s ❬|❛②✽✾( ❛•❣♦r✐t❤♠✱ ❙r✐♠❛♥✐ ❛♥❞ |❡❞❞② ❬❙|✾✷( ❦✲♠✉t✉❛• ❡①✲ ❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠ ✐♥❤❡r❡♥t•② s✉♣♣♦rt ❢❛✐•✉r❡s✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙✉③✉❦✐ ❛♥❞ ❑❛s❛♠✐✬s ❛•❣♦r✐t❤♠ ❬❙❑✽✺( ❛♥❞ ❝♦♥tr♦•s k t♦❦❡♥s✳ ■❢ ❛ ♥♦❞❡ ❤♦•❞s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ k t♦❦❡♥s✱ ✐t ❝❛♥ ❡♥t❡r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❞♦ ♥♦t ❡①♣•✐❝✐t•② ❝♦♥s✐❞❡rs ❢❛✐•✉r❡ ♦❢ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❦❡❡♣s k t♦❦❡♥s ✐♠♣•✐❝✐t•② r❡♥❞❡rs ✐t ❢❛✉•t t♦•❡r❛♥t t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❝r❛s❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t•② ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❈❙ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ♦♥❡✳ ■♥ ❬❇❆❙✵✽(✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ |❛②♠♦♥❞✬s ❛•❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦t❤ t♦•❡r❛t❡ ✉♣ t♦ N -1 ♥♦❞❡ ❝r❛s❤❡s ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ t❤❛t t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❞❡❣r❛❞❡s ✇❤❡♥ ❢❛✐•✉r❡ ♦❝❝✉rs✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛•✇❛②s ♣♦ss✐❜•❡ t♦ ❤❛✈❡ k ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❈❙ s✐♠✉•t❛♥❡♦✉s•②✱ ❞❡s♣✐t❡ ❢❛✐•✉r❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✉♥r❡•✐❛❜•❡ ❢❛✐•✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ♦❢ ❝•❛ss T ❬❉•❋•❑✵✺( s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ✇❡❛❦❡st ♦♥❡ t♦ s♦•✈❡ t❤❡ ❢❛✉•t✲t♦•❡r❛♥t ✶✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ♦✉r s♦•✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t t❤❡ ❢❛✐•✉r❡ ❞❡t❡❝t♦r T ✐♥❝✉rs✳ ❚❤❡ ♠❛•♦r✐t② ♦❢ ❢❛✉•t✲t♦•❡r❛♥t ♣❡r♠✐ss✐♦♥✲❜❛s❡❞ k✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ •✐t❡r❛t✉r❡ ✉s❡ q✉♦r✉♠s ❬❍❏❑✾✸(✱❬❏❍❑✾✼(✱❬❈❈✾✼(✱❬❑❋(❆✾✸(✱❬◆▼✾✹(✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛•❣♦r✐t❤♠s ❡①♣•♦✐t t❤❡ k✲❝♦t❡r✐❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❏❍❑✾✼(✱❬◆▼✾✹(✱❬❑❋(❆✾✸(✳ ■♥❢♦r♠❛••②✱ ❛ k✲❝♦t❡r✐❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡ q✉♦r✉♠s✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ✭❦✰✶✮ q✉♦r✉♠s ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ q✉♦r✉♠s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❡♥t❡r ❛ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t r❡❝❡✐✈❡s ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛ q✉♦r✉♠✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐•❛❜✐•✐t② ♦❢ ❛ ❝♦t❡r✐❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② t❤❛t ❛ q✉♦r✉♠ ❝❛♥ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉••② ❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝•♦s❡•② r❡•❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢❛✉•t t♦•❡r❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ s✉♣♣♦rts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❈❤❛♥❣ ❡t✳ ❛• ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❬❈❈✾✼( ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜✐♥❛r② tr❡❡ q✉♦r✉♠ ❢♦r k✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣♦s❡s ❛ •♦❣✐❝❛• str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t♦•❡r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ✉♣ t♦ (n-k * (log 2 (2n/k))) ♥♦❞❡ ❢❛✐•✉r❡s✳ ❆•t❤♦✉❣❤ q✉♦r✉♠✲❜❛s❡❞ ❛•❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ r❡s✐•✐❡♥t t♦ ♥♦❞❡ ❢❛✐•✉r❡s ❛♥❞✴♦r ♥❡t✇♦r❦ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣•❡①✐t② ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ q✉♦r✉♠s t❤❡♠s❡•✈❡s✳ ■◆|■❆ ✶✼ |❡❞❞② ❡t ❛•✳ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❬|▼•✵✽( ❛ ❦✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❈❤♦r❞ P✷P s②st❡♠ ✇❤❡r❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ •♦❣✐❝❛• tr❡❡ ❝♦♥tr♦• ❣•♦❜❛• r❡q✉❡sts ❜② ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡♠ t♦ t❤❡ k ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡♥ k ❞✐str✐❜✉t❡❞ q✉❡✉❡s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❣❛t❤❡r ♣❡♥❞✐♥❣ r❡q✉❡sts t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥✐t✳ ❲✐t❤♦✉t ❣✐✈❡♥ ♠✉❝❤ ❞❡t❛✐•s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❣✉❡ t❤❛t s✉❝❝❡ss♦rs ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ •♦❣✐❝❛• r✐♥❣ ♦❢ ❈❤♦r❞ ❝❛♥ ❛❝t ❛s ❛ r❡♣•✐❝❛ ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♠♦♥❣st ❛•• ♥♦❞❡s✱ ❛t♦♠✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st t♦ ❛•• s✉❝❝❡ss♦rs ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ♥♦❞❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts st❛t❡✳ ❚✇♦ ♦t❤❡r ❦✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠s✱ ❬❲❈▼✵✶( ❛♥❞ ❬▼❏✵✻( ♣r♦✈✐❞❡ ❢❛✉•t t♦•❡r❛♥❝❡ ❜✉t ❢♦r ✇✐r❡•❡ss ❛❞✲❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬❲❈▼✵✶( ♣r♦♣♦s❡ ❛ t♦❦❡♥✲❜❛s❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ❛ •♦❣✐❝❛• ❞✐r❡❝t ❛❝②❝•✐❝ ❣r❛♣❤ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✲ ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❞②♥❛♠✐❝❛••② ❛❞❛♣ts t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t♦♣♦•♦❣② ♦❢ ❛❞✲❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ▼❡••✐❡r ❡t ❛•✳ ❛❞❞r❡ss ✐♥ ❬▼❏✵✻( t❤❡ ♣r♦❜•❡♠ ♦❢ ❛t ♠♦st k ❡①❝•✉s✐✈❡ ❛❝❝❡ss❡s t♦ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡• ❜② ♥♦❞❡s t❤❛t ❝♦♠♣❡t❡ t♦ ❜r♦❛❞❝❛st ♦♥ ✐t✱ ✐✳❡✳✱ ❛t ♠♦st k ♠♦❜✐•❡ ♥♦❞❡s ❝❛♥ s✐♠✉•t❛♥❡♦✉s•② ❜r♦❛❞❝❛st ♦♥ ✐t✳ ▼❡ss❛❣❡ ❝♦••✐s✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠s ❛r❡ s♦•✈❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦t♦❝♦•✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠s t♦•❡r❛t❡ ♥♦❞❡ ❢❛✐•✉r❡s✱ ❜✉t •✉st •✐♥❦ ❢❛✐•✉r❡s✳ ✼ ❈♦♥❝•✉s✐♦♥ ❇❛s❡❞ ♦♥ |❛②♠♦♥❞✬s ❛•❣♦r✐t❤♠✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ f ✲❢❛✉•t t♦•❡r❛♥t k✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡r❡ 1 ≤ f < k✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ s②st❡♠ s❛t✐s✜❡s t❤❡ |❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss Pr♦♣❡rt②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ t♦•❡r❛t✐♥❣ ❢❛✐•✉r❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ k✲♠✉t❡① ❛•❣♦r✐t❤♠ ✐ts❡•❢ ❛♥❞ t❤✉s r❡♥❞❡rs t❤❡ s♦•✉t✐♦♥ ♥♦t ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ t❡♠♣♦r❛r✐•② ❞❡❣r❛❞❡ •✉st ❛❢t❡r ❛ ❝r❛s❤✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞②♥❛♠✐❝❛••② r❡st♦r❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡t❡❝t t❤❡ ❢❛✐•✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛• |❛②♠♦♥❞✬s ❛•❣♦r✐t❤♠✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ s✐♠✉•❛t❡❞ •r✐❞ ♣•❛t❢♦r♠ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ RP ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳

  ✸✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❈❙ ♣❡r s❡❝♦♥❞ ✈s ρ

  ❛♥❞ ❆✳ ❊• ❆❜❜❛❞✐✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❢❛✉•t✲t♦•❡r❛♥t s♦•✉✲ t✐♦♥ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙②st✳✱ ✾✭✶✮✿✶✕✷✵✱ ✶✾✾✶✳ ✶✻ ❬❇❆❙✵✽( ▼✳ ❇♦✉✐••❛❣✉❡t✱ ▲✳ ❆r❛♥t❡s✱ ❛♥❞ P✳ ❙❡♥s✳ ❋❛✉•t t♦•❡r❛♥t ❦✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❢❛✐•✉r❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■♥ ✼t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛• ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ P❛r❛••❡• ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✸✹✸✕✸✺✵✱ ✷✵✵✽✳ ✶✻ ❬❇❱✾✺( ❙❤❛✐•❛•❛ ❇✉•❣❛♥♥❛✇❛r ❛♥❞ ◆✐t✐♥ ❍✳ ❱❛✐❞②❛✳ ❆ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❦✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ■♥t✳ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✺✸✕✶✻✵✱ ✶✾✾✺✳ ✸ ❬❈❈✾✼( (✳ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ❇✳ ❈❤❡♥✳ ❆♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜✐♥❛r② tr❡❡ q✉♦r✉♠ str❛t❡❣② ❢♦r ❦✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ✶✾✾✼ || ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾ ✶✽ ❇♦✉✐••❛❣✉❡t✱ ❆r❛♥t❡s ❛♥❞ ❙❡♥s P❛❝✐✜❝ |✐♠ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛• ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋❛✉•t✲❚♦•❡r❛♥t ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡ ✶✶✵✱ ✶✾✾✼✳ ✶✻ ❬❈❙▲✾✵( ■✳ ❈❤❛♥❣✱ ▼✳ ❙✐♥❣❤❛•✱ ❛♥❞ ▼✳ ▲✐✉✳ ❆ ❢❛✉•t t♦•❡r❛♥t ❛•❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ✾t❤ ❙②♠♣✳ ♦♥ |❡•✐❛❜•❡ ❉✐str✐❜✳ ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✹✻✕✶✺✹✱ ✶✾✾✵✳ ✸✱ ✶✻ ❬❈❙|✾✾( •✳ ❈❛♦✱ ▼✳ ❙✐♥❣❤❛•✱ ❛♥❞ ◆✳ |✐s❤❡✳ ❆ ❞❡•❛②✲♦♣t✐♠❛• q✉♦r✉♠✲❜❛s❡❞ ♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❢❛✉•t✲t♦•❡r❛♥❝❡ ❝❛♣❛❜✐•✐t②✳ ■♥ ❚❤❡ ✽t❤ ❆❈▼ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣•❡s ♦❢ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡ ✷✼✶✱ ✶✾✾✾✳ ✶✻ ❬❈❚✾✻( ❚✳ ❉✳ ❈❤❛♥❞r❛ ❛♥❞ ❙✳ ❚♦✉❡❣✳ ❯♥r❡•✐❛❜•❡ ❢❛✐•✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r r❡•✐✲ ❛❜•❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✳ ❏♦✉r♥❛• ♦❢ ❆❈▼✱ ✹✸✭✷✮✿✷✷✺✕✷✻✼✱ ▼❛r❝❤ ✶✾✾✻✳ ✹ ❬❉•❋•❑✵✺( ❈✳ ❉❡•♣♦rt❡✲•❛••❡t✱ ❍✳ ❋❛✉❝♦♥♥✐❡r✱ |✳ •✉❡rr❛♦✉✐✱ ❛♥❞ P✳ ❑♦✉③♥❡ts♦✈✳ ▼✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ✐♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s s②st❡♠s ✇✐t❤ ❢❛✐•✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❏✳ P❛r❛••❡• ❉✐str✐❜✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✻✺✭✹✮✿✹✾✷✕ ✺✵✺✱ ✷✵✵✺✳ ✹✱ ✶✻ ❬❍❏❑✾✸( ❙✳❚✳ ❍✉❛♥❣✱ ❏✳|✳ ❏✐❛♥❣✱ ❛♥❞ (✳❈✳ ❑✉♦✳ ❦✲❝♦t❡r✐❡s ❢♦r ❢❛✉•t✲t♦•❡r❛♥t ❦ ❡♥tr✐❡s t♦ ❛ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s✱ ✶✾✾✸✳✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s t❤❡ ✶✸t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛• ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡s ✼✹✕✽✶✱ ✶✾✾✸✳ ✸✱ ✶✻ ❬❏❍❑✾✼( ❏✳ ❏✐❛♥❣✱ ❙✳ ❍✉❛♥❣✱ ❛♥❞ (✳ ❑✉♦✳ ❈♦❤♦rts str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❢❛✉•t✲ t♦•❡r❛♥t ❦ ❡♥tr✐❡s t♦ ❛ ❝r✐t✐❝❛• s❡❝t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠✲ ♣✉t❡rs✱ ✹✻✭✷✮✿✷✷✷✕✷✷✽✱ ✶✾✾✼✳ ✶✻ ❬❑❋(❆✾✸( ❍✳ ❑❛❦✉❣❛✇❛✱ ❙✳ ❋✉•✐t❛✱ ▼✳ (❛♠❛s❤✐t❛✱ ❛♥❞ ❚✳ ❆❡✳ ❆✈❛✐•❛❜✐•✐t② ♦❢ ❦✲❝♦t❡r✐❡✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✹✷✭✺✮✿✺✺✸✕✺✺✽✱ ✶✾✾✸✳ ✶✻ ❬▲❛♠✼✽( ▲✳ ▲❛♠♣♦rt✳ ❚✐♠❡✱ ❝•♦❝❦s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛ ❞✐s✲ tr✐❜✉t❡❞ s②st❡♠✳ ❈♦♠♠✉♥✳ ❆❈▼✱ ✷✶✭✼✮✿✺✺✽✕✺✻✺✱ ✶✾✼✽✳ ✻ ❬▼❇❇ + ✾✷( ❑✳ ▼❛❦❦✐✱ P✳ ❇❛♥t❛✱ ❑✳ ❇❡❡♥✱ ◆✳ P✐ss✐♥♦✉✱ ❛♥❞ ❊❑ P❛r❦✳ ❆ t♦❦❡♥ ❜❛s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❦ ♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠✳ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ✹t❤ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ P❛r❛••❡• ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✹✵✽✕✹✶✶✱ ✶✾✾✷✳ ✸ ❬▼❏✵✻( |✳ ▼❡••✐❡r ❛♥❞ ▼②♦✉♣♦ ❏✳ ❋❛✉•t t♦•❡r❛♥t ♠✉t✉❛• ❛♥❞ ❦✲♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s✐♥❣•❡✲❤♦♣ ♠♦✈✐•❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥t✳ ❏♦✉r♥❛• ❆❞ ❍♦❝ ❛♥❞ ❯❜✐q✉✐t✉♦s ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✭✸✮✿✶✺✻✕✶✻✼✱ ✷✵✵✻✳ ✶✼ ❬▼▼|✵✸( ❆✳ ▼♦st❡❢❛♦✉✐✱ ❊✳ ▼♦✉r❣❛②❛✱ ❛♥❞ ▼✳ |❛②♥❛•✳ ❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♠♣•❡✲ ♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐•✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ ■♥t✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❉❡♣❡♥❞❛❜•❡ ❙②st❡♠s ❛♥❞◆❡t✇♦r❦s✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✸✳ ✹✱ ✺ ❬▼❙✾✹( ❉✳ ▼❛♥✐✈❛♥♥❛♥ ❛♥❞ ▼✳ ❙✐♥❣❤❛•✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❢❛✉•t✲t♦•❡r❛♥t ♠✉t✉❛• ❡①❝•✉s✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✳ ■♥ ■♥t✬✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ P❛r✲ ❛••❡• ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✺✷✺✕✺✸✵✱ ✶✾✾✹✳ ✸✱ ✶✻ ■◆|■❆