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Résumé : Lors d’un précédent travail, nous avons élaboré un modéle bio-
plausible du traitement rétinien, inspiré par la littérature neuro-biologique [4].
Une caractéristique forte de ce modéle est de reproduire le retard temporel de la
composante surround du filtrage, ainsi qu’observé dans les rétines biologiques.
Dans ce rapport, nous étudions les possibilités de reconstruction d’image, & par-
tir de la réponse d’un tel modéle de rétine & 'apparition soudaine d’une image
statique.

Ce rapport se concentre principalement sur la partie du modéle réalisant un
filtrage spatio-temporel linéaire de I'image en entrée, et qui peut étre vue comme
une application linéaire d’un espace 2D (I'image) vers un espace 2D+T (réponse
temporelle de la rétine). Nous introduisons la pseudo-inverse de Moore-Penrose
de cette application linéaire, qui constitue une reconstruction linéaire optimale
en termes de robustesse au bruit. Nous étudions la structure particuliére de
cette pseudo-inverse, due & la nature du filtre rétinien avec retard temporel de
la composante surround. Du fait de ce retard temporel, la reconstruction basée
sur la pseudo-inverse fait passer en premier lieu les basses fréquences spatiales
de I'image, une propriété qui pourrait avoir des corrélats perceptuels.
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Retinal filtering and image reconstruction

Abstract: In previous work, we have proposed a bio-plausible model of retinal
processing, based on the physiological literature [4]. A strong characteristic of
this model was to reproduce the temporal delay of the surround component of
filtering, as observed in real retinas. In this report, we study the possibilities
of image reconstruction based on the response of such a model to the sudden
appearance of a static image.

In this report, we mostly focus on the first stage of the model, which per-
forms linear spatio-temporal filtering on the input image. We view this stage as
a linear application from a 2D space (the image) to a 2D+T space (the temporal
response of the retina), which bears an optimal inverse transformation in terms
of robustness to noise: the pseudo-inverse of Moore-Penrose. We study the par-
ticular structure of this pseudo-inverse, due to the structure of retinal filtering
with a delayed surround component. As a result, the pseudo-inverse-based image
reconstruction reconstructs low spatial frequencies before high spatial frequen-
cies. This property could have psychophysical correlates, for example during
perception of very short image presentations.

Key-words: Retina model, spatio-temporal filtering, image reconstruction
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4 Adrien Wohrer, Pierre Kornprobst and Marc Antonini

1 Introduction

Comment notre cerveau exploite-t’il le signal de la rétine ? Y a-t’il des consé-
quences perceptuelles dAses a la structure particuliere center-surround du fil-
trage ? Et peut-on s’inspirer de ses propriétés dans une optique plus ‘computer
vision’; typiquement pour des algorithmes de codage ? Pour commencer a étu-
dier ces questions, une premiére étape est de comprendre les possibilités de
reconstruction de 'image originale, & partir de la sortie rétinienne. C’est ce que
nous faisons ici, en prenant pour base un modéle simple de filtrage rétinien.

Le modéle de rétine considéré ici est un modéle ‘minimal’, qui peut se dé-
composer en deux étapes successives de ﬁltrag :

1. Filtrage linéaire spatio-temporel d’un input visuel I(x,y,t) pour obtenir
une ‘activité’ de sortie A(z,y,t), par convolution avec un noyau spatio-
temporel K(z,y,t).

2. Génération de spikes (ou potentiels d’action) a partir de A(z,y,t), par un
tableau discret de ‘cellules’ (typiquement, une par pixel).

Ce rapport se focalise principalement sur le premier point, celui du filtrage
linéaire rétinien : nous cherchons a caractériser la reconstruction ‘optimale’ de
Pentrée visuelle & partir de 'activité rétinienne A(x,y,t), dans le cas ou entrée
est constituée d’une image fixe apparaissant au temps t =0 :

I(.’I},y,t) = I(xay)“ét>0-

La nature particuliére du filtre rétinien K(z,y,t) est rappelée en Section
Les propriétés de la reconstruction linéaire par pseudo-inverse sont présentées
en Section [3l Enfin, en Section [ nous évoquons de possibles pistes de travail
futur : incorporation des spikes dans le processus de reconstruction (Section,
applications & la compression d’images et/ou de video (Section, validation
psychophysique de la pertinence de la pseudo-inverse en termes de perception

(Section [4.2).

2 Le filtre linéaire rétinien

2.1 Forme générale du filtre

Dans notre modéle de rétine, un filtre spatio-temporel linéaire K(z,y,t)
emméne de I'input visuel I(z,y,t) & une ‘activité’ analogique A(x,y,t) de la
rétine, par la relation de convolution

Az, y,t) = K x I (z,y,1).

Spatialement, le filtre K a toujours une symetrie circulaire en (z,y) (typique-
ment, il s’exprime a ’aide de Gaussiennes...). Pour avoir des equations un peu
plus concises, je noterai par la suite une unique variable spatiale x dans les
equations qui suivent :

Az, t) = K %I (z,t).

LCe modéle ‘minimal’ est une version simplifiée du modéle bio-plausible proposé dans [4],
et implémenté sous forme d’un simulateur a grande échelle.

INRIA



Filtrage rétinien et reconstruction d’image 5

Le filtre K (x,t) a une forme générale bien spécifique, celle d’une différence
de Gaussiennes (DOG) dont la Gaussienne extérieure (le ‘surround’) posséde
un retard temporel sur la Gaussienne interieure (le ‘center’) :

K(x,t) = C(x,t) — S(x,t), (1)

ot C et S sont des filtres
1. spatialement passe-bas (typiquement, des Gaussiennes),

2. temporellement, tels que S présente un retard par rapport & C.

Plusieurs variantes formelles sont possibles pour implémenter un tel filtre, sui-
vant la complexité qu’on s’autorise dans le choix des noyaux spatiaux et tem-
porels qui vont servir de ‘briques’ pour construire les filtres C' et S, et suivant
quon désire utiliser un formalisme discret ou plutA “t continu pour Pespace et
le temps. .. Pour fixer les idées, nous considérons dans ce rapport une expres-
sion particuliére du filtre K, exprimée dans un formalisme continu. D’autres
expressions alternatives sont évoquées en appendice, ainsi que les liens entre
formalismes continu et discret.

Avant de présenter le filtre K lui-méme, nous présentons nos notations pour
les filtres élémentaires, passe-bas, qui seront composés pour construire le filtre
K.

2.2 Notations : Briques élémentaires de filtrage

Temporellement, la brique élémentaire est le noyau exponentiel :

E‘r(t) = H41t>0%_t/7—)

dont la réponse intégrée est croissante de 0 & 1 (filtre normalisé) :

/:0 E, (u)du =1—exp(—t/7).

Sa transformée de Fourier est quant & elle

1
E = — .
T(St) 1 + jTgt
Nous considérerons aussi un noyau plus général, abusivement appelé ‘fonc-
tion Gamma’ par les biologistes, qui est obtenu en cascadant n + 1 noyaux
exponentiels de paramétre 7 :

t" exp(—t/T)
7—n-i-l

dont la réponse intégrée est aussi croissante de 0 & 1 (sans expression simple).
Sa transformeée de Fourier est simple, vu que c’est juste la convolution (=mul-
tiplication dans Fourier) de n + 1 noyaux exponentiels :

1

En (&) = Axirg)mit

RR n°® 6960



6 Adrien Wohrer, Pierre Kornprobst and Marc Antonini

Ce filtre, également passe-bas, reproduit mieux la cascade de filtrages passe-bas
qui ont lieu dans les premiéres couches de la rétine, principalement dA»s au
mécanisme de phototransduction.

Spatialement, notre brique élémentaire sera le noyau Gaussien :

1 x?
Go(z) = m‘i‘xp (- @),

ol n est la dimension de I'espace (ici, n = 1 ou 2), et la notation 22 représente
le carré de la norme du vecteur z (soit 22 + y?, en dimension 2). L’intégrale
spatiale de G, est 1 (filtre normalisé), et sa transformée de Fourier est

(U&L’)Q
) )

Gy (&) = exp ( -

Remarquons qu’ici comme plus loin, nous utilisons une notation trés simple pour
la transformée de Fourier : la transformée de Fourier de f(z) est simplement
notée f(&,) (et de méme pour les transformées de Fourier temporelles, mais ces
derniéres ne nous resserviront pas).

2.3 Le filtre rétinien

Dans ce rapport, nous nous concentrerons sur I’expression suivante de filtrage
rétinien :

X(Ji,t) = 50(37,t) _wSGUs(x)ETS(t)a (2)
T(t) = Epporp * (00 — waEyr,) (1), (3)
K(x,t) =T % X (z,1), @)

ol les convolutions sont appliquées de droite & gauche. Avant tout, remarquons
que nous sommes bien dans le cadre d’une opposition center-surround K (x,t) =
C(z,t) — S(x,t) comme expliqué plus haut, avec

C(z,t) = do(x)T(t), et (5)
S(2,t) = wsGoy (2)(T % B, )(L). (6)

Expliquons le choix de cette forme particuliére.

Le filtre X (z,t) défini en décrit lopposition ‘center-surround’ typique
de la rétine, dans une version la plus épurée possible. Le signal center est une
simple copie non filtrée de 'entrée lumineuse, symbolisée par le Dirac do(z, t).
On retranche & ce signal center un signal surround, obtenu comme une moyenne
spatio-temporelle du center (filtrage passe-bas), d’étendue spatiale og et avec
un délai temporel 7g. Le poids relatif des deux signaux est fixé par wg € [0, 1],
typiquement trés proche de 1.

Le filtre T'(t) défini en modélise le reste du filtrage temporel ayant lieu

dans la rétine. Il se décompose en deux parties distinctes : tout d’abord, un
filtrage passe-bas E,,, -, (t) modélise les délais de transmission successifs dans

INRIA



Filtrage rétinien et reconstruction d’image 7

la rétine, dont la principale cause biologique est la cascade de phototransduction
dans les photorécepteurs.

Ensuite, le filtre passe-haut 6y () —w4 E-, (t) contrA “le la balance temporelle
de la rétine entre un comportement ‘soutenu’ (lorsque w4 = 0) et un compor-
tement totalement ‘transitoire’ (lorsque ws = 1). Les origines biologiques de
ces comportements transitoires sont de natures diverses : ils naissent en par-
tie de linhibition produite par les cellules amacrines de la rétine, et en partie
de phénomeénes plus généralisés d’adaptation neuronaleﬂ Typiquement, w4 est
assez proche de 1 (comportement transitoire). Un exemple de noyau T(¢) est
représenté en Figure [I}B.

Le filtre rétinien est alors défini par () comme la composition des deux
effets de filtrage : opposition center-surround X, et ensemble du filtrage tem-
porel T. Tout le filtrage spatial a lieu au niveau du filtre X. Cependant, X
n’est pas qu’un filtre spatial, mais bien un filtre spatio-temporel non séparable,
puisque le surround est associé & un délai temporel 7g, qui est au centre de nos
préoccupations dans ce rapport.

2.4 Réponse a une image statique

Le filtre K défini en (2)-() peut s’appliquer de maniére générale & une
séquence visuelle I(x, t Cependant, ce rapport se concentre sur les propriétés
de réponse a une image statique I(x).

On suppose donc que la rétine était ‘au repos’ (A(z,t) = 0) pour ¢t < 0, et
que soudain apparait une image statique I(z,t) = I(x)¥iso. Dans ce cas, en
utilisant (5)-(6), la réponse rétinienne A = K « I s’écrit :

Az, t) = I(z)Ro(t) — ws(Gog * I)(z)Rs(t), (7)

ol

Re(t) = / T(u)du (8)

=0

R(t) = / (T B..)(u)du )

=0

sont les réponses temporelles intégrées respectives du center et du surround.

De plus, le retard temporel ¢ du surround par rapport au center implique
que

Rc(t) >> Rg(t) si t est petit, proche de 0
(‘retard a Pallumage’ du surround)
Ro(t) = Rs(t) si ¢ est grand, proche de + co

(le surround ‘rattrappe’ le center),

2En reéalité, ces multiples comportements transitoires ont lieu & des échelles temporelles
distinctes, et ne sont pas forcément de nature trés linéaire [3]. La formule de filtrage linéaire
passe-haut & deux paramétres (wa,74) retenue ici est donc une modélisation trés minimale.

3Ce filtre a d’ailleurs des propriétés intéressantes en termes de détection de mouvement [4].

RR n°® 6960



8 Adrien Wohrer, Pierre Kornprobst and Marc Antonini

et donc :
Az, t) ~ I(x)Re(t) si ¢ est petit, proche de 0
(pas de filtrage spatial)
Az, t) ~ ((60 — Gog) % I)(z)Rc(t) si ¢ est grand, proche de + co

(filtrage passe-haut spatial).

Les noyaux rétiniens sont représentés en Figure [I} dans deux cas distincts.
Dans le premier cas (panneau A), le filtrage temporel supplémentaire T'(t) est
absent (soit K(z,y,t) = X(x,y,t)), ce qui permet de visualiser les effets ‘purs’
d’un retard du surround. Dans le second cas (panneau B), le filtrage supplémen-
taire T'(t) est également pris en compte, avec des valeurs typiques de la rétine
des mammiféres.

Dans les deux cas, le retard du surround se traduit par la transition, au
cours du temps, d’une réponse spatialement ‘compléte’ (toutes les fréquences
passent) & une réponse spatialement passe-haut. Notre but dans ce rapport est
de mieux comprendre les implications de cette propriété en termes de recons-
truction d’image.

3 Reconstruction par la méthode de la pseudo-
inverse

Comme énoncé dans l'introduction, nous cherchons a ‘inverser’ la transfor-
mée rétinienne, comme premiére étape vers une meilleur compréhension du co-
dage rétinien. Dans le cas simplifié qui nous concerne ici, il s’agit de reconstruire
limage en entrée I(x) a partir de la sortie analogique de la rétine A(z,t), définie
en .

Sans contrainte supplémentaire, cette reconstruction peut s’effectuer d’une
infinité de maniéres différentes, en exploitant ’équation . On peut par exemple
considérer seulement les tous permiers instants de la réponse rétinienne, puisque
I(z) ~ A(x,€)/Rc(€) pour € assez petit. Sinon, on peut reconstruire I(z) & par-
tir d’une paire quelconque d’instants de la réponse rétinienne :

 Rs(t)A(w,t1) — Rs(ty) Az, 1)
i) =0 O = R ) Ro () — Rs(t) Rolts)

(10)

Cette inifinité de reconstructions possibles est intuitive, puisque 'espace d’ar-
rivée est de dimension 2D+T tandis que l'espace de départ est 2D. Cependant,
nous allons pouvoir caractériser une reconstruction particuliére, unique et opti-
male en un sens & définir : la pseudo-inverse de Moore-Penrose.

3.1 Pseudo-inverse de Moore-Penrose

Formalisme linéaire. Considérons donc 'application linéaire ® qui envoie
toute image I(x) € Z, vers l’activité rétinienne correspondante 2D+T, A(z,t) €
O, donnée par . On notera simplement :

A=&I. (11)

INRIA
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A Retinal filters - Fourier domain Cont. Retinal filters - Spatial domain ~ Diracs
1 t=0ms = = 0.1 . 1
08 / 0.08 0.8
0.06 06
~ 086 =<
= ©70.04 04
=2
04
0.02 0.2
02 o — — 0
0 -0.02 - 0.2
0 1 2 4 3 - 0 2 4
N X
Supplementary tempeoral filter (impulse and integrated responses)
0.02 108
= 0.01 10470
0 0.2
-0.01 . 0
0 50 t 100 150
Retinal filters - Fourier domain Cont. Retinal filters - spatial domain Diracs
0.8 0.06 08
0.04 0.4
x
<002 0.2
0 0
02 ‘ -0.02 : L0.2
0 1 2 £ 3 -4 0 2 4
X

Fi1G. 1 — Réponse rétinienne a une image statique. Evolution au cours du temps
du noyau spatial ¢; donnant I’activité rétinienne au temps ¢, en réponse a ’appa-
rition d’une image statique (au temps ¢ = 0). Parameétres biologiques typiques.
Dans le plan spatial, les Diracs (en z = 0) sont symbolisés par des cercles et
leur intensité se lit sur I’échelle de droite. En A, seule la pure opposition center-
surround est prise en compte, avec délai du surround (noyau X de I’équation
). Paramétres og = 1, 7¢ = 4 ms, wg = 1. En B, le filtrage temporel supplé-
mentaire T'(t) est également pris en compte (équation (3)). Paramétres 7p =5
ms, np = 5, T4 = 20 ms, wa = 0.75. Il en découle une évolution temporelle
beaucoup plus lente. Cependant, dans les deux cas, le retard du surround (tou-

jours 4 ms) a des effets notables.

RR n°® 6960



10 Adrien Wohrer, Pierre Kornprobst and Marc Antonini

Nous ne définirons pas rigoureusement la nature des espaces fonctionnels
de départ et d’arrivée, Z et 0. Nous supposerons leur régularité suffisante pour
effectuer nos calculsﬂ En particulier, nous supposerons Z et O munis du produit
scalaire canonique sur les fonctions intégrables :

<Dy > — / L(2) o (x) dz = / (DT () dea,

x

Trmax

< Z1,75 >0 =/ /Zl(x,t)Zg(x,t) dx dt
t= x

0
Tmax

- [ [ sz s i
t= v

Les secondes égalités, concernant les transformées de Fourier spatiales des fonc-
tions, sont dAves a ’égalité de Plancherel-Parseval. De fait, 'espace de Fourier
spatial va offrir une description beaucoup plus simple de notre probléme.

Remarquons qu’on a imposé a 'espace d’arrivée O d’étre borné en temps : ¢t €
[0, Tnax). Cette condition, nécessaire a la bonne définition des équations futures,
revient & reconstruire 'image & partir d’une durée finie et pré-déterminée de
réponse rétinienne{ﬂ Enfin, un élément Z de O sera noté indifférement Z(x,t)
ou Z(x), suivant les cas.

Banc de filtres. La transformée ® peut étre vue comme un filtrage de I'image
par un banc de filtres spatiouz indexés par le temps, {¢:}1c(0,7,,..]> O chaque
filtre ¢; est donné par I’équation (7)) :

dt(x) = do(z)Re(t) — wsGog(2)Rs(t), (12)
¢1(€x) = Ro(t) —wsexp (— (£,05)%/2) Rs(2). (13)

On a également indiqué I'expression des filtres {¢;} dans l'espace de Fourier
spatial.

Notre probléme équivaut alors a reconstruire au mieux 'image I(x) a partir
des ‘cartes d’activité’ successives {A¢(7)}ie[0,1,.,) dOnnées par

Ay(x) = ¢y ¥ T (). (14)

Remarque : La notion de banc de filtres est classique en traitement d’'image. En
général, ces bancs sont indéxés de maniére discréte, alors qu’ici nous avons une in-
dexation continue par le temps ¢. Du point de vue peu rigoureux de ce rapport, il
s’agit 1a uniquement d’une différence formelle d’écriture.

Pseudo-inverse de Moore-Penrose. L’application linéaire ® n’est pas in-
versible, puisque les espaces de départ 7 et d’arrivée O n’ont pas la méme
dimension. La dimension d’arrivée étant beaucoup plus grande, ® n’est pas
surjective, et admet une infinité d’inverses & gauche ®~! vérifiant

& '® =1ds. (15)

4Par exemple, 7 et O sont supposés assez réguliers pour que ® et sa pseudo-inverse puissent
étre entiérement caractérisées par des transformées de Fourier (voir la suite).

5Cette condition pourra étre étendue & Tmax = +00 dans certains cas particuliers, voir la
suite.

INRIA



Filtrage rétinien et reconstruction d’image 11

Remarquons que de tels inverses & gauche existent uniquement parce que P est
injective. Pour le filtre rétinien étudié ici, cette injectivité est garantie puisque
(10) fournit trivialement une (infinité) d’inverses linéaireﬁ

Cependant, parmi cette infinité d’inverses & gauche, on peut en caractériser
une de faA§on unique : la pseudo-inverse de Moore-Penrose ®T, qui seule vérifie
la propriété suivante, plus contraignante que :

PP est le projecteur orthogonal sur Im(®). (16)

Parmi toutes les inverses & gauche possibles ®~!, ®* est celle minimisant la
norme sup ||®7!|| = max,co- (|®12|/|z|) (avec la norme L? définie plus haut).
Cette propriété découle de la définition .

Robustesse au bruit. Supposons qu’un bruit blanc W (x,y,t) soit ajouté a
lactivité rétinienne A(x,y,t). Pour toute inverse a gauche ® !, la reconstruc-
tion bruitée sera alors

S HA+W) =T+ 'W.

Alors, @T est I'inverse & gauche qui minimise la variance du bruit reconstruit
® 1. Nous ne démontrerons pas cette propriété dans le formalisme linéaire de
ce ra,pporﬂ A la place, nous proposons une justification intuitive, en prouvant
les vertus de la pseudo-inverse dans le cas d’un espace beaucoup plus simple.
Considérons l'exemple le plus simple de transformée linéaire non surjective, oil
® envoie de R dans R?, avec ®(1) = (wo,yo0). Ses inverses a gauche sont donc les
formes linéaires ® ' (x,y) = ax + by telles que azo + byo = 1. Ajoutons alors un bruit
W = (W,, W,) tel que W, et W, soient indépendants, de méme loi et de variance o>
La reconstruction bruitée de la valeur 1 sera alors ®~'(®(1) + W) = 1 + aW, + bW,

71“, est

de variance (a® 4 b*)o? = ||®7!||?¢%. La pseudo-inverse @7, qui minimise ||®
donc bien celle qui minimise la variance de la reconstruction bruitée.

La pseudo-inverse est donc l'inversion optimale, en un sens de robustesse
au bruit. Par conséquent, il est justifié : (1) de s’intéresser & cette inverse en
particulier & des fins de reconstruction, (2) de s’intéresser a d’éventuels liens

entre la pseudo-inverse et la perception humaine des images.

Noyaux duaux. Dans le cas du filtrage rétinien, ® posséde une propriété
d’invariance par translation spatiale, puisque découlant de convolutions spatiales
avec les noyaux ¢;. Par symétrie et unicité, la pseudo-inverse @ est donc elle
aussi invariante par translation spatiale.

11 existe don des noyaur duauz {¢] }i—o.1,.. qui ‘implémentent’ ®T par
convolution spatiale. Soit, pour tout ensemble de cartes d’activité Z = {Z;(z)} €

6Plus précisément, une définition rigoureuse des espaces 7 et O serait nécessaire pour
réellement définir quelles sont les transformées linéaires ‘acceptables’ entre Z et O, avant de
pouvoir affirmer leur injectivité ou surjectivité. Par ailleurs, la formule d’inversion triviale
fonctionne uniquement parce que nous avons choisi un signal center ne réalisant aucun filtrage
spatial : c’est un Dirac, dont le transformée de Fourier est partout égale & un. Si le center
est lui aussi associé & un filtrage spatial Gaussien, comme c’est généralement le cas dans les
modéles traditionnels de rétine, I'injectivité de ® n’est plus garantie : elle dépend du choix
précis des espaces Z et 0. On évoque rapidement cette question en appendice.

7Cela nécessiterait, encore une fois, une meilleure formalisation des espaces Z et O.

8En admettant que ®1 est suffisemment réguliére, i.e., qu’elle peut s’exprimer wia des
distributions ponctuelles et des intégrales spatio-temporelles.
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O
Tlnax x
&7 () :/tfo (67 * Z;)(z) dt (17)
T
w266 = [ ot @mie) d (15)

en utilisant, pour la seconde ligne, le fait que la convolution équivaut & une
multiplication dans le domaine de Fourier. Calculer la pseudo-inverse revient
donc simplement & calculer les noyaux duaux {¢; }i—o.7...-

Remarque : D’un point de vue ‘traitement d’image’, le fait que ® ne soit pas
surjective rappelle le cadre des frames, ou la pseudo-inverse est également un ou-
til fondamental, et ot les noyaux {¢; }i—o..7,,., constituent le frame dual du frame
{¢¢}+=0.. Thnar - Voir par exemple Mallat 99 [2].

Caractérisation dans ’espace de Fourier. Comment calculer la pseudo-
inverse ®* ? Une premiére méthode est purement numérique : Discrétiser le
temps et 'espace, pour créer une version matricielle M de ’application ®. Cette
matrice est de grandes dimensions, puisque ses deux dimensions sont indexées
respectivement, par des espaces 2D et 2D+T. On peut alors calculer sa ma-
trice pseudo-inverse M ™ avec un logiciel quelconque de calcul matriciel, et en
retirer les noyaux duaux {¢; }s—o..7,.., en ré-organisant les coefficients de M +ﬂ

Cependant, une méthode plus belle et rapide est de passer dans le domaine
de Fourier spatial, ot les noyaux duaux possédent une expression analytique
simple. D’aprés , &1 est défini de maniére univoque par le fait que P+
est le projecteur orthogonal sur Im(®). Soit :

VIET,ZecO,< Z,®>=<3D"Z &I >

// ZAE) M ENT(E) —// b(Es) </¢+ &) u<sx)) S ENT(E)
// ZUET(E:) Bo(Es) = // Z0ET(E) 67 ( fm/|¢>u£m

A la deuxiéme ligne, on a utilisé ’expression de #+Z(&,). A la troisiéme
ligne, on a inversé les variables temporelles muettes u et t. Par souci de concision,
on a omis le domaine d’intégration temporelle [0, Ti.x], ainsi que les densités
d&., dt, et du.

Mais la derniére équation est vraie pour toutes fonctions Z et I. Elle implique
donc une égalité en tout point des deux noyaux servant & calculer respectivement
les intégrales de droite et de gauche. D’ou, Vt € [0, Tax] et V&, :

$e(6x)
o (&2 du’

9 Plus précisément, M et M possédent une invariance par translation spatiale en dehors
de leurs ‘bords spatiaux’ (qui ne sont pas les bords ‘physiques’ de la matrice, du fait de la
ré-indexation de chaque espace sur une seule dimension). Il suffit donc de considérer un ‘patch’
spatial de taille suffisante pour que les effets de bords soient absents du ‘centre spatial’ (pas
le centre physique) des matrices. Les coefficients de M, pris au ‘centre spatial’, redonnent
alors tous les noyaux duaux, sans effets de bords.

¢ (&) = (19)
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Filtrage rétinien et reconstruction d’image 13

On obtient donc une caractérisation analytique simple, dans I’espace de Fourier,
des noyaux duaux ¢; . Cette formule est générale : elle ne dépend pas du choix
des noyaux {¢; }, dans la mesure ol ceux-ci admettent effectivement une pseudo-
inverse.

Une condition nécessaire, par exemple, est que fuT:g" | (€2)]? du soit bien
défini pour tout £,. Cette propriété est assurée dés lors que Thax < +00. Re-
marquons de plus que la forme des noyaux pseudo-inverses dépend du temps

Tiax, qui est donc un paramétre du systémﬂ@

3.2 La pseudo-inverse rétinienne

Filtres duaux. On peut & présent appliquer la méthode de la pseudo-inverse
au filtre rétinien décrit en Section [2| Dans le cas ou les filtres ¢, sont donnés
par (13)), une application directe de la formule méne aux noyaux duaux :

_ (bzog)?

Rc(t) —wge 2 Rg(t)

Tmax Timax (€nos)? Tmax .
/ R% — 2wg / RcRg e 2z + w% / R% e (&x0s)
0 0 0

Ces noyaux duaux sont représentés en Figures [2| et [3] (deuxiéme ligne), dans
l’espace de Fourier ainsi que dans l’espace réel ou ils sont typiquement obte-
nus comme la somme d’un Dirac et d’un noyau passe-bas (type Gaussienne) ou
passe-bande (type différence de Gaussiennes). On remarquera que ’étendue spa-
tiale de ces noyaux est bien supérieure a I’étendue des noyaux rétiniens directs

e

¢ () =

Reconstructions partielles. Comment s’implémenterait ‘physiquement’ la
reconstruction , appliquée a Pactivité rétinienne A(zx,t)? Comme le temps
intervient dans la reconstruction sous forme d’un indice d’intégration, une idée
intuitive est d’introduire la ‘reconstruction spectrale partielle’ de I'image au
temps ¢ € [0, Tinax], comme :

Riw)= [ (ot o @ au

Ri(&2) = O (E2)Pu(Ea) du

u=0

JEy | fu(&a)]? du
[T, (€0)]2 du

Quelle que soit la fréquence spatiale &, considérée, R(,, t) vérifie R(£,,0) = 0 et
R(&z, Trmax) = 1, ce qui traduit le fait que la reconstruction est totale une fois au
temps Thax. R permet de définir une ‘reconstruction partielle’ de 'image I en

entrée, donnée simplement par Rec;(x) = Ry ¥ 1 (z), et qui vérifie naturellement
Recr ~=1.

max

L0Perceptuellement, il s’agirait du ‘temps caractéristique’ nécessaire & la perception d’une
image statique. Mais il est peu probable qu’une telle grandeur puisse étre définie avec exacti-
tude dans le cas de la perception cérébrale.

11 Ce paramétre peut étre supprimé, au profit de Timax = 400, dans le cas particulier d’un
filtre T'(t) totalement transitoire (soit wa = 1 dans I’équation (3)), dont la réponse intégrée
retombe a 0 pour t — +o0.
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Retinal filters - Fourier domain Cont.  Retinal filters - spatial domain ~ Diracs
0.1 1
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F1G. 2 — Reconstruction par la pseudo-inverse. Evolutions au cours du temps des

noyaux rétiniens ¢, de leurs noyaux duaux ¢; , et de la reconstruction partielle

R, = fj:o Ou ¥ ¢}, dans le cas ou seule 'opposition center-surround X (z,vy,t)

est considérée. La reconstruction partielle fait passer les basses fréquences spa-
tiales avant les hautes fréquences, dAy au retard du surround. Mémes para-
métres qu’en Figure[[tA, et Tiyax = 20 ms.
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F1G. 3 — Reconstruction par la pseudo-inverse. Comme en Figure [2] mais avec le
noyau rétinien complet (X et filtrage temporel supplémentaire T'(¢)). Ici encore,
la reconstruction partielle fait passer les basses fréquences spatiales avant les
hautes fréquences, dA» au retard du surround. Mémes paramétres quen Figure

[MB, et Thax = 150 ms.
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Profils temporels de transmission. Les Figures [2] et [3] résument les pro-
priétés des filtres rétiniens, et de la reconstruction par la pseudo-inverse. La Fi-
gure [2| correspond au cas oi le filtrage temporel supplémentaire T'(t) est absent
(seule reste l'opposition center-surround minimale par le noyau X). La Figure
correspond au noyau rétinien complet. Le point capital est que les courbes
successives R;, dans 'espace de Fourier, ne sont pas paralléles : on observe des
‘profils’ temporels de transmission différents selon la fréquence spatiale.

Plus précisément, que le filtrage temporel supplémentaire T'(¢) soit présent
ou non, les basses fréquences spatiales sont transmises plus tA ‘t par le processus
de reconstruction partielle. Intuitivement, cette propriété est due au fait que les
filtres {¢:}, pour t proche de Tyax, ne transmettent presque plus les basses
fréquences. Pour optimiser la robustesse au bruit, une reconstruction optimale
devra donc baser son information de basses fréquences principalement dans les
premiers instants de l’activité rétinienne (¢ proche de 0).

Par opposition, 'information de hautes fréquences reste présente, avec la
méme force, du début & la fin de 'activité rétinienne. En I’absence de filtrage
temporel supplémentaire, la reconstruction optimale reconstruit donc I'informa-
tion de hautes fréquences & une vitesse constante (Figure [2, en bas & gauche).

Enfin, l'introduction du filtrage rétinien supplémentaire T'(¢) modifie encore
la force donnée par la reconstruction aux différents instants de D'activité réti-
nienne, en mettant le plus grand poids de reconstruction sur les instants ou cette
activité est la plus forte. Visuellement, la ‘vitesse’ de reconstruction n’est alors
plus constante, méme pour les hautes fréquences (Figure 3] en bas & gauche).

Pour conclure cette présentation de la reconstruction linéaire, une applica-
tion visuelle est proposée en Figure |4l On y présente la réponse A;(z,y) de la
rétine, et les reconstructions partielles Rec:(z, y), & des instants correspondants
(Figure[d} C'). On observe bien une reconstruction exacte de I'image (Tinax = 100
ms, différence en norme L! entre I et Recr, .. : 0.87/255 par pixel). On retrouve
également, de faA§on visuelle, la prépondérance des basses fréquences spatiales
dans les premiers instants de la reconstruction partielle.

Par ailleurs, on vérifie la robustesse de la reconstruction par la pseudo-inverse
lorsque la réponse rétinienne est bruitée par un bruit blanc (Figure D). Ici, un
bruit blanc W ~ N(0, 0w ) est ajouté & A(x,y,t) en chaque pixel et & chaque
milliseconde, avec une puissance oy égale a 2 fois I’écart-type global des voxels
de A. La reconstruction reste visuellement trés bonne (Tinax = 100 ms, différence
en norme L' entre I et Recr,, : 4.15/255 par pixel).

max

4 Perspectives futures

Dans les sections précédentes, on a mis en évidence une reconstruction li-
néaire optimale de 'image en entrée a partir de 'activité continue rétinienne.
Dans cette derniére section, on discute des perspectives futures en matiére de
codage et compression par spikes, et en matiére de perception visuelle.

4.1 Spikes rétiniens et reconstruction d’image

Le modéle simplifié de rétine présenté dans I'Introduction était constitué
de deux étapes successives. La premiére un filtrage linéaire, et la seconde une

INRIA



Filtrage rétinien et reconstruction d’image 17
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t=25ms t=30ms t =40 ms t =50 ms t =100 ms

C Retinal activity: A(x,y,t)

Partial reconstruction: Rec(x,y,t)

Noisy retinal activity: A(x,y,t)+W(x,y,t)

Partial reconstructlon Rec(x,y,t)

FiG. 4 — Filtrage rétinien d’une image statique, et reconstruction. A : Image de
départ. B : réponses temporelles Rco(t) et Rg(t), illustrant le léger retard du
surround (4 ms). C,D : voir le corps du texte.
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génération de spikes. Puisque ce modéle se décompose en deux étapes, la re-
construction la plus simple & envisager se ferait également en deux étapes. D’ou
le schéma de codage/décodage suivant :

I(z,t) — A(z,t) — spikes — A(z,t) — I(,t).

Les premiére et, derniére fléches de ce schéma ont fait 'objet des sections précé-
dentes. Ici, nous évoquons les deux fléches du milieu : comment les spikes sont-ils
générés a partir de lactivité A(x,t), et comment effectuer la reconstruction de
A(z,t) & partir de ces spikes?

4.1.1 L’émission de spikes

Pour générer les spikes, il est nécessaire de discrétiser I’espace pour y installer
des ‘cellules ganglionaires’, les unités discrétes qui vont générer les spikes. Pour
le moment, supposons par exemple qu’on a exactement une cellule par pixel.

Une cellule située au pixel g génére ses spikes & partir de la sortie linéaire
A(xo,t), obtenue aprés filtrage par le noyau K, selon la procédure suivante :

1. Rectification du signal pour obtenir une sortie positive :
G(t) = N(A(wo, 1)),

ott NV est une fonction croissante et positive, telle que N(—o0) = 0. Expo-
nentielle, ‘partie positive’, sigmoA de, sont autant de possibilités d’im-
plémentation pour N. Le but est d’avoir un courant générateur G(t)
positif pour générer les spikes. C’est & ce stade qu’on peut aussi in-
troduire, de faA§on complémentaire, des cellules ‘OFF’ pour lesquelles
G(t) = N(=A(xo,1)).
2. Génération des spikes par un processus leaky-integrate-and-fire (LIF) :
av
= G) - V() (20)
Spike quand V (tsp) =1,

Réinitialisation : V (t7 ) = 0, puis A nouveau.

Eventuellement, V' (¢) peut étre maintenu & 0 pendant une durée Tyef aprés
chaque spike. On parle alors de période refractaire absolue.

4.1.2 Des spikes au signal analogique reconstruit

Comment reconstruire I'activité continue A(x,t), a partir de la simple don-
née des spikes générés par le processus ? Pour commencer, remarquons que si le
signal générateur G(t) = Gg est constant (et supérieur au seuil g%), alors le pro-
cessus géneére des spikes & intervalles temporels réguliers, avec ’expression
analytique suivante :

1 Gy
tn+1 — tn = F(GO) = gT log (w) (+Trefr)7 (21)

OU Trefr €8t la période réfractaire absolue, optionnelle.
Réciproquement, on peut donc ‘inverser’ avec exactitude le processus (20)
dans ce cas trés simple, c’est-dire retrouver 'intensité génératrice G a partir de
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Filtrage rétinien et reconstruction d’image 19

deux spikes successifs. De faA§on plus générale, étant donné un train de spikes
{ti}, on sait qu’il aurait pu étre généré exactement par le signal

Gree(t) = F7 tip1 —t;) sit € [ty tig1].

Il existe donc un processus de reconstruction simple (mais approximatif) d’un
train de spikes vers une fonction génératrice G,ec(t) constante par morceaux.
A partir de celle-ci, on peut reconstruire une ‘activité’ g(x,t), en considérant
N1 (Grec(t)) et en combinant U'information des cellules ON et OFF.

Peut-on caractériser 'erreur que cette procédure ‘constante par morceaux’
induit entre A(z,t) et A(z,t)? Cela revient & caractériser la différence (par
exemple, en norme Ly) entre un vrai signal générateur G et sa reconstruction
constante par morceaux Gyec. Par exemple, si on montrait que le ‘bruit’ introduit
par ce procédé est proche d’un bruit blanc, alors la pseudo-inverse resterait
la reconstruction linéaire optimale & partir de A(z,t), et on pourrait estimer
Perreur totale du processus de codage/décodage.

Une autre piste serait de s’interroger sur un autre espace de fonctions F,
plus réguliéres que les fonctions constantes par morceaux, dans lequel on puisse
aussi inverser avec exactitude un train de spikes.

4.1.3 Spikes et compression d’image

Le processus de codage/décodage qu’on a décrit fournit une nouvelle re-
présentation de l'image I(x), dans ’espace des spikes rétiniens. Telle qu’elle,
cette représentation est redondante, puisque composée en chaque pixel d’un jeu
de nombres réels (les temps de spikes), au lieu d’un simple nombre (I’intensité
lumineuse) pour l’espace de départ.

Cependant, il n’est pas impossible que ce nouvel espace de représentation
offre des possibilités intéressantes en terme de compression d’image. Par exemple,
quelle est 'influence sur 'image reconstruite de la délétion d’un spike dans la
représentation rétinienne 7 Est-il possible de ‘réorganiser’ le codage par spikes,
en un codage contenant moins de spikes? Méme s’il n’est pas certain au final
que cette représentation a du potentiel en termes de compression d’image, le
probléme mérite définitivement réflexion.

4.2 Corrélats perceptuels

Pour conclure ce rapport, remarquons que la reconstruction par la pseudo-
inverse offre une prédiction en termes de perception psychophysique des images :
la reconstruction linéaire optimale de 'activité rétinienne reconstruit les basses
fréquences spatiales ‘en premier’. Et en effet, d’un point de vue (trés) intuitif, on
peut remarquer une certaine similarité entre la reconstruction partielle de notre
modeéle en ses premiers instants (Figure C) et la faA§on dont nous percevons
une image lorsqu’elle est présentée pour un temps trés court.

Y aurait-il un lien entre ces travaux et la perception psychophysique des
images ? Existe-t’il des courbes psychophysiques donnant la sensibilité spectrale
d’observateurs en réponse a des présentations d’images trés courtes, en fonction
du temps de présentation ? Et si oui, ces courbes se comparent-elles favorable-
ment aux prédictions de la reconstruction par pseudo-inverse ? Il s’agirait la d’un
résultat intéressant, car il dénoterait un principe d’*optimalité’ perceptuelle de
notre systéme visuel en réponse au bruit interne du traitement rétinien.
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Appendice : variantes pour le noyau K

Nous faisons ici quelques remarques techniques, décrivant des variantes du
formalisme présenté dans le corps du rapport pour décrire le filtre rétinien
K(z,y,t).

Center avec noyau Gaussien

Les modéles biologiques classiques différent de notre modéle de filtrage par le
fait qu’ils associent également le signal center a un filtrage passe-bas Gaussien, 14
ot nous considérons un simple Dirac (equation ) Et en effet, il existe un cou-
plage intrinséque entre photorécepteurs, puis dans ’ensemble de la connectique
rétinienne, qui se traduit par un certain ‘floutage’ du signal center. Typique-
ment, on pourrait donc remplacer le terme do(x,t) des équations (2) et (5) par
un noyau Gaussien spatial G, (2)do(t) (avec, naturellement, o¢ < og).

Comment un tel modéle rentrerait-il dans le cadre de nos travaux? Nous
avons déja évoqué que notre application ® est trivialement injective, juste-
ment du fait que le signal center reproduit I'image originale, sans floutage. Pour
étendre nos résultats au cas ou le center présente un floutage, deux possibilités
s’offrent a nous.

Une premiére possibilité, la plus prudente, est de considérer que le floutage
par G, (z) est une premiére étape de filtrage inéluctable. En d’autres termes,
toute la procédure de reconstruction qui s’ensuit ne peut viser qu’a reconstruire
avec exactitude I'image du center G, %1

Une seconde possibilité, plus ambitieuse, est de réellement incorporer G,
dans le formalisme pseudo-inverse. Trés probablement, ® ne sera plus injec-
tive en général. Intuitivement, inverser un floutage Gaussien nécessiterait de
multiplier la transformée de Fourier par Popérateur exp((oc&:)?/2), qui n’est
pas borné. Cependant, on peut imaginer de ‘réhausser’ partiellement le spectre
spatial, en appliquant une version ‘tronquée’ de ’opérateur précédent (un peu
comme effectuer une équation de la chaleur inverse).

Si @ n’est pas injective, on définit ses pseudo-inverses & gauche comme les
fonctions vérifiant ®®~1® = . Pour étre unique, la pseudo-inverse de Moore-
Penrose doit, en plus de , vérifier une seconde propriété : @+ P est le pro-
jecteur orthogonal sur Ker(®)=. Ici encore, comprendre les implications d’une
telle propriété nécessiterait d’avoir détaillé la structure des espaces Z et O.

Formalisme discret

Pour avoir un formalisme mathématique rigoureux, il peut étre plus simple
d’exprimer le filtrage temporel avec un temps explicitement discret, mesuré
frame par frame. Voici juste un petit rappel pour la conversion formelle du
temps continu vers le temps discret.

Pour un signal temporel discret f[n] échantillonné tous les At, le filtre E. (¢)
s’implémente via le filtre discret

Ea[n] = (1 - a’)an7
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ol 0 < a < 1 est le taux de décroissance entre deux frames successifs, qu’on
peut obtenir & partir du modéle continu sous-jacent par

a =exp(—At/T) ~1— At/T.

L’avantage de ce filtre est qu’il s’implémente bien récursivement : La sortie
g = f * E, se calcule avec :

gln] = (1 = a)f[n] + ag[n — 1.

On déduit facilement de cette expression la transformée de Fourier de F,, en se
rappelant qu’un décalage temporel de At correspond & mutiplier la transformée
de Fourier par e 448%: .

5 _l—a 11— AYT
a(&e) = 1 — qo—iBt& 1 _ o= At/T(1+iTE)’

qui tend bien vers la transformée E-(&;) du noyau continu (Section [2.2)), lorsque
At — 0.

Les filtres E,, ; présentés plus haut dans le formalisme continu ont aussi une
expression discréte, et une transformée de Fourier correspondante.

Un noyau alternatif, non séparable

Dans le corps de ce rapport, nous avons utilisé pour notre signal surround
une ‘brique spatio-temporelle passe-bas’ séparable :

B(:L',t) = Ga(x)E'r(t)' (22)

Au niveau des modéles de rétine en silicone (voir aussi les travaux de Jeanny
Herault [1]), cette brique passe-bas est remplacée par un atome non-séparable,
mais d’implémentation trés facile lorsqu’on a une discrétisation spatiale. Soit un
formalisme discret en espace : I[z](t) (on peut aussi faire une version discréte
en temps), échantilloné tous les Awx.

Alors, I’équation de filtrage suivante :

dY[x]
-
dt

= I[z](t) = Y[z](t) + G(Y[z — 1](t) + Y[z + 1](¢) — 2V [z](¢)) (23)

est stable, et implémente un filtrage Y = By x I avec

1
Ba&e: &) = T 578 T an(cos@ada) = 1)

(cela s’obtient directement depuis (23)). Le filtre Bs[z](¢) n’a pas d’expression
directe dans le domaine spatial.

De plus, ce filtre admet une limite simple lorsqu’on passe & un espace continu.
Supposons que le pas spatial Ax tende vers 0 avec la relation d’échelle

V2kAx = cte. 2.

Alors on a : )

By(&:,&) = m7
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et o est donc I’étendue caractéristique du couplage spatial induit par (23). Ce
filtre —la version & espace continu— admet enfin une expression simple dans le
domaine spatial :

Bo(x,t) = GU\/tTT(x)ET(t). (24)

L’equation définit une ‘brique spatio-temporelle passe-bas’ qui ressemble
beaucoup a celle qu’on a utilisée précédemment (equation ), mais celle-ci
n’est pas séparable (car le temps ¢ intervient dans I’étendue spatiale de la Gaus-
sienne, comme dans 1’équation de la chaleur). Si on travaille dans un formalisme
discret en espace, ce filtre a une implémentation & la fois exacte et simple avec
I’equation . Autant donc le garder & I’esprit : peut-étre offre-t-il une simpli-
cité mathématique intéressante.

Enfin, lorsqu’on utilise la brique spatio-temporelle non séparable (24)) pour
implémenter le signal surround, on obtient des résultats (filtres duaux, recons-
tructions partielles) trés proches de ceux avec la brique séparable (présentés
dans le corps du texte).
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