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❋✐❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡

❆❞r✐❡♥ ❲♦❤r❡r∗ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st† ✱ ▼❛r❝ ❆♥t♦♥✐♥✐‡

❉♦♠❛✐♥❡ ✺ ✖ ❙❚■❈ ♣♦✉r ❧❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
➱q✉✐♣❡✲Pr♦❥❡t ◆❡✉r♦▼❛t❤❈♦♠♣

❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥➦ ✻✾✻✵ ✖ ❏✉♥❡ ✷✵✵✾ ✖ ✷✷ ♣❛❣❡s

❘és✉♠é ✿ ▲♦rs ❞✬✉♥ ♣ré❝é❞❡♥t tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❧❛❜♦ré ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐♦✲
♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t rét✐♥✐❡♥✱ ✐♥s♣✐ré ♣❛r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♥❡✉r♦✲❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❬✹❪✳
❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❢♦rt❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ r❡t❛r❞ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s✉rr♦✉♥❞ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡s rét✐♥❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳
❉❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✱ à ♣❛r✲
t✐r ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rét✐♥❡ à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ s♦✉❞❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡
st❛t✐q✉❡✳

❈❡ r❛♣♣♦rt s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥
✜❧tr❛❣❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❡♥tré❡✱ ❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✷❉ ✭❧✬✐♠❛❣❡✮ ✈❡rs ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✷❉✰❚ ✭ré♣♦♥s❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡✮✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉ ❜r✉✐t✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡
❝❡tt❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✱ ❞✉❡ à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ✜❧tr❡ rét✐♥✐❡♥ ❛✈❡❝ r❡t❛r❞ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s✉rr♦✉♥❞✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❝❡ r❡t❛r❞ t❡♠♣♦r❡❧✱ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❛sé❡
s✉r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❢❛✐t ♣❛ss❡r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦rré❧❛ts ♣❡r❝❡♣t✉❡❧s✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ rét✐♥❡✱ ✜❧tr❛❣❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡

∗ ❊◆❙✱ ■◆❘■❆✱ ■✸❙
† ■◆❘■❆✱ ❊P■ ◆❡✉r♦▼❛t❤❈♦♠♣
‡ ■✸❙



❘❡t✐♥❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❆❜str❛❝t✿ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❜✐♦✲♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡t✐♥❛❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✹❪✳ ❆ str♦♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢
t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❛s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
✜❧t❡r✐♥❣✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ r❡❛❧ r❡t✐♥❛s✳ ■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ s✉❞❞❡♥
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ✐♠❛❣❡✳

■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ ✇❡ ♠♦st❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r✲
❢♦r♠s ❧✐♥❡❛r s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ ✈✐❡✇ t❤✐s st❛❣❡ ❛s
❛ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✷❉ s♣❛❝❡ ✭t❤❡ ✐♠❛❣❡✮ t♦ ❛ ✷❉✰❚ s♣❛❝❡ ✭t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛✮✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❛rs ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡✿ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣
✇✐t❤ ❛ ❞❡❧❛②❡❞ s✉rr♦✉♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝ts ❧♦✇ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❢♦r❡ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥✲
❝✐❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞✉r✐♥❣
♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ✈❡r② s❤♦rt ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳
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✹ ❆❞r✐❡♥ ❲♦❤r❡r✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st ❛♥❞ ▼❛r❝ ❆♥t♦♥✐♥✐

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♠❡♥t ♥♦tr❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❡①♣❧♦✐t❡✲t✬✐❧ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡ ❄ ❨ ❛✲t✬✐❧ ❞❡s ❝♦♥sé✲
q✉❡♥❝❡s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ❞➹✔❡s à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❝❡♥t❡r✲s✉rr♦✉♥❞ ❞✉ ✜❧✲
tr❛❣❡ ❄ ❊t ♣❡✉t✲♦♥ s✬✐♥s♣✐r❡r ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ♣❧✉s ❵❝♦♠♣✉t❡r
✈✐s✐♦♥✬✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❄ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r à ét✉✲
❞✐❡r ❝❡s q✉❡st✐♦♥s✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ rét✐♥✐❡♥♥❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡
♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✐❝✐✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ❜❛s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rét✐♥❡ ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❵♠✐♥✐♠❛❧✬✱ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❞é✲
❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✶ ✿

✶✳ ❋✐❧tr❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧ ❞✬✉♥ ✐♥♣✉t ✈✐s✉❡❧ I(x, y, t) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ❵❛❝t✐✈✐té✬ ❞❡ s♦rt✐❡ A(x, y, t)✱ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ s♣❛t✐♦✲
t❡♠♣♦r❡❧ K(x, y, t)✳

✷✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ s♣✐❦❡s ✭♦✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬❛❝t✐♦♥✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ A(x, y, t)✱ ♣❛r ✉♥
t❛❜❧❡❛✉ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ❵❝❡❧❧✉❧❡s✬ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♣❛r ♣✐①❡❧✮✳

❈❡ r❛♣♣♦rt s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✱ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡
❧✐♥é❛✐r❡ rét✐♥✐❡♥ ✿ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❵♦♣t✐♠❛❧❡✬ ❞❡
❧✬❡♥tré❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té rét✐♥✐❡♥♥❡ A(x, y, t)✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡♥tré❡
❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✜①❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❛✉ t❡♠♣s t = 0 ✿

I(x, y, t) = I(x, y)1t>0.

▲❛ ♥❛t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ✜❧tr❡ rét✐♥✐❡♥ K(x, y, t) ❡st r❛♣♣❡❧é❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s
❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ♥♦✉s é✈♦q✉♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ♣✐st❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧
❢✉t✉r ✿ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❞❡s s♣✐❦❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮✱
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t✴♦✉ ❞❡ ✈✐❞❡♦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
♣s②❝❤♦♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥
✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳

✷ ▲❡ ✜❧tr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ rét✐♥✐❡♥

✷✳✶ ❋♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ✜❧tr❡

❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rét✐♥❡✱ ✉♥ ✜❧tr❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧ ❧✐♥é❛✐r❡ K(x, y, t)
❡♠♠è♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥♣✉t ✈✐s✉❡❧ I(x, y, t) à ✉♥❡ ❵❛❝t✐✈✐té✬ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡ A(x, y, t) ❞❡ ❧❛
rét✐♥❡✱ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

A(x, y, t) = K ∗ I (x, y, t).

❙♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ✜❧tr❡ K ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s②♠❡tr✐❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡♥ (x, y) ✭t②♣✐q✉❡✲
♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❡①♣r✐♠❡ ❛ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ✳ ✳✮✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✉♥ ♣❡✉
♣❧✉s ❝♦♥❝✐s❡s✱ ❥❡ ♥♦t❡r❛✐ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ x ❞❛♥s ❧❡s
❡q✉❛t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ✿

A(x, t) = K ∗ I (x, t).

✶❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❵♠✐♥✐♠❛❧✬ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜✐♦✲♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✹❪✱
❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳

■◆❘■❆



❋✐❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ✺

▲❡ ✜❧tr❡ K(x, t) ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❜✐❡♥ s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✭❉❖●✮ ❞♦♥t ❧❛ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ✭❧❡ ❵s✉rr♦✉♥❞ ✬✮ ♣♦ssè❞❡
✉♥ r❡t❛r❞ t❡♠♣♦r❡❧ s✉r ❧❛ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ✐♥t❡r✐❡✉r❡ ✭❧❡ ❵❝❡♥t❡r ✬✮ ✿

K(x, t) = C(x, t) − S(x, t), ✭✶✮

♦ù ❈ ❡t ❙ s♦♥t ❞❡s ✜❧tr❡s

✶✳ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛ss❡✲❜❛s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✮✱

✷✳ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t✱ t❡❧s q✉❡ S ♣rés❡♥t❡ ✉♥ r❡t❛r❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à C✳

P❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥ t❡❧ ✜❧tr❡✱ s✉✐✲
✈❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉✬♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♥♦②❛✉① s♣❛t✐❛✉① ❡t t❡♠✲
♣♦r❡❧s q✉✐ ✈♦♥t s❡r✈✐r ❞❡ ❵❜r✐q✉❡s✬ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ✜❧tr❡s C ❡t S✱ ❡t s✉✐✈❛♥t
q✉✬♦♥ ❞és✐r❡ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✐s❝r❡t ♦✉ ♣❧✉t➹✁t ❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t
❧❡ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt ✉♥❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ✜❧tr❡ K✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❉✬❛✉tr❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s s♦♥t é✈♦q✉é❡s ❡♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞✐s❝r❡t✳

❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ✜❧tr❡ K ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♥♦s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r
❧❡s ✜❧tr❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♣❛ss❡✲❜❛s✱ q✉✐ s❡r♦♥t ❝♦♠♣♦sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ✜❧tr❡
K✳

✷✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s ✿ ❇r✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡

❚❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❜r✐q✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ✿

Eτ (t) = 1t>0
exp(−t/τ)

τ

❞♦♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥té❣ré❡ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ✵ à ✶ ✭✜❧tr❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✮ ✿

∫ t

u=0

Eτ (u)du = 1 − exp(−t/τ).

❙❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st q✉❛♥t à ❡❧❧❡

Eτ (ξt) =
1

1 + jτξt
.

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞èr❡r♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥ ♥♦②❛✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❛❜✉s✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❵❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ●❛♠♠❛✬ ♣❛r ❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s✱ q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❛s❝❛❞❛♥t n + 1 ♥♦②❛✉①
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ τ ✿

En,τ (t) = 1t>0
tn exp(−t/τ)

τn+1

❞♦♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥té❣ré❡ ❡st ❛✉ss✐ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ✵ à ✶ ✭s❛♥s ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧❡✮✳
❙❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st s✐♠♣❧❡✱ ✈✉ q✉❡ ❝✬❡st ❥✉st❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❂♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❋♦✉r✐❡r✮ ❞❡ n + 1 ♥♦②❛✉① ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ✿

En,τ (ξt) =
1

(1 + jτξt)n+1
.

❘❘ ♥➦ ✻✾✻✵



✻ ❆❞r✐❡♥ ❲♦❤r❡r✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st ❛♥❞ ▼❛r❝ ❆♥t♦♥✐♥✐

❈❡ ✜❧tr❡✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛ss❡✲❜❛s✱ r❡♣r♦❞✉✐t ♠✐❡✉① ❧❛ ❝❛s❝❛❞❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡s ♣❛ss❡✲❜❛s
q✉✐ ♦♥t ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞➹✔s ❛✉
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♣❤♦t♦tr❛♥s❞✉❝t✐♦♥✳

❙♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ❜r✐q✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s❡r❛ ❧❡ ♥♦②❛✉ ●❛✉ss✐❡♥ ✿

Gσ(x) =
1(

σ
√

2π
)n exp

(
− x2

2σ2

)
,

♦ù n ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭✐❝✐✱ n = 1 ♦✉ 2✮✱ ❡t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ x2 r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r x ✭s♦✐t x2 + y2✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✮✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ Gσ ❡st 1 ✭✜❧tr❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✮✱ ❡t s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st

Gσ(ξx) = exp
(
− (σξx)2

2

)
.

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ très s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✿ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ f(x) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t
♥♦té❡ f(ξx) ✭❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s ♥❡ ♥♦✉s r❡ss❡r✈✐r♦♥t ♣❛s✮✳

✷✳✸ ▲❡ ✜❧tr❡ rét✐♥✐❡♥

❉❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s s✉r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
rét✐♥✐❡♥ ✿

X(x, t) = δ0(x, t) − wSGσS
(x)EτS

(t), ✭✷✮

T (t) = EnP ,τP

t∗ (δ0 − wAEτA
) (t), ✭✸✮

K(x, t) = T
t∗ X (x, t), ✭✹✮

♦ù ❧❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✳ ❆✈❛♥t t♦✉t✱ r❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✲s✉rr♦✉♥❞ K(x, t) =
C(x, t) − S(x, t) ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❛✈❡❝

C(x, t) = δ0(x)T (t), et ✭✺✮

S(x, t) = wSGσS
(x)(T

t∗ EτS
)(t). ✭✻✮

❊①♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳

▲❡ ✜❧tr❡ X(x, t) ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✮ ❞é❝r✐t ❧✬♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❵❝❡♥t❡r✲s✉rr♦✉♥❞ ✬ t②♣✐q✉❡
❞❡ ❧❛ rét✐♥❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s é♣✉ré❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❝❡♥t❡r ❡st ✉♥❡
s✐♠♣❧❡ ❝♦♣✐❡ ♥♦♥ ✜❧tré❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡✱ s②♠❜♦❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❉✐r❛❝ δ0(x, t)✳
❖♥ r❡tr❛♥❝❤❡ à ❝❡ s✐❣♥❛❧ ❝❡♥t❡r ✉♥ s✐❣♥❛❧ s✉rr♦✉♥❞✱ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡
s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝❡♥t❡r ✭✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❜❛s✮✱ ❞✬ét❡♥❞✉❡ s♣❛t✐❛❧❡ σS ❡t ❛✈❡❝
✉♥ ❞é❧❛✐ t❡♠♣♦r❡❧ τS ✳ ▲❡ ♣♦✐❞s r❡❧❛t✐❢ ❞❡s ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① ❡st ✜①é ♣❛r wS ∈ [0, 1]✱
t②♣✐q✉❡♠❡♥t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶✳

▲❡ ✜❧tr❡ T (t) ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✸✮ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❛②❛♥t ❧✐❡✉
❞❛♥s ❧❛ rét✐♥❡✳ ■❧ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥
✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❜❛s EnP ,τP

(t) ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❛♥s

■◆❘■❆



❋✐❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ✼

❧❛ rét✐♥❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝❛✉s❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❝❛s❝❛❞❡ ❞❡ ♣❤♦t♦tr❛♥s❞✉❝t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡s ♣❤♦t♦ré❝❡♣t❡✉rs✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡✲❤❛✉t δ0(t)−wAEτA
(t) ❝♦♥tr➹✁❧❡ ❧❛ ❜❛❧❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

❞❡ ❧❛ rét✐♥❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❵s♦✉t❡♥✉✬ ✭❧♦rsq✉❡ wA = 0✮ ❡t ✉♥ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❵tr❛♥s✐t♦✐r❡✬ ✭❧♦rsq✉❡ wA = 1✮✳ ▲❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡
❝❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡s ❞✐✈❡rs❡s ✿ ✐❧s ♥❛✐ss❡♥t ❡♥ ♣❛r✲
t✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛♠❛❝r✐♥❡s ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❡
❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✐sés ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♥❡✉r♦♥❛❧❡✷✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ wA ❡st
❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶ ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t tr❛♥s✐t♦✐r❡✮✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥♦②❛✉ T (t) ❡st
r❡♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✲❇✳

▲❡ ✜❧tr❡ rét✐♥✐❡♥ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✹✮ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉①
❡✛❡ts ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✿ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✲s✉rr♦✉♥❞ X✱ ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ t❡♠✲
♣♦r❡❧ T ✳ ❚♦✉t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❛ ❧✐❡✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ✜❧tr❡ X✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ X
♥✬❡st ♣❛s q✉✬✉♥ ✜❧tr❡ s♣❛t✐❛❧✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ ✉♥ ✜❧tr❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧ ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s✉rr♦✉♥❞ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞é❧❛✐ t❡♠♣♦r❡❧ τS ✱ q✉✐ ❡st ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♥♦s
♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt✳

✷✳✹ ❘é♣♦♥s❡ à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ st❛t✐q✉❡

▲❡ ✜❧tr❡ K ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✮✲✭✹✮ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ à ✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ I(x, t)✸✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ r❛♣♣♦rt s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ st❛t✐q✉❡ I(x)✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ rét✐♥❡ ét❛✐t ❵❛✉ r❡♣♦s✬ ✭A(x, t) = 0✮ ♣♦✉r t ≤ 0✱ ❡t
q✉❡ s♦✉❞❛✐♥ ❛♣♣❛r❛✐t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ st❛t✐q✉❡ I(x, t) = I(x)1t>0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✮✲✭✻✮✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ rét✐♥✐❡♥♥❡ A = K ∗ I s✬é❝r✐t ✿

A(x, t) = I(x)RC(t) − wS(GσS

x∗ I)(x)RS(t), ✭✼✮

♦ù

RC(t) =

∫ t

u=0

T (u)du ✭✽✮

RS(t) =

∫ t

u=0

(T
t∗ EτS

)(u)du ✭✾✮

s♦♥t ❧❡s ré♣♦♥s❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✐♥té❣ré❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞✉ ❝❡♥t❡r ❡t ❞✉ s✉rr♦✉♥❞✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ r❡t❛r❞ t❡♠♣♦r❡❧ τS ❞✉ s✉rr♦✉♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❡♥t❡r ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡

RC(t) >> RS(t) s✐ t ❡st ♣❡t✐t✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵

✭❵r❡t❛r❞ ❛ ❧✬❛❧❧✉♠❛❣❡✬ ❞✉ s✉rr♦✉♥❞✮

RC(t) ≃ RS(t) s✐ t ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ + ∞
✭❧❡ s✉rr♦✉♥❞ ❵r❛ttr❛♣♣❡✬ ❧❡ ❝❡♥t❡r✮✱

✷❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s ♦♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ très ❧✐♥é❛✐r❡ ❬✸❪✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
♣❛ss❡✲❤❛✉t à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✭wA✱τA✮ r❡t❡♥✉❡ ✐❝✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ très ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

✸❈❡ ✜❧tr❡ ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❬✹❪✳

❘❘ ♥➦ ✻✾✻✵



✽ ❆❞r✐❡♥ ❲♦❤r❡r✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st ❛♥❞ ▼❛r❝ ❆♥t♦♥✐♥✐

❡t ❞♦♥❝ ✿

A(x, t) ≃ I(x)RC(t) s✐ t ❡st ♣❡t✐t✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵

✭♣❛s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s♣❛t✐❛❧✮

A(x, t) ≃
(
(δ0 − GσS

)
x∗ I
)
(x)RC(t) s✐ t ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ + ∞

✭✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❤❛✉t s♣❛t✐❛❧✮✳

▲❡s ♥♦②❛✉① rét✐♥✐❡♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛s ❞✐st✐♥❝ts✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ✭♣❛♥♥❡❛✉ ❆✮✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ T (t) ❡st
❛❜s❡♥t ✭s♦✐t K(x, y, t) = X(x, y, t)✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❵♣✉rs✬
❞✬✉♥ r❡t❛r❞ ❞✉ s✉rr♦✉♥❞✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ✭♣❛♥♥❡❛✉ ❇✮✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ T (t) ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs t②♣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡
❞❡s ♠❛♠♠✐❢èr❡s✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ r❡t❛r❞ ❞✉ s✉rr♦✉♥❞ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❞✬✉♥❡ ré♣♦♥s❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❵❝♦♠♣❧èt❡✬ ✭t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
♣❛ss❡♥t✮ à ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛ss❡✲❤❛✉t✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt ❡st
❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r❡❝♦♥s✲
tr✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✳

✸ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲

✐♥✈❡rs❡

❈♦♠♠❡ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❵✐♥✈❡rs❡r✬ ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ rét✐♥✐❡♥♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦✲
❞❛❣❡ rét✐♥✐❡♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧✐✜é q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡r♥❡ ✐❝✐✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❡♥tré❡ I(x) à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡ A(x, t)✱ ❞é✜♥✐❡
❡♥ ✭✼✮✳

❙❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t s✬❡✛❡❝t✉❡r ❞✬✉♥❡
✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❝♦♥s✐❞ér❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s t♦✉s ♣❡r♠✐❡rs ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ rét✐♥✐❡♥♥❡✱ ♣✉✐sq✉❡
I(x) ≃ A(x, ǫ)/RC(ǫ) ♣♦✉r ǫ ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥str✉✐r❡ I(x) à ♣❛r✲
t✐r ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✬✐♥st❛♥ts ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ rét✐♥✐❡♥♥❡ ✿

∀(t1, t2) > 0, I(x) =
RS(t2)A(x, t1) − RS(t1)A(x, t2)

RS(t2)RC(t1) − RS(t1)RC(t2)
. ✭✶✵✮

❈❡tt❡ ✐♥✐✜♥✐té ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛r✲
r✐✈é❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷❉✰❚ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ✷❉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉✈♦✐r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ✉♥✐q✉❡ ❡t ♦♣t✐✲
♠❛❧❡ ❡♥ ✉♥ s❡♥s à ❞é✜♥✐r ✿ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡✳

✸✳✶ Ps❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡

❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ Φ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡
t♦✉t❡ ✐♠❛❣❡ I(x) ∈ I✱ ✈❡rs ❧✬❛❝t✐✈✐té rét✐♥✐❡♥♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✷❉✰❚✱ A(x, t) ∈
O✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✼✮✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

A = ΦI. ✭✶✶✮

■◆❘■❆



❋✐❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ✾

❋✐❣✳ ✶ ✕ ❘é♣♦♥s❡ rét✐♥✐❡♥♥❡ à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ st❛t✐q✉❡✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s
❞✉ ♥♦②❛✉ s♣❛t✐❛❧ φt ❞♦♥♥❛♥t ❧✬❛❝t✐✈✐té rét✐♥✐❡♥♥❡ ❛✉ t❡♠♣s t✱ ❡♥ ré♣♦♥s❡ à ❧✬❛♣♣❛✲
r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ st❛t✐q✉❡ ✭❛✉ t❡♠♣s t = 0✮✳ P❛r❛♠ètr❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s t②♣✐q✉❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ s♣❛t✐❛❧✱ ❧❡s ❉✐r❛❝s ✭❡♥ x = 0✮ s♦♥t s②♠❜♦❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❝❡r❝❧❡s ❡t
❧❡✉r ✐♥t❡♥s✐té s❡ ❧✐t s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ❊♥ ❆✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣✉r❡ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✲
s✉rr♦✉♥❞ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❛✈❡❝ ❞é❧❛✐ ❞✉ s✉rr♦✉♥❞ ✭♥♦②❛✉ X ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✷✮✮✳ P❛r❛♠ètr❡s σS = 1✱ τS = 4 ♠s✱ wS = 1✳ ❊♥ ❇✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ T (t) ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✮✳ P❛r❛♠ètr❡s τP = 5
♠s✱ nP = 5✱ τA = 20 ♠s✱ wA = 0.75✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧❡♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ r❡t❛r❞ ❞✉ s✉rr♦✉♥❞ ✭t♦✉✲
❥♦✉rs ✹ ♠s✮ ❛ ❞❡s ❡✛❡ts ♥♦t❛❜❧❡s✳

❘❘ ♥➦ ✻✾✻✵



✶✵ ❆❞r✐❡♥ ❲♦❤r❡r✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st ❛♥❞ ▼❛r❝ ❆♥t♦♥✐♥✐

◆♦✉s ♥❡ ❞é✜♥✐r♦♥s ♣❛s r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s
❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ❞✬❛rr✐✈é❡✱ I ❡t O✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❧❡✉r ré❣✉❧❛r✐té s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
❡✛❡❝t✉❡r ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s✹✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s I ❡t O ♠✉♥✐s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❜❧❡s ✿

< I1, I2 >I =

∫

x

I1(x)I2(x) dx =

∫

ξx

I1(ξx)I2(ξx) dξx,

< Z1, Z2 >O =

∫ Tmax

t=0

∫

x

Z1(x, t)Z2(x, t) dx dt

=

∫ Tmax

t=0

∫

ξx

Z1(ξx, t)Z2(ξx, t) dξx dt.

▲❡s s❡❝♦♥❞❡s é❣❛❧✐tés✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s✱ s♦♥t ❞➹✔❡s à ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ P❧❛♥❝❤❡r❡❧✲P❛rs❡✈❛❧✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
s♣❛t✐❛❧ ✈❛ ♦✛r✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬♦♥ ❛ ✐♠♣♦sé à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛rr✐✈é❡O ❞✬êtr❡ ❜♦r♥é ❡♥ t❡♠♣s ✿ t ∈
[0, Tmax]✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s✱
r❡✈✐❡♥t à r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡ ✜♥✐❡ ❡t ♣ré✲❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❡
ré♣♦♥s❡ rét✐♥✐❡♥♥❡✺✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t Z ❞❡ O s❡r❛ ♥♦té ✐♥❞✐✛ér❡♠❡♥t Z(x, t)
♦✉ Zt(x)✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝❛s✳

❇❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ Φ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
♣❛r ✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s s♣❛t✐❛✉① ✐♥❞❡①és ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s✱ {φt}t∈[0,Tmax]✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡
✜❧tr❡ φt ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ ✿

φt(x) = δ0(x)RC(t) − wSGσS
(x)RS(t), ✭✶✷✮

φt(ξx) = RC(t) − wS exp
(
− (ξxσS)2/2

)
RS(t). ✭✶✸✮

❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉é ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✜❧tr❡s {φt} ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
s♣❛t✐❛❧✳

◆♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ éq✉✐✈❛✉t ❛❧♦rs à r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧✬✐♠❛❣❡ I(x) à ♣❛rt✐r
❞❡s ❵❝❛rt❡s ❞✬❛❝t✐✈✐té✬ s✉❝❝❡ss✐✈❡s {At(x)}t∈[0,Tmax] ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

At(x) = φt
x∗ I (x). ✭✶✹✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❊♥

❣é♥ér❛❧✱ ❝❡s ❜❛♥❝s s♦♥t ✐♥❞é①és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❝✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ✐♥✲

❞❡①❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s t✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❡✉ r✐❣♦✉r❡✉① ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt✱ ✐❧

s✬❛❣✐t ❧à ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡✳

Ps❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ Φ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✲
✈❡rs✐❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞é♣❛rt I ❡t ❞✬❛rr✐✈é❡ O ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❛rr✐✈é❡ ét❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ Φ ♥✬❡st ♣❛s
s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬✐♥✈❡rs❡s à ❣❛✉❝❤❡ Φ−1 ✈ér✐✜❛♥t

Φ−1Φ = IdI . ✭✶✺✮

✹P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ I ❡t O s♦♥t s✉♣♣♦sés ❛ss❡③ ré❣✉❧✐❡rs ♣♦✉r q✉❡ Φ ❡t s❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ♣✉✐ss❡♥t
êtr❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭✈♦✐r ❧❛ s✉✐t❡✮✳

✺❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à Tmax = +∞ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ✈♦✐r ❧❛
s✉✐t❡✳

■◆❘■❆



❋✐❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ✶✶

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❡ t❡❧s ✐♥✈❡rs❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡①✐st❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ Φ ❡st
✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ P♦✉r ❧❡ ✜❧tr❡ rét✐♥✐❡♥ ét✉❞✐é ✐❝✐✱ ❝❡tt❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣✉✐sq✉❡
✭✶✵✮ ❢♦✉r♥✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✭✐♥✜♥✐té✮ ❞✬✐♥✈❡rs❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✻✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❛r♠✐ ❝❡tt❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬✐♥✈❡rs❡s à ❣❛✉❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡r
✉♥❡ ❞❡ ❢❛➹➓♦♥ ✉♥✐q✉❡ ✿ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡ Φ+✱ q✉✐ s❡✉❧❡ ✈ér✐✜❡
❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ q✉❡ ✭✶✺✮ ✿

ΦΦ+ ❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s✉r ■♠(Φ). ✭✶✻✮

P❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥✈❡rs❡s à ❣❛✉❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡s Φ−1✱ Φ+ ❡st ❝❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛
♥♦r♠❡ s✉♣ ‖Φ−1‖ = ♠❛①x∈O∗(|Φ−1x|/|x|) ✭❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❞é✜♥✐❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✮✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✻✮✳

❘♦❜✉st❡ss❡ ❛✉ ❜r✉✐t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ W (x, y, t) s♦✐t ❛❥♦✉té à
❧✬❛❝t✐✈✐té rét✐♥✐❡♥♥❡ A(x, y, t)✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✐♥✈❡rs❡ à ❣❛✉❝❤❡ Φ−1✱ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❜r✉✐té❡ s❡r❛ ❛❧♦rs

Φ−1(A + W ) = I + Φ−1W.

❆❧♦rs✱ Φ+ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ à ❣❛✉❝❤❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t r❡❝♦♥str✉✐t
Φ−1W ✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ♣❛s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❝❡ r❛♣♣♦rt✼✳ ❆ ❧❛ ♣❧❛❝❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❡♥ ♣r♦✉✈❛♥t
❧❡s ✈❡rt✉s ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ♦ù

Φ ❡♥✈♦✐❡ ❞❡ R ❞❛♥s R
2✱ ❛✈❡❝ Φ(1) = (x0, y0)✳ ❙❡s ✐♥✈❡rs❡s à ❣❛✉❝❤❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s

❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s Φ
−1(x, y) = ax + by t❡❧❧❡s q✉❡ ax0 + by0 = 1✳ ❆❥♦✉t♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ ❜r✉✐t

W = (Wx, Wy) t❡❧ q✉❡ Wx ❡t Wy s♦✐❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳

▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜r✉✐té❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 s❡r❛ ❛❧♦rs Φ
−1(Φ(1) + W ) = 1 + aWx + bWy✱

❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ (a2 + b2)σ2 = ‖Φ−1‖2σ2✳ ▲❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ Φ
+✱ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ‖Φ−1‖✱ ❡st

❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜r✉✐té❡✳

▲❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡♥ ✉♥ s❡♥s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡
❛✉ ❜r✉✐t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❥✉st✐✜é ✿ ✭✶✮ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❝❡tt❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❞❡s ✜♥s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✭✷✮ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ❧✐❡♥s
❡♥tr❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❡t ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳

◆♦②❛✉① ❞✉❛✉①✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥✱ Φ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s
❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦②❛✉① φt✳ P❛r s②♠étr✐❡ ❡t ✉♥✐❝✐té✱ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ Φ+ ❡st ❞♦♥❝ ❡❧❧❡
❛✉ss✐ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝✽ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞✉❛✉① {φ+
t }t=0..Tmax

q✉✐ ❵✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t✬ Φ+ ♣❛r
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❙♦✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛rt❡s ❞✬❛❝t✐✈✐té Z = {Zt(x)} ∈

✻P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s I ❡t O s❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❵❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✬ ❡♥tr❡ I ❡t O✱ ❛✈❛♥t ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ❛✣r♠❡r ❧❡✉r ✐♥❥❡❝t✐✈✐té ♦✉ s✉r❥❡❝t✐✈✐té✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ✭✶✵✮
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝❡♥t❡r ♥❡ ré❛❧✐s❛♥t ❛✉❝✉♥ ✜❧tr❛❣❡
s♣❛t✐❛❧ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ❉✐r❛❝✱ ❞♦♥t ❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st ♣❛rt♦✉t é❣❛❧❡ à ✉♥✳ ❙✐ ❧❡ ❝❡♥t❡r

❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ●❛✉ss✐❡♥✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s
♠♦❞è❧❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ rét✐♥❡✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ Φ ♥✬❡st ♣❧✉s ❣❛r❛♥t✐❡ ✿ ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐①
♣ré❝✐s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s I ❡t O✳ ❖♥ é✈♦q✉❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡✳

✼❈❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s I ❡t O✳
✽❊♥ ❛❞♠❡tt❛♥t q✉❡ Φ

+ ❡st s✉✣s❡♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✱ ✐✳❡✳✱ q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ✈✐❛ ❞❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

❘❘ ♥➦ ✻✾✻✵



✶✷ ❆❞r✐❡♥ ❲♦❤r❡r✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st ❛♥❞ ▼❛r❝ ❆♥t♦♥✐♥✐

O ✿

Φ+Z(x) =

∫ Tmax

t=0

[
φ+

t

x∗ Zt

]
(x) dt ✭✶✼✮

Φ+Z(ξx) =

∫ Tmax

t=0

φ+
t (ξx)Zt(ξx) dt, ✭✶✽✮

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧✐❣♥❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ éq✉✐✈❛✉t à ✉♥❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ r❡✈✐❡♥t
❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞✉❛✉① {φ+

t }t=0..Tmax ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❵tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✬✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Φ ♥❡ s♦✐t ♣❛s

s✉r❥❡❝t✐✈❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❢r❛♠❡s✱ ♦ù ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦✉✲

t✐❧ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❡t ♦ù ❧❡s ♥♦②❛✉① {φ+

t }t=0..Tmax ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞✉❛❧ ❞✉ ❢r❛♠❡

{φt}t=0..Tmax ✳ ❱♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ▼❛❧❧❛t ✾✾ ❬✷❪✳

❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❈♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲
✐♥✈❡rs❡ Φ+ ❄ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿ ❉✐s❝rét✐s❡r ❧❡
t❡♠♣s ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ M ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Φ✳ ❈❡tt❡
♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♣✉✐sq✉❡ s❡s ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ✐♥❞❡①é❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✷❉ ❡t ✷❉✰❚✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ M+ ❛✈❡❝ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛tr✐❝✐❡❧✱ ❡t ❡♥
r❡t✐r❡r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞✉❛✉① {φ+

t }t=0..Tmax ✱ ❡♥ ré✲♦r❣❛♥✐s❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ M+✾✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ❜❡❧❧❡ ❡t r❛♣✐❞❡ ❡st ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❛t✐❛❧✱ ♦ù ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞✉❛✉① ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
s✐♠♣❧❡✳ ❉✬❛♣rès ✭✶✻✮✱ Φ+ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐✈♦q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ΦΦ+

❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s✉r Im(Φ)✳ ❙♦✐t ✿

∀I ∈ I, Z ∈ O, < Z,ΦI > =< ΦΦ+Z,ΦI >
∫

t

∫

ξx

Zt(ξx)φt(ξx)I(ξx) =

∫

t

∫

ξx

φt(ξx)

(∫

u

φ+
u (ξx)Zu(ξx)

)
φt(ξx)I(ξx)

∫

t

∫

ξx

Zt(ξx)I(ξx) φt(ξx) =

∫

t

∫

ξx

Zt(ξx)I(ξx) φ+
t (ξx)

∫

u

|φu(ξx)|2.

❆ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✽✮ ❞❡ Φ+Z(ξx)✳ ❆ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡
❧✐❣♥❡✱ ♦♥ ❛ ✐♥✈❡rsé ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♠✉❡tt❡s u ❡t t✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✱
♦♥ ❛ ♦♠✐s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ [0, Tmax]✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡♥s✐tés
dξx✱ dt✱ ❡t du✳

▼❛✐s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Z ❡t I✳ ❊❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
❞♦♥❝ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡s ❞❡✉① ♥♦②❛✉① s❡r✈❛♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ❉✬♦ù✱ ∀ t ∈ [0, Tmax] ❡t ∀ ξx ✿

φ+
t (ξx) =

φt(ξx)
∫ Tmax

u=0
|φu(ξx)|2 du

. ✭✶✾✮

✾ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ M ❡t M
+ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs

❞❡ ❧❡✉rs ❵❜♦r❞s s♣❛t✐❛✉①✬ ✭q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ❜♦r❞s ❵♣❤②s✐q✉❡s✬ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛
ré✲✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡s♣❛❝❡ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❵♣❛t❝❤✬
s♣❛t✐❛❧ ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s s♦✐❡♥t ❛❜s❡♥ts ❞✉ ❵❝❡♥tr❡ s♣❛t✐❛❧✬ ✭♣❛s
❧❡ ❝❡♥tr❡ ♣❤②s✐q✉❡✮ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ M

+✱ ♣r✐s ❛✉ ❵❝❡♥tr❡ s♣❛t✐❛❧✬✱ r❡❞♦♥♥❡♥t
❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞✉❛✉①✱ s❛♥s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s✳

■◆❘■❆



❋✐❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ✶✸

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱
❞❡s ♥♦②❛✉① ❞✉❛✉① φ+

t ✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡ ✿ ❡❧❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐①
❞❡s ♥♦②❛✉① {φt}✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❡✉①✲❝✐ ❛❞♠❡tt❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲
✐♥✈❡rs❡✳

❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st q✉❡
∫ Tmax

u=0
|φu(ξx)|2 du s♦✐t ❜✐❡♥

❞é✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t ξx✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❛ss✉ré❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ Tmax < +∞✳ ❘❡✲
♠❛rq✉♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡s ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s
Tmax✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ s②stè♠❡✶✵,✶✶✳

✸✳✷ ▲❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ rét✐♥✐❡♥♥❡

❋✐❧tr❡s ❞✉❛✉①✳ ❖♥ ♣❡✉t à ♣rés❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡
❛✉ ✜❧tr❡ rét✐♥✐❡♥ ❞é❝r✐t ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✜❧tr❡s φt s♦♥t ❞♦♥♥és
♣❛r ✭✶✸✮✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✾✮ ♠è♥❡ ❛✉① ♥♦②❛✉① ❞✉❛✉① ✿

φ+
t (ξx) =

RC(t) − wS e−
(ξxσS)2

2 RS(t)(∫ Tmax

0

R2
C

)
− 2wS

(∫ Tmax

0

RCRS

)
e−

(ξxσS)2

2 + w2
S

(∫ Tmax

0

R2
S

)
e−(ξxσS)2

.

❈❡s ♥♦②❛✉① ❞✉❛✉① s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ❋✐❣✉r❡s ✷ ❡t ✸ ✭❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✮✱ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧ ♦ù ✐❧s s♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ♦❜t❡✲
♥✉s ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ ❉✐r❛❝ ❡t ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ♣❛ss❡✲❜❛s ✭t②♣❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡✮ ♦✉
♣❛ss❡✲❜❛♥❞❡ ✭t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✮✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧✬ét❡♥❞✉❡ s♣❛✲
t✐❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ♥♦②❛✉① ❡st ❜✐❡♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① rét✐♥✐❡♥s ❞✐r❡❝ts
φt✳

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❈♦♠♠❡♥t s✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r❛✐t ❵♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t✬ ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭✶✼✮✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛❝t✐✈✐té rét✐♥✐❡♥♥❡ A(x, t) ❄ ❈♦♠♠❡ ❧❡ t❡♠♣s
✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ✐❞é❡
✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❵r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✬ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✉
t❡♠♣s t ∈ [0, Tmax]✱ ❝♦♠♠❡ ✿

Rt(x) =

∫ t

u=0

[
φ+

u

x∗ φu

]
(x) du

Rt(ξx) =

∫ t

u=0

φ+
u (ξx)φu(ξx) du

=

∫ t

u=0
|φu(ξx)|2 du

∫ Tmax

u=0
|φu(ξx)|2 du

.

◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ξx ❝♦♥s✐❞éré❡✱ R(ξx, t) ✈ér✐✜❡ R(ξx, 0) = 0 ❡t
R(ξx, Tmax) = 1✱ ❝❡ q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st t♦t❛❧❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❛✉
t❡♠♣s Tmax✳ Rt ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❵r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✬ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I ❡♥
❡♥tré❡✱ ❞♦♥♥é❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r Rect(x) = Rt

x∗ I (x)✱ ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
RecTmax = I✳

✶✵P❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐r❛✐t ❞✉ ❵t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✬ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ st❛t✐q✉❡✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✈❡❝ ❡①❛❝t✐✲
t✉❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❝éré❜r❛❧❡✳

✶✶❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é✱ ❛✉ ♣r♦✜t ❞❡ Tmax = +∞✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥
✜❧tr❡ T (t) t♦t❛❧❡♠❡♥t tr❛♥s✐t♦✐r❡ ✭s♦✐t wA = 1 ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✮✱ ❞♦♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥té❣ré❡
r❡t♦♠❜❡ à ✵ ♣♦✉r t → +∞✳
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✶✹ ❆❞r✐❡♥ ❲♦❤r❡r✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st ❛♥❞ ▼❛r❝ ❆♥t♦♥✐♥✐

❋✐❣✳ ✷ ✕ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❡s
♥♦②❛✉① rét✐♥✐❡♥s φt✱ ❞❡ ❧❡✉rs ♥♦②❛✉① ❞✉❛✉① φ+

t ✱ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡
Rt =

∫ t

u=0
φu

x∗ φ+
u ✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù s❡✉❧❡ ❧✬♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✲s✉rr♦✉♥❞ X(x, y, t)

❡st ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❢❛✐t ♣❛ss❡r ❧❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s♣❛✲
t✐❛❧❡s ❛✈❛♥t ❧❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❞➹✔ ❛✉ r❡t❛r❞ ❞✉ s✉rr♦✉♥❞✳ ▼ê♠❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s q✉✬❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✲❆✱ ❡t Tmax = 20 ♠s✳

■◆❘■❆



❋✐❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ✶✺

❋✐❣✳ ✸ ✕ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✳ ❈♦♠♠❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡
♥♦②❛✉ rét✐♥✐❡♥ ❝♦♠♣❧❡t ✭X ❡t ✜❧tr❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ T (t)✮✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❢❛✐t ♣❛ss❡r ❧❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❛✈❛♥t ❧❡s
❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❞➹✔ ❛✉ r❡t❛r❞ ❞✉ s✉rr♦✉♥❞✳ ▼ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✬❡♥ ❋✐❣✉r❡
✶✲❇✱ ❡t Tmax = 150 ♠s✳
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✶✻ ❆❞r✐❡♥ ❲♦❤r❡r✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st ❛♥❞ ▼❛r❝ ❆♥t♦♥✐♥✐

Pr♦✜❧s t❡♠♣♦r❡❧s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡s ❋✐❣✉r❡s ✷ ❡t ✸ rés✉♠❡♥t ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❞❡s ✜❧tr❡s rét✐♥✐❡♥s✱ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✳ ▲❛ ❋✐✲
❣✉r❡ ✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ T (t) ❡st ❛❜s❡♥t
✭s❡✉❧❡ r❡st❡ ❧✬♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✲s✉rr♦✉♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ X✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡
✸ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦②❛✉ rét✐♥✐❡♥ ❝♦♠♣❧❡t✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❛♣✐t❛❧ ❡st q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
s✉❝❝❡ss✐✈❡s Rt✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✿ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s
❵♣r♦✜❧s✬ t❡♠♣♦r❡❧s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts s❡❧♦♥ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ T (t) s♦✐t ♣rés❡♥t
♦✉ ♥♦♥✱ ❧❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s ♣❧✉s t➹✁t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
✜❧tr❡s {φt}✱ ♣♦✉r t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ Tmax✱ ♥❡ tr❛♥s♠❡tt❡♥t ♣r❡sq✉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❜❛ss❡s
❢réq✉❡♥❝❡s✳ P♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉ ❜r✉✐t✱ ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
❞❡✈r❛ ❞♦♥❝ ❜❛s❡r s♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
♣r❡♠✐❡rs ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té rét✐♥✐❡♥♥❡ ✭t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✮✳

P❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s r❡st❡ ♣rés❡♥t❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛
♠ê♠❡ ❢♦r❝❡✱ ❞✉ ❞é❜✉t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té rét✐♥✐❡♥♥❡✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
t❡♠♣♦r❡❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ r❡❝♦♥str✉✐t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✱ ❡♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡✮✳

❊♥✜♥✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ T (t) ♠♦❞✐✜❡ ❡♥❝♦r❡
❧❛ ❢♦r❝❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té rét✐✲
♥✐❡♥♥❡✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✐❞s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥ts ♦✉ ❝❡tt❡
❛❝t✐✈✐té ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡✳ ❱✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❵✈✐t❡ss❡✬ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st ❛❧♦rs
♣❧✉s ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✱ ❡♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡✮✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❖♥ ② ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ At(x, y) ❞❡ ❧❛
rét✐♥❡✱ ❡t ❧❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s Rect(x, y)✱ à ❞❡s ✐♥st❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts
✭❋✐❣✉r❡ ✹✲❈ ✮✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❜✐❡♥ ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭Tmax = 100
♠s✱ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ ▲1 ❡♥tr❡ I ❡t RecTmax ✿ ✵✳✽✼✴✷✺✺ ♣❛r ♣✐①❡❧✮✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡
é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❢❛➹➓♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡✱ ❧❛ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥❝❡ ❞❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s
❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ rét✐♥✐❡♥♥❡ ❡st ❜r✉✐té❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✲❉✮✳ ■❝✐✱ ✉♥
❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ W ∼ N (0, σW ) ❡st ❛❥♦✉té à A(x, y, t) ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❡t à ❝❤❛q✉❡
♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ σW é❣❛❧❡ à ✷ ❢♦✐s ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s ✈♦①❡❧s
❞❡ A✳ ▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡st❡ ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t très ❜♦♥♥❡ ✭Tmax = 100 ♠s✱ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥ ♥♦r♠❡ ▲1 ❡♥tr❡ I ❡t RecTmax ✿ ✹✳✶✺✴✷✺✺ ♣❛r ♣✐①❡❧✮✳

✹ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢✉t✉r❡s

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❡♥tré❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❝♦♥t✐♥✉❡ rét✐♥✐❡♥♥❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞✐s❝✉t❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢✉t✉r❡s ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡
❝♦❞❛❣❡ ❡t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r s♣✐❦❡s✱ ❡t ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡✳

✹✳✶ ❙♣✐❦❡s rét✐♥✐❡♥s ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ rét✐♥❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ét❛✐t ❝♦♥st✐t✉é
❞❡ ❞❡✉① ét❛♣❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✉♥❡

■◆❘■❆



❋✐❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ✶✼

❋✐❣✳ ✹ ✕ ❋✐❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ st❛t✐q✉❡✱ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆ ✿ ■♠❛❣❡ ❞❡
❞é♣❛rt✳ ❇ ✿ ré♣♦♥s❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s RC(t) ❡t RS(t)✱ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ❧é❣❡r r❡t❛r❞ ❞✉
s✉rr♦✉♥❞ ✭✹ ♠s✮✳ ❈✱❉ ✿ ✈♦✐r ❧❡ ❝♦r♣s ❞✉ t❡①t❡✳

❘❘ ♥➦ ✻✾✻✵



✶✽ ❆❞r✐❡♥ ❲♦❤r❡r✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st ❛♥❞ ▼❛r❝ ❆♥t♦♥✐♥✐

❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ s♣✐❦❡s✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ❧❛ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ❡♥✈✐s❛❣❡r s❡ ❢❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ❉✬♦ù
❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✴❞é❝♦❞❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ✿

I(x, t) → A(x, t) → s♣✐❦❡s → Ã(x, t) → Ĩ(x, t).

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ✢è❝❤❡s ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡s✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s é✈♦q✉♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ✢è❝❤❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s s♣✐❦❡s s♦♥t✲✐❧s
❣é♥érés à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té A(x, t)✱ ❡t ❝♦♠♠❡♥t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
A(x, t) à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s s♣✐❦❡s ❄

✹✳✶✳✶ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ s♣✐❦❡s

P♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s s♣✐❦❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r ② ✐♥st❛❧❧❡r
❞❡s ❵❝❡❧❧✉❧❡s ❣❛♥❣❧✐♦♥❛✐r❡s✬✱ ❧❡s ✉♥✐tés ❞✐s❝rèt❡s q✉✐ ✈♦♥t ❣é♥ér❡r ❧❡s s♣✐❦❡s✳ P♦✉r
❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬♦♥ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣❛r ♣✐①❡❧✳

❯♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ s✐t✉é❡ ❛✉ ♣✐①❡❧ x0 ❣é♥èr❡ s❡s s♣✐❦❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡
A(x0, t)✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rés ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ K✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❘❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦rt✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✿

G(t) = N(A(x0, t)),

♦ù N ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ N(−∞) = 0✳ ❊①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❵♣❛rt✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✬✱ s✐❣♠♦➹✠❞❡✱ s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬✐♠✲
♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r N ✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦✉r❛♥t ❣é♥ér❛t❡✉r G(t)
♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s s♣✐❦❡s✳ ❈✬❡st à ❝❡ st❛❞❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✐♥✲
tr♦❞✉✐r❡✱ ❞❡ ❢❛➹➓♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❵❖❋❋✬ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
G(t) = N(−A(x0, t))✳

✷✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♣✐❦❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❧❡❛❦②✲✐♥t❡❣r❛t❡✲❛♥❞✲✜r❡ ✭▲■❋✮ ✿

dV

dt
= G(t) − gLV (t) ✭✷✵✮

❙♣✐❦❡ q✉❛♥❞ V (tspk) = 1,

❘é✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ V (t+spk) = 0,♣✉✐s ✭✷✵✮ à ♥♦✉✈❡❛✉✳

❊✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ V (t) ♣❡✉t êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥✉ à ✵ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ τrefr ❛♣rès
❝❤❛q✉❡ s♣✐❦❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ r❡❢r❛❝t❛✐r❡ ❛❜s♦❧✉❡✳

✹✳✶✳✷ ❉❡s s♣✐❦❡s ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡ r❡❝♦♥str✉✐t

❈♦♠♠❡♥t r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❝♦♥t✐♥✉❡ A(x, t)✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❞♦♥✲
♥é❡ ❞❡s s♣✐❦❡s ❣é♥érés ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❄ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ❧❡
s✐❣♥❛❧ ❣é♥ér❛t❡✉r G(t) = G0 ❡st ❝♦♥st❛♥t ✭❡t s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ s❡✉✐❧ gL✮✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ✭✷✵✮ ❣é♥èr❡ ❞❡s s♣✐❦❡s à ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s t❡♠♣♦r❡❧s ré❣✉❧✐❡rs✱ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

tn+1 − tn = F (G0) =
1

gL
log

(
G0

G0 − gL

)
(+τrefr), ✭✷✶✮

♦ù τrefr ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ré❢r❛❝t❛✐r❡ ❛❜s♦❧✉❡✱ ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❵✐♥✈❡rs❡r✬ ❛✈❡❝ ❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✭✷✵✮

❞❛♥s ❝❡ ❝❛s très s✐♠♣❧❡✱ ❝✬❡st✲❞✐r❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❣é♥ér❛tr✐❝❡ G0 à ♣❛rt✐r ❞❡

■◆❘■❆



❋✐❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ✶✾

❞❡✉① s♣✐❦❡s s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ❉❡ ❢❛➹➓♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ tr❛✐♥ ❞❡ s♣✐❦❡s
{ti}✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❛✉r❛✐t ♣✉ étr❡ ❣é♥éré ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ s✐❣♥❛❧

Grec(t) = F−1(ti+1 − ti) s✐ t ∈ [ti, ti+1].

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ✭♠❛✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢✮ ❞✬✉♥
tr❛✐♥ ❞❡ s♣✐❦❡s ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ Grec(t) ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❵❛❝t✐✈✐té✬ Ã(x, t)✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
N−1(Grec(t)) ❡t ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❖◆ ❡t ❖❋❋✳

P❡✉t✲♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❵❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✬
✐♥❞✉✐t ❡♥tr❡ A(x, t) ❡t Ã(x, t) ❄ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2✮ ❡♥tr❡ ✉♥ ✈r❛✐ s✐❣♥❛❧ ❣é♥ér❛t❡✉r G ❡t s❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① Gr❡❝✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ♠♦♥tr❛✐t q✉❡ ❧❡ ❵❜r✉✐t✬ ✐♥tr♦❞✉✐t
♣❛r ❝❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ r❡st❡r❛✐t
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ Ã(x, t)✱ ❡t ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡st✐♠❡r
❧✬❡rr❡✉r t♦t❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✴❞é❝♦❞❛❣❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣✐st❡ s❡r❛✐t ❞❡ s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s F ✱
♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣✉✐ss❡
❛✉ss✐ ✐♥✈❡rs❡r ❛✈❡❝ ❡①❛❝t✐t✉❞❡ ✉♥ tr❛✐♥ ❞❡ s♣✐❦❡s✳

✹✳✶✳✸ ❙♣✐❦❡s ❡t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✴❞é❝♦❞❛❣❡ q✉✬♦♥ ❛ ❞é❝r✐t ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I(x)✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♣✐❦❡s rét✐♥✐❡♥s✳ ❚❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡✱
❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞✬✉♥ ❥❡✉
❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ✭❧❡s t❡♠♣s ❞❡ s♣✐❦❡s✮✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✭❧✬✐♥t❡♥s✐té
❧✉♠✐♥❡✉s❡✮ ♣♦✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♦✛r❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
q✉❡❧❧❡ ❡st ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❧ét✐♦♥ ❞✬✉♥ s♣✐❦❡ ❞❛♥s ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ rét✐♥✐❡♥♥❡ ❄ ❊st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❵ré♦r❣❛♥✐s❡r✬ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣❛r s♣✐❦❡s✱
❡♥ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ s♣✐❦❡s ❄ ▼ê♠❡ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡rt❛✐♥ ❛✉ ✜♥❛❧
q✉❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♠ér✐t❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ré✢❡①✐♦♥✳

✹✳✷ ❈♦rré❧❛ts ♣❡r❝❡♣t✉❡❧s

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲
✐♥✈❡rs❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✿
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té rét✐♥✐❡♥♥❡ r❡❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❜❛ss❡s
❢réq✉❡♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❵❡♥ ♣r❡♠✐❡r✬✳ ❊t ❡♥ ❡✛❡t✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✭très✮ ✐♥t✉✐t✐❢✱ ♦♥
♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡
♠♦❞è❧❡ ❡♥ s❡s ♣r❡♠✐❡rs ✐♥st❛♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✹✲❈✮ ❡t ❧❛ ❢❛➹➓♦♥ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣❡r❝❡✈♦♥s
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s très ❝♦✉rt✳

❨ ❛✉r❛✐t✲✐❧ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❄ ❊①✐st❡✲t✬✐❧ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♣s②❝❤♦♣❤②s✐q✉❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té s♣❡❝tr❛❧❡
❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ ré♣♦♥s❡ à ❞❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡s très ❝♦✉rt❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❄ ❊t s✐ ♦✉✐✱ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s s❡ ❝♦♠♣❛r❡♥t✲❡❧❧❡s ❢❛✈♦r❛❜❧❡✲
♠❡♥t ❛✉① ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❄ ■❧ s✬❛❣✐r❛✐t ❧à ❞✬✉♥
rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❝❛r ✐❧ ❞é♥♦t❡r❛✐t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❵♦♣t✐♠❛❧✐té✬ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞❡
♥♦tr❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❡♥ ré♣♦♥s❡ ❛✉ ❜r✉✐t ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t rét✐♥✐❡♥✳

❘❘ ♥➦ ✻✾✻✵



✷✵ ❆❞r✐❡♥ ❲♦❤r❡r✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st ❛♥❞ ▼❛r❝ ❆♥t♦♥✐♥✐

❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✿ ✈❛r✐❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❑

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞✉ r❛♣♣♦rt ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ✜❧tr❡ rét✐♥✐❡♥
K(x, y, t)✳

❈❡♥t❡r ❛✈❡❝ ♥♦②❛✉ ●❛✉ss✐❡♥

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✐✛èr❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❧❡
❢❛✐t q✉✬✐❧s ❛ss♦❝✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝❡♥t❡r ❛ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❜❛s ●❛✉ss✐❡♥✱ ❧à
♦ù ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❉✐r❛❝ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✮✳ ❊t ❡♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉✲
♣❧❛❣❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❡♥tr❡ ♣❤♦t♦ré❝❡♣t❡✉rs✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐q✉❡
rét✐♥✐❡♥♥❡✱ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❵✢♦✉t❛❣❡✬ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❝❡♥t❡r✳ ❚②♣✐q✉❡✲
♠❡♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ t❡r♠❡ δ0(x, t) ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✮ ❡t ✭✺✮ ♣❛r
✉♥ ♥♦②❛✉ ●❛✉ss✐❡♥ s♣❛t✐❛❧ GσC

(x)δ0(t) ✭❛✈❡❝✱ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ σC < σS✮✳
❈♦♠♠❡♥t ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ r❡♥tr❡r❛✐t✲✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❄ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞é❥à é✈♦q✉é q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Φ ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❥✉st❡✲
♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝❡♥t❡r r❡♣r♦❞✉✐t ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ s❛♥s ✢♦✉t❛❣❡✳ P♦✉r
ét❡♥❞r❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝❡♥t❡r ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✢♦✉t❛❣❡✱ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
s✬♦✛r❡♥t à ♥♦✉s✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ❧❛ ♣❧✉s ♣r✉❞❡♥t❡✱ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ✢♦✉t❛❣❡
♣❛r GσC

(x) ❡st ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✐♥é❧✉❝t❛❜❧❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱
t♦✉t❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ s✬❡♥s✉✐t ♥❡ ♣❡✉t ✈✐s❡r q✉✬à r❡❝♦♥str✉✐r❡
❛✈❡❝ ❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ❝❡♥t❡r GσC

x∗ I✳
❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ♣❧✉s ❛♠❜✐t✐❡✉s❡✱ ❡st ❞❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦r♣♦r❡r GσC

❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✳ ❚rès ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t✱ Φ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ✐♥❥❡❝✲
t✐✈❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐♥✈❡rs❡r ✉♥ ✢♦✉t❛❣❡ ●❛✉ss✐❡♥ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❞❡
♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r exp((σCξx)2/2)✱ q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s ❜♦r♥é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡ ❵ré❤❛✉ss❡r✬ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡
s♣❛t✐❛❧✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❵tr♦♥q✉é❡✬ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣ré❝é❞❡♥t ✭✉♥ ♣❡✉
❝♦♠♠❡ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✐♥✈❡rs❡✮✳

❙✐ Φ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s❡s ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❛♥t ΦΦ−1Φ = Φ✳ P♦✉r êtr❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲
P❡♥r♦s❡ ❞♦✐t✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ✭✶✻✮✱ ✈ér✐✜❡r ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣r✐été ✿ Φ+Φ ❡st ❧❡ ♣r♦✲
❥❡❝t❡✉r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s✉r Ker(Φ)⊥✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡
t❡❧❧❡ ♣r♦♣r✐été ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ❞ét❛✐❧❧é ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s I ❡t O✳

❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✐s❝r❡t

P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ r✐❣♦✉r❡✉①✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡
❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡♠♣s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✱ ♠❡s✉ré
❢r❛♠❡ ♣❛r ❢r❛♠❡✳ ❱♦✐❝✐ ❥✉st❡ ✉♥ ♣❡t✐t r❛♣♣❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉
t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ✈❡rs ❧❡ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✳

P♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ t❡♠♣♦r❡❧ ❞✐s❝r❡t f [n] é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é t♦✉s ❧❡s ∆t✱ ❧❡ ✜❧tr❡ Eτ (t)
s✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ✈✐❛ ❧❡ ✜❧tr❡ ❞✐s❝r❡t

Ea[n] = (1 − a)an,

■◆❘■❆



❋✐❧tr❛❣❡ rét✐♥✐❡♥ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ✷✶

♦ù 0 < a < 1 ❡st ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢r❛♠❡s s✉❝❝❡ss✐❢s✱ q✉✬♦♥
♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ♣❛r

a = exp(−∆t/τ) ≃ 1 − ∆t/τ.

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ✜❧tr❡ ❡st q✉✬✐❧ s✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❜✐❡♥ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ✿ ▲❛ s♦rt✐❡
g = f ∗ Ea s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✈❡❝ ✿

g[n] = (1 − a)f [n] + ag[n − 1].

❖♥ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ Ea✱ ❡♥ s❡
r❛♣♣❡❧❛♥t q✉✬✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡ ∆t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♠✉t✐♣❧✐❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣❛r e−j∆tξt ✿

Ea(ξt) =
1 − a

1 − ae−j∆tξt
=

1 − e−∆t/τ

1 − e−∆t/τ(1+jτξt)
,

q✉✐ t❡♥❞ ❜✐❡♥ ✈❡rs ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ Eτ (ξt) ❞✉ ♥♦②❛✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱ ❧♦rsq✉❡
∆t → 0✳

▲❡s ✜❧tr❡s En,τ ♣rés❡♥tés ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♦♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡✱ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

❯♥ ♥♦②❛✉ ❛❧t❡r♥❛t✐❢✱ ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡

❉❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♥♦tr❡ s✐❣♥❛❧ s✉rr♦✉♥❞
✉♥❡ ❵❜r✐q✉❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣❛ss❡✲❜❛s✬ sé♣❛r❛❜❧❡ ✿

B(x, t) = Gσ(x)Eτ (t). ✭✷✷✮

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ rét✐♥❡ ❡♥ s✐❧✐❝♦♥❡ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏❡❛♥♥②
❍❡r❛✉❧t ❬✶❪✮✱ ❝❡tt❡ ❜r✐q✉❡ ♣❛ss❡✲❜❛s ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥ ❛t♦♠❡ ♥♦♥✲sé♣❛r❛❜❧❡✱
♠❛✐s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ très ❢❛❝✐❧❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❙♦✐t ✉♥
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✐s❝r❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✿ I[x](t) ✭♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡
❡♥ t❡♠♣s✮✱ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥é t♦✉s ❧❡s ∆x✳

❆❧♦rs✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

τ
dY [x]

dt
= I[x](t) − Y [x](t) + G

(
Y [x − 1](t) + Y [x + 1](t) − 2Y [x](t)

)
✭✷✸✮

❡st st❛❜❧❡✱ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ Y = B2 ∗ I ❛✈❡❝

B2(ξx, ξt) =
1

1 + jτξt + 2κ(cos(ξx∆x) − 1)
,

✭❝❡❧❛ s✬♦❜t✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡♣✉✐s ✭✷✸✮✮✳ ▲❡ ✜❧tr❡ B2[x](t) ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞✐r❡❝t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ✜❧tr❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ s✐♠♣❧❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♣❛ss❡ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣❛s s♣❛t✐❛❧ ∆x t❡♥❞❡ ✈❡rs ✵ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡

√
2κ∆x = cte.

∆
= σ.

❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
B2(ξx, ξt) =

1

1 + jτξt + σξ2
x/2

,

❘❘ ♥➦ ✻✾✻✵



✷✷ ❆❞r✐❡♥ ❲♦❤r❡r✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st ❛♥❞ ▼❛r❝ ❆♥t♦♥✐♥✐

❡t σ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ✭✷✸✮✳ ❈❡
✜❧tr❡ ✕❧❛ ✈❡rs✐♦♥ à ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉✕ ❛❞♠❡t ❡♥✜♥ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ✿

B2(x, t) = G
σ
√

t/τ
(x)Eτ (t). ✭✷✹✮

▲✬❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✹✮ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❵❜r✐q✉❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣❛ss❡✲❜❛s✬ q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ à ❝❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✷✮✮✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐
♥✬❡st ♣❛s sé♣❛r❛❜❧❡ ✭❝❛r ❧❡ t❡♠♣s t ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧✬ét❡♥❞✉❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ●❛✉s✲
s✐❡♥♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✮✳ ❙✐ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❞✐s❝r❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❝❡ ✜❧tr❡ ❛ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s ❡①❛❝t❡ ❡t s✐♠♣❧❡ ❛✈❡❝
❧✬❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮✳ ❆✉t❛♥t ❞♦♥❝ ❧❡ ❣❛r❞❡r à ❧✬❡s♣r✐t ✿ ♣❡✉t✲êtr❡ ♦✛r❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✲
❝✐té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳
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