N

N

Des Résultats théoriques sur les algorithmes Monte
Carlo par chaines de Markov
Jeffrey Rosenthal

» To cite this version:

Jeffrey Rosenthal. Des Résultats théoriques sur les algorithmes Monte Carlo par chaines de Markov.
41émes Journées de Statistique, SFdS, Bordeaux, 2009, Bordeaux, France, France. inria-00386786

HAL Id: inria-00386786
https://inria.hal.science/inria-00386786
Submitted on 22 May 2009

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00386786
https://hal.archives-ouvertes.fr

DES RESULTATS THEORIQUES SUR LES ALGORITHMES
MONTE CARLO PAR CHAINES DE MARKOV

Jeffrey S. Rosenthal

Department of Statistics, University of Toronto 100 St. George Street, room 6018,
Toronto, Ontario, Canada M5S 3G3.

Résumé :

Nous discutons des algorithmes Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC), et
surtout de comment les résultats théoriques peuvent aider avec leur utilisation. Nous
présentons un théoreme qui donne des bornes quantitatives sur leur distance a la distri-
bution stationnaire. Nous discutons aussi des algorithmes adaptatifs, et d’'un théoreme
qui donne des conditions qui assurent qu’ils convergent vers la distribution stationnaire
(ce qui n’est pas vrai en général).

Résumé en anglais :

We describe Markov chain Monte Carlo (MCMC) algorithms, with an emphasis on
ways in which theoretical results can help with their implementation. We present a the-
orem which gives quantitative bounds on their distance to stationarity. We also discuss
adaptive MCMC algorithms, and a theorem which gives conditions guaranteeing their
convergence to stationarity (which does not hold in general).

Mots clés : Algorithmes Monte Carlo, chaines de Markov, taux de convergence, algo-
rithmes adaptatifs.

Les algorithmes Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC) sont tres bien connus en
physique statistique (Metropolis et al., 1953), en analyse des images (Geman et Geman,
1984), et en inférence statistique (Hastings, 1970 ; Gelfand et Smith, 1990 ; Tierney, 1994).
On s’intéresse aux échantillons d’une distribution 7(-) compliquée sur une espace X en
grande dimension. On définit un noyau de transition P(x,-) qui laisse invariant m(-), on
commence avec une valeur initiale Xy, on crée X, ~ P(X,_1,) pour n = 1,2,3,..., et
on « espere » que pour grand n, la loi de X, est presque 7(+).

Mais, ¢a pose plusieurs questions théoriques, surtout (a) comment peut-on savoir si la
loi de X, est presque 7(-), et (b) est-ce qu’on peut redéfinir P(x,-) pour avoir une plus
vite convergence.

Pour la question (a), nous discuterons du théoreme suivant (Rosenthal, 1995, 2002 ;
Douc et al., 2004 ; Jones et Hobert, 2001). Définissons

I£(Xn) = m()| = sup [P(X, € A4) —m(A)].
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Supposons qu'’il existe une fonction V : X — [0,00), et A < 1 et A < 0o, qui satisfaisent
la condition de drift :

E(V(X,)|[Xpa=2) < AV(2)+A, zeX. (1)

Supposons aussi qu'il existe D > 0, € > 0, et n’importe quelle distribution v(-) sur X, qui
satisfaisent la condition de minorisation (o de small set) :

P(z,:) > ev(-), Yz avec V(z) < D. (2)
Théoréme 1 Si les conditions (1) et (2) sont satisfaites, avec D > %, alors pour
n’importe quel entier 0 < 7 <mn,
. . , A
1£C6) =70l € (=0 + oA (L4 o EVGD) . )

ol a = 57 %5 > 1 et A=1+2(AD + A).

Théoréme 1 nous donne la possibilité de vérifier que, par exemple, [|[£(X,,) — 7(-)|| < 0.01
pour certains grands n. Pour un exemple spécifique et assez complexe en dimension 20,
avec des données des joueurs de baseball, Théoreme 1 a été utilisé (Rosenthal, 1996) pour
prouver que ||[£(X,) — 7(-)|| < 0.01 si n = 140, qui est une borne raisonnable et pratique.

Pour la question (b), plusieurs auteurs (Haario et al., 2001 ; Atchadé et Rosenthal,
2005; Andrieu et Moulines, 2006 ; Roberts et Rosenthal, 2007, 2006 ; Atchadé et Fort,
2008 ; Bai et al., 2008) ont considéré la possibilité des algorithmes adaptatifs. On imagine
qu’il y a plusieurs noyaux { P, },cy, chacun desquels laisse stationnaire la distribution 7(-).
On veut choisir le « meilleur » v € ). On le fait du style aléatoire : pour l'itération n,
on utilise le noyau Pr, ou I';, € YV dépend de I'histoire Xg,..., X, et I'g,...,I',_1. On
espere le faire d’'une maniere qui cherche une bonne valeur de v, en considérant d’autres
critéres (comme le taux d’acceptation des propositions Metropolis, etc.).

Ces algorithmes adaptatifs ne sont plus Markoviens, et en général ils ne vont pas
converger vers 7(-) (voir par exemple la présentation interactive de Rosenthal, 2004).
Mais, du point de vue positif, on a le théoreme suivant (Roberts et Rosenthal, 2006).
Définissons

M (z,y) = inf{n >1:||P)(z,-) —7()|| <€},

Théoréme 2 Pour l’algorithme adaptatif, on alim,, . [|£(X,)—7(:)|| =0, si (1) 7(-) est
stationnaire pour chaque Py individuel, et (i) lim, .o sup,ex || Pr,,. (2,-) — Pr,(z,-)| =
0 en probabilité (« Diminishing Adaptation »), et (iii) pour chaque € > 0, les valeurs
{M (X, )}, sont bornées en probabilité (« Containment »).

Pour des exemples complexes en grande dimension, on peut (Roberts and Rosenthal,
2006 ; Bai et al., 2008) parfois vérifier ces conditions et utiliser des algorithmes adaptatifs
pour bien améliorer le taux de convergence vers 7(-).
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