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Abstract

Le recours aux champs Markoviens en modélisation d’image a connu un grand
succès vu qu’ils permettent de traduire les intercations spatiales entre les niveaux
des pixels par leur graphe de voisinage. Ce dernier les fait appartenir à la classe
des modèles graphiques, dont l’utilisation s’avère de plus en plus importante dans
plusieurs domaines. Nous proposons alors, dans ce travail, d’associer les deux no-
tions : modélisation graphique et champs de Markov dans le but d’estimer le graphe
de voisinage d’un champ Markovien gaussien, pour les textures en image. En ef-
fet, en image, et pour les textures en particulier, le graphe de voisinage du champ
Markovien est supposé être périodique vu sa stationnarité. C’est la répétition de la
même période spatiale dont l’estimation permet de déduire la structure du graphe de
voisinage global. Pour ce faire, nous avons recours aux méthodes de la modélisation
graphique, tout en tenant en considération l’a priori sur la structure de tel graphe.
Nous évaluons notre estimation à l’aide des taux d’erreur introduits par Dudoit,
Land et Pollard (2004).

Abstract
Markov Random fields have found widespread use in modeling image.

They allow to describe spatial interaction between level’s pixel, by their
neighbor’s graph. Since, Markov random field is assumed to be an undi-
rected graphical model. That’s why we propose to associate these two
concepts : Markov random fields and graphical model to estimate the
neighbor’s graph of a gaussian Markov random field, for texture in im-
age. In fact, the neighbor’s graph is to be periodic since Markov random
field is to be stationary for image. It is a repetition of the same spatial
period which estimation allows to deduce the global one. For this, we
use graphical methods and we take the a priori structure of this graph
into acount. For the method evaluation, we use the error rates induced
by Dudoit, Land et Pollard (2004).

1 Introduction

Les champs Markoviens trouvent en image un vaste domaine d’application.
Le recours à ces champs a connu un grand succés en image avec Besag
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(1974), Geman et Graffigne (1996), Chalmond (2000)... En effet, ils con-
stituent un outil performant pour la segmentation d’image (Cesmeli et
Wang (2001)), la reconstruction 3D (Pellot, Bloch, Herment et Sured
(1996)) et l’analyse tomographique (Retraint, Peyrin et Dinten (1998)).
Modéliser la texture par un champ Markovien permet de traduire les in-
teractions entre pixels. Celles à considérer sont formalisées par le graphe
de voisinage dont l’étendue est quantifiée par l’ordre du champ.
En pratique, cet ordre est généralement choisi subjectivement par le trai-
teur d’image. En effet, sa détermination peut être obtenue par la sig-
nificativité des paramètres du champ. C’est l’idée de Gimel’farb (1996)
qui utilise l’analogie paramètres d’interaction du champ avec les matrices
de cooccurence. On peut aussi citer les travaux de Stan, Palubinskas et
Datcu (2002) qui utilisent une loi a priori sur les paramètres pour estimer
l’ordre du champ dans le contexte Bayésien.
Par son graphe de voisinage, un champ Markovien est aussi un modèle
graphique (Frey et Jojic (2005)) où le graphe de voisinage n’est autre
que le graphe non orienté de ce modèle. Il traduit donc les relations
d’indépendances conditionnelles entre les diverses variables du champ
Markovien.
C’est pourquoi nous proposons d’exploiter les outils de la modélisation
graphique pour extraire la structure du graphe de voisinage dans le cas
Gaussien de part son succès en image et en modélisation graphique.

2 Champ Markovien : Un modèle graphique

Soient S ⊂ Z2 une grille régulière, et (Xs, s ∈ S) un champ Markovien
prenant ses valeurs dans un espace d’états E|S|. Par définition, un tel
champ vérifie la propriété de Markov suivante : ∀ s ∈ S et ∀ x ∈ E|S|,
on a

P (Xs = xs | Xr = xr, r 6= s) = P (Xs = xs | Xr = xr, r ∈ Ns)

où Ns est l’ensemble des voisins du site s. L’étendue du voisinage du
site s permet de définir l’ordre du champ. Il est réduit aux quatre plus
proches voisins dans le cas du premier ordre, aux huit plus proches sites
pour l’ordre 2 . . . La structure du voisinage est représenté par un graphe
non orienté G = (V = S, E ⊆ S × S) dit graphe voisinage.
Pour permettre l’estimation des paramètres du champ en image, ce dernier
est supposé stationnaire. Le graphe de voisinage est alors la répétition
du même sous graphe ou période spatiale, qui traduit l’interaction entre
les niveaux des pixels. La figure 1 représente le graphe de voisinage et sa
période pour différents ordre.
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Modélisation graphique : cas des CMG
Méthodes classiques

Méthodes adaptées
Perspectives

Motivation
Texture simulée, itération 40

→ Champ markovien gaussien
Gvoisinage = (S, E ⊆ S × S)

Exemple : CMG d’ordre 1

◦

◦ ◦

◦◦
◦ s ∈ S ◦

◦

Le voisinage : Ns = {s − (0, 1), s − (1, 0), s + (0, 1), s + (1, 0)}
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Ordre 1 Ordre2 Ordre pouvant aller jusqu’à 5

Figure 1: Pour les ordres 1,2 et 5 : graphe de voisinage et une période entourée

Un modèle graphique associé à un graphe non orienté étant une
famille de probabilité sur un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , X|S|) ∈ E|S|
vérifiant

∀s, u ∈ S, if s 6∼G u ⇒ Xs⊥⊥Xu | X−su
Un champ Markov est un modèle graphique dont le graphe est le graphe
de voisinage du champ.
La mise en œuvre de l’outil champ Markovien en image par l’hypothèse
de positivité sur la mesure qui, de part le théorème d’Ahmersley-Clifford,
conduit à l’équivalence des 3 propriétés de Markov ((Guyon (1993), Lau-
ritzen 1996). .Un champ Markovien en image vérifie alors la propriété de
Markov globale par sa positivité.

3 Estimation du graphe de voisinage

La notion de périodicité du graphe de voisinage dans le cas stationnaire
a été utilisée par Eichler (2008) dans le cas unidimensionnel. Nous pro-
posons ici de l’étendre au cas bidimensionnel.
L’idée est donc de déterminer une période du graphe pour pouvoir con-
clure de la structure du graphe de voisinage du champ Markovien. C’est
pourquoi nous proposons ici d’estimer une période du graphe supposé ici
de taille maximale égale à p = 3 × 3 pixels permettant alors d’estimer
une période du graphe de voisinage d’un champ dont l’ordre peut aller
jusqu’à l’ordre 5.
On subdivise alors la texture Markovienne en n fenêtres {w1, . . . , wn} de
taille p = 3× 3. Chaque fenêtre étant choisie séparées par l’ensemble des
voisins des pixels qui la compose. Chaque (wi) est choisie séparée des
fenêtres voisines par l’ensemble des voisins de ses pixels Nwi .
Ainsi, les variables Yw = (Xw|XNw = xw) sont alors indépendantes.

Par la simplicité de mise en œuvre, nous supposons que X = (Xs,
s ∈ S) est un champ Markovien Gaussien centré. Par conséquent, pour
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chaque fenêtre w ∈ (w1, . . . , wn) le vecteur Yw est un modèle graphique
Gaussien, de moyenne nulle et de matrice de covariance Γ = 1

σ2B où B est
la matrice des paramètres d’interaction entre les pixels (Besag (1974)).
Ainsi, (Yw1 , . . . , Ywn) constitue un n-échantillon de Yw.

L’estimation du graphe du modèle correspondant aux données ex-
traites revient à tester la présence ou l’absence d’arête liant deux pixels.
La structure symétrique du graphe de voisinage d’un champ Markovien
illustre la répétition d’un même type d’arêtes pour un ordre donné. Ceci
est expliqué par la structure de la matrice des paramètres B (Guyon
(1974)). Nous nous limitons alors à tester la nullité des paramètres
du champ différents. Nous nous intéressons à des ordres du champ ne
dépassant pas 5. Nous avons donc 12 tests à effectuer.
Les méthodes d’estimation de la modélisation graphique se basent sur
des tests de vraisemblance. Pour ce faire, nous commençons par établir
son expression, en tenant compte de la forme particulière du modèle
Markovien Gaussien (Besag 1974) dont la densité jointe du vecteur Yw
s’écrit :

fYw(y) = |2πΓ|− 1
2 exp

{
− 1

2σ2

[∑
s∈w

y2
s −

∑
s∈w

ys
∑
r∈Ns

βrsyr

]}

La vraisemblance s’écrit par la suite

L(y,B, σ)) = −np
2

ln(2πσ2) +
n

2
ln det(B)

− 1
2σ2

 ∑
w∈(w1,...,wn)

∑
s∈w

y2
ws
−

∑
w∈(w1,...,wn)

∑
s∈w

yws

∑
r∈Ns

βrsywr


La statistique du test du rapport de vraisemblance suit un χ2 de degré
de liberté égale aux nombre de paramètres à tester. Nous utilisons la
méthode des tests multiples en se référant à la méthode d’ajustement des
p-valeurde Holm (1979). Cette méthode a été utilisée en modélisation
graphique pour l’approche SIN (Drton et Perlman (2007)).

4 Expérimentations

A l’aide de l’échantillonneur de Gibbs, nous simulons des textures Markovi-
ennes, en tenant compte de la condition de Dobrushin lors du choix des
paramètres du champ pour garantir d’éviter la transition de phase. Nous
adoptons, en outre, l’hypothèse des bords toriques (Guyon (1993)).

Nous appliquons la méthode proposée à des échantillons de 1000 tex-
tures de taille 64× 64 pixels, d’ordre 2 et de paramètres données dans la
figure 2.
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Texture simulée, itération 40
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Figure 4: Simulation d’un champ markovien gaussien d’ordre 2.

4.2 Calcul d’erreurs

Pour évaluer les méthodes présentées, on compare le graphe estimé au
vrai graphe déduit à partir des paramètres d’interactions définissant le
type d’arêtes existant. Pour ceci, on a recours aux taux d’apparition des
arêtes introduits par S. Dudoit, M. J. Van der Land and K. S. Pollard
[?].
On donne aussi les taux d’obtention du vrai graphe et du vrai ordre
correspondant pour l’échantillon simulé.

4.3 conclusion et discussion
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Figure 2: Simulation d’un champ Markovien Gaussien d’ordre 2.

Pour évaluer les méthodes présentées, nous comparons le graphe es-
timé au vrai graphe. Pour ce faire, nous avons recours aux taux d’apparition
des arêtes introduits par Dudoit, Land et Pollard (2004), à savoir le true
discovery rate (TDR), true positive rate (TPR), le false positive rate
(FPR) et le false dicovery rate. Nous y ajoutons le taux d’obtention du
vrai graphe TVG.
La table ci-dessous permet d’apprécier la qualité des résultats. Com-

TDR TPR FPR FDR TVG
0.963 0.993 0.024 0.037 0.818

parés à ceux obtenus par l’application brute des techniques graphiques
utilisées aux observations de Yw, l’introduction de la structure a priori
du graphe de voisinage dans la vraisemblance a permis une amélioration
sensible de l’estimation du graphe. De plus, elle a permis aussi de réduire
le nombre de tests à élaborer à celui des paramètres du champ ce qui bien
sûr diminue le temps calcul.

Bibliographie

[1] Besag, J.E. (1974), Spatial interaction and statistical analys. Remote
Sensing Technology Institute, German Aerospace Center (DLR).
[2] Pellot, C., Bloch, I., Herment, A., and Sureda, F. (1996). An attempt
to 3D reconstruct vessel morphology from x-ray projections and intravas-
cular ultrasounds modeling and fusion. Computerized Medical Imaging
and Graphics, 20(3), 119185.
[3] Cesmeli, E. et Wang, D.L. (2001). Texture segmentation using gaussian-
Markov random fields and neural oscillator networks. IEEE Transactions
on neural networks, 12(2), 394404.
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