
HAL Id: inria-00386764
https://inria.hal.science/inria-00386764

Submitted on 22 May 2009

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Apprentissage pour des processus de comptage avec
covariables

Stéphane Gaiffas, Agathe Guilloux

To cite this version:
Stéphane Gaiffas, Agathe Guilloux. Apprentissage pour des processus de comptage avec covariables.
41èmes Journées de Statistique, SFdS, Bordeaux, 2009, Bordeaux, France, France. �inria-00386764�

https://inria.hal.science/inria-00386764
https://hal.archives-ouvertes.fr


Apprentissage pour des processus de comptage
avec covariables
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1. Abstract. We consider the problem of estimation of the intensity of counting process
with covariates. For this model, we introduce an empirical risk, and provide risk bounds
for estimators obtained by minimization of this empirical risk. To that end, we derive
Bernstein’s deviation inequalities and maximal inequalities using the generic chaining
mecanism, which was introduced by Talagrand (2005). We give also an oracle inequality
for the popular algorithm of aggregation with exponential weights. This provides a way
of constructing estimators that are adaptive to the smoothness and to the structure of
the intensity. We prove that these estimators are adaptive over anisotropic Besov balls,
and that the rates are minimax.

1. Résumé. Nous cherchons à estimer l’intensité d’un processes de comptage avec covari-
ables. Nous proposons un risque empirique naturellement associé à ce modèle, et montrons
des bornes pour l’erreur des estimateurs obtenus par minimisation de ce risque empirique.
Pour ce faire, nous obtenons des inégalités de Bernstein et des inégalités maximales en
utilisant le châınage générique introduit par Talagrand (2005). Nous proposons également
une inégalité d’oracle pour l’algorithme d’agrégation avec poids exponentiels. Cela four-
nit une stratégie permettant de construire des estimateurs adaptatifs en la régularité de
l’intensité, et en sa structure. Nous montrons que ces estimateurs sont adaptatifs sur des
espaces de Besov anisotropes, et que les vitesses obtenues sont minimax.

2. Le modèle. Soit N un processus de comptage marqué adapté à une filtration (Ft)
avec compensateur Λ par rapport à (Ft), de sorte que

N − Λ = M, (1)

où M est une (Ft)t≥0-martingale locale. Nous considérons le modèle à intensité multi-
plicative d’Aalen:

Λ(t, X) =

∫ t

0

α0(t, X)Y (s)ds, for all t ≥ 0 (2)

où X est un vecteur de covariables dans R
d supposé F0-mesurable, dont la loi est à support

compact, le processus Y est prévisible positif et borné, et α0 est la fonction d’intensité
du processus, supposée déterministe, positive et bornée. Nous cherchons à estimer α0 à
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partir de l’observation d’un n-échantillon (Xi, N
i(t), Y i(t) : 0 ≤ t ≤ 1) de même loi que

(X, Y (t), N(t) : 0 ≤ t ≤ 1) (on observe les trajectoires à horizon fini) pour i = 1, . . . , n.
Plusieurs exemples, importants en pratiques, sont des cas particuliers du modèle con-

sidéré ici. Les trois principaux sont les suivants :

• Données censurées : Soient T et C des variables aléatoires réelles, X un vecteur
aléatoire de covariables dans R

d, de fonctions de répartitions respectives FT , G
et FX . On suppose que l’on observe pas T directement, mais que l’on observe
n copies i.i.d. (TC

i , δi) de la variable censurée TC := T ∧ C et de δ = I(T ≤
C) qu’on appelle l’indicateur de censure. Dans ce cas, les processus à considérer
(voir e.g. Andersen et al. (1993)) sont donnés par N i(t) = I(TC

i ≤ t, δi = 1) et
Y i(t) = I(TC

i ≥ t), pour i = 1, . . . , n. On suppose que l’hypothèse dite faible en
censure est satisfaite : T et C sont indépendantes conditionnellement à X. Dans
ce cas, l’intensité α0 est égale au risque instantané conditionel de T sachant X = x,
donné par α(t, x) = fT |X(t, x)/(1− FT |X(t, x)), où fT |X est la densité et FT |X est la
répartition conditionnelle de T sachant X.

• Processus de Poisson avec covariables : Soient ηi, pour i = 1, . . . , n, des
processus de Cox sur R+ avec mesure moyenne Λi(t) =

∫ t

0
α(t, Xi)dt. Dans ce cadre

le processus Y est constant p.s. et égal à 1.

• Processus de Markov : Soit un n-échantillon d’un processus de Markov inho-
mogène P 1, . . . , P n avec espace d’états fini {1, . . . , k} et soit αjl l’intensité de la
transition de l’état j à l’état l. Pour l’individu i avec covariable Xi, N i

jl(t) compte
le nombre de transitions directes de l’état j à l avant l’instant t (on peut également
ajouter une censure à droite dans ce cadre). Conditionnellement à l’état initial, le
processus de comptage N i

jl vérifie le modèle d’Aalen à intensité multiplicative décrit

plus haut, avec N i
jl(t) =

∫ t

0
αjl(s, Xi)Y

i
j (s)ds + M i(t), où Y i

j (t) = I{P i(t−) = j},
voir Andersen et al. (1993) ou Jacobsen (1982).

4. Un bref aperçu des résultats. Nous considérons des estimateurs basés sur la
minimisation du risque empirique suivant :

Rn(α) :=
1

n

n
∑

i=1

∫ 1

0

α(t, Xi)
2Y i(t)dt − 2

n

n
∑

i=1

∫ 1

0

α(t, Xi)dN i(t), (3)

qui est la version empirique du risque théorique

R(α) = E

[

∫ 1

0

(α(t, X)2 − 2α(t, X)α0(t, X))Y (t)dt
]

= ‖α − α0‖2 − ‖α0‖2,
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où ‖ · ‖ est la norme pondérée

‖α‖2 :=

∫

Rd

∫ 1

0

α(t, x)2
E[Y (t)|X = x]dtPX(dx).

Le risque d’excès R(α) − R(α0) s’écrit donc R(α) − R(α0) = ‖α − α0‖2. Il est alors
naturel de considérer un minimiseur de Rn(·) pour estimer α0. On fixe donc un ensemble
A ⊂ L2 ∩ L∞ (appelé souvent sieve) et on considère

ᾱn ∈ argmin
α∈A

Rn(α).

On propose alors une borne pour E
n‖ᾱn − α0‖2. On utilise pour cela la décomposition

Rn(α) − Rn(α0) = ‖α − α0‖2
n − 2√

n
Zn(α − α0),

où ‖ · ‖n est la norme empirique

‖α‖2
n :=

1

n

n
∑

i=1

∫ 1

0

α(t, Xi)
2Y i(t)dt,

et Zn le processus empirique

Zn(α) =
1√
n

n
∑

i=1

∫ 1

0

α(t, Xi)dM i(t),

où M i sont les copies indépendantes de l’innovation martingale de (1). On a donc besoin
d’une inégalité maximale pour le processus empirique Zn(·). On montre que l’inégalité
suivante (de type Bernstein) est vérifiée :

P
n
[

Zn(α) > δ
√

2x +
‖α‖∞x√

n
, 〈Zn(α)〉 ≤ δ2

]

≤ exp(−x), (4)

où 〈Z〉 est la variation prévisible de Z et ‖α‖∞ := sup(t,x) |α(t, x)|. Cela permet d’en
déduire, en utilisant le châınage générique de Talagrand (2005), l’inégalité maximale

E
n
[

sup
a∈A

Zn(a)
]

≤ L
(

γ2(A, ‖ · ‖) +
1√
n

γ1(A, ‖ · ‖∞)
)

, (5)

où la fonction γν(A, ‖ · ‖) est une mesure de la complexité de A, qui est une alternative
(et une amélioration dans certains cas) à l’intégrale de Dudley, puisque l’on a :

γν(A, ‖ · ‖) ≤ L

∫ diam(A,‖·‖)

0

(log N(A, ε, ‖ · ‖))1/νdε, (6)
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où log N(A, ε, ‖ · ‖) est l’entropie métrique de A. On peut également utiliser la méthode
dite de troncation adaptative, utilisant l’entropie à crochet, due à Ossiander (1987), per-
met d’enlever le terme en γ1 de l’inégalité maximale précédente (et qui provient du régime
sous exponentiel de l’inégalité de Berstein (4)). On a en effet

E
n
[

sup
a∈A

Zn(a)
]

≤ Lγ[](A), (7)

où γ[] est la version à crochet de la fonction γ. Pour montrer une borne pour E
n‖ᾱn−α0‖2,

il suffit alors d’utiliser la méthode dite de localisation, qu’on appelle aussi peeling (voir
par exemple Massart (2007)): on suppose que pour tout δ > δmin et toutes les boules
Aδ := {a ∈ A : ‖a − a0‖2 ≤ δ} avec a0 ∈ A, on a :

E
n
[

sup
a∈Aδ

Zn(a)
]

≤ Lϕ(δ),

où ϕ : R
+ → R

+ est une fonction croissante et continue. Cette hypothèse est facilement
vérifiée pour des ensembles A de dimension finie, ou des boules d’espaces fonctionel usuel
(comme des espaces de Besov), pour lesquelles on peut produire des recouvrement pour
la norme ‖ · ‖∞, et donc majorer les fonctions γ des boules Aδ. Si ϕ−1 est strictement
convexe et est telle que δ 7→ ϕ(δ)/δ est décroissante, on arrive alors a la borne suivante
pour l’ERM :

E
n‖ᾱn − α0‖2 ≤ inf

α∈A
‖α − α0‖2 + ϕ−1∗

( L√
n

)

∨ δmin,

où ϕ−1∗ est la conjuguée convexe de l’inverse de ϕ. Une borne similaire est proposée
dans le cas où A est de dimension finie. Ce résultat permet de retrouver, lorsque A est
une boule d’un espace fonctionnel (ou lorsque A est de dimension finie) les vitesses de
convergence usuelles, après résolution du problème de biais-variance (voir Cucker and
Smale (2002) par exemple).

Nous utilisons ensuite les outils présentés précédemment pour montrer une inégalité
d’oracle pour l’algorithme d’agrégation avec poids exponentiels. Cela nous fournit une
stratégie pour construire des estimateurs adaptatifs en la régularité de α0, et adaptatifs
en sa structure. En effet, un avantage de l’agrégation est que la famille d’estimateurs que
l’on agrège est presque arbitraire. On peut donc agréger des estimateurs purement non-
paramétriques, et des estimateurs qui travaillent sous une hypothèse semi-paramétrique,
du type single-index par exemple. Cela permet de réduire la dimension, lorsque cela
est possible (quand le risque empirique des estimateurs travaillant sous cette hypothèse
est faible). Les résultats d’adaptation en la régularité sont établis sur des classes de
Besov anisotropes, puisque la fonction d’intensité α0 a typiquement des comportements
très différents dans la direction temporelle t et dans la direction x correspondant aux
covariables (on peut penser au modèle de Cox par exemple).

5. Un bref état de l’art sur les processus de comptage. L’estimation non-
paramétrique de

∫ t

0
α0(s)ds a été initié par Beran (1981). Stute (1986), Dabrowska (1987),
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McKeague and Utikal (1990) et Li and Doss (1995) ont étendu ces résultats. L’estimation
semiparamétrique de α0 a débuté avec Cox (1972), nous nous référons à Andersen et al.
(1993) pour une présentation détaillée de la litérature concernant l’estimation dans ces
modèles non-paramétriques. Nous citons également Huang (1999) et Linton et al. (2003)
pour des développement récents.

Dans Antoniadis et al. (1999) et Brunel and Comte (2005) sont proposées de nouvelles
méthodes d’estimation pour le modèle de régression avec données censurées, comme le
seuillage d’ondelettes et la selection de modèle. L’estimation adaptative de la densité
conditionnelle en présence de censure a été considérée dans Brunel et al. (2007).

L’estimation nonparamétrique de l’intensité d’un processus de Poisson (sur des espace
généraux) par sélection de modèle a été étudiée dans Reynaud-Bouret (2003) et Baraud
and Birge (2008), et par seuillage dans des bases d’ondelettes par Reynaud-Bouret and
Rivoirard (2008).

Les trois papiers suivants proposent différentes stratégies pour l’estimation de l’intensité
d’un processus de comptage sans covariables. Ramlau-Hansen (1983) propose un esti-
mateur à noyaux, Grégoire (1993) étudie des moindres carrés avec cross-validation, et
plus récemment, Reynaud-Bouret (2006) a étudié l’estimation adaptative par sélection de
modèles. Enfin, nous avons construit dans Comte et al. (2008) des estimateurs adaptatifs
de l’intensité α0 dans le modèle (1), (2) par sélection de modèles.
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