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Loi du temps de franhissement d'un seuil par unproessus gammaCh. Paroissin1 & A. Salami2
1 Université de Pau et des Pays de l'Adour, Laboratoire de Mathématiques et de leurs Appliations -UMR CNRS 5142, Avenue de l'Université, 64013 Pau edex, Frane, paroiss�univ-pau.fr
2 Université de Pau et des Pays de l'Adour, Laboratoire de Mathématiques et de leurs Appliations -UMR CNRS 5142, Avenue de l'Université, 64013 Pau edex, Frane,ali.salami�univ-pau.frMots-lés : Fiabilité - qualitéRésumé. On onsidère le proessus gamma omme modèle de dégradation. Le tempsde franhissement d'un seuil déterministe ou aléatoire est étudié. Dans le premier as, laloi est aratérisée de manière exate. Dans le seond as, on propose d'approher le asgénéral par elui où le seuil est aléatoires de la loi donnée par un mélange de lois d'Erlang.Abstrat. We onsider the gamma proess as a degradation model. The hitting timeof a deterministi or random level is onsidered. In the �rst ase, the distribution is givenexpliitely. In the seond ase, we propose to approximate the general ase by onsideringmixtures of Erlang distributions.1 Introdution et modèleLe proessus gamma est un des proessus stohastiques les plus utilisés en �abilitépour modéliser la dégradation d'un système. On rappelle la dé�nition de e proessus [6℄.Soit ξ ∈ R

+ et η = (ηt)t≥0 une fontion réelle stritement roissante et nulle en zéro. Ondit que (Dt) est un proessus gamma si et seulement si : (1) D0 = 0 ; (2) ses aroissementssont indépendants ; (3) ses aroissements sont de loi gamma. Plus préisément, pour tout
t et δ, Dt+δ −Dt est une variable aléatoire de loi gamma de paramètres (ξ, ηt+δ −ηt). Ceiimplique que toutes les marginales de e proessus sont aussi de loi gamma : pour tout
t ≥ 0, la densité de Dt est :
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e−x/ξ1R+(x) ,où Γ(·) est la fontion gamma. Le as où η est linéaire, ηt = αt, est elui le plus souventonsidéré dans la littérature. En e�et, dans e as, le proessus (Dt) est à aroissementsstationnaires : pour tout t et δ, Dt+δ −Dt et Dδ ont même loi. Alors (Dt) est un proessus1



de Lévy. Ce as partiulier permet d'e�etuer de nombreux aluls. Quelques as non-linéaires sont également onsidérés. Le plus fréquent des as non-linéaires est elui où
η est une fontion puissane, i.e. de la forme ηt = αtβ. Pour e modèle, β est souventonsidéré omme onnu lors de l'estimation des paramètres. Lawless and Crowder [4℄ ontpar ailleurs onsidéré une autre as non-linéaire en hoisissant la ourbe de Paris-Erdoganpour ηt modélisant la propagation d'une �ssure.2 Temps de franhissementLa panne d'un système est souvent onsidérée à travers le proessus de dégradation.Dans e as, on suppose en général que le système est en panne dès que le niveau dedégradation dépasse un ertain seuil. On onsidère ii deux as : le premier où le seuil estdéterministe et le seond où le seuil est aléatoire.3 Cas d'un seuil déterministeSoit c une onstante stritement positive au seuil ritique de dégradation. On onsidèrealors la variable aléatoire Tc dé�nie par :

Tc = inf {t ≥ 0 ; Dt ≥ c} .Puisque le proessus (Dt) est à trajetoires roissantes, on a :
∀t ≥ 0 , P[Tc > t] = P[Dt < c] .Le résultat i-dessous généralise elui de Park et Padgett [5℄ :Proposition 1 Supposons que la fontion η est dérivable. Alors, la densité de Tc est :
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2F2(ηt, ηt; ηt+1, ηt+1;−c/ξ) ,où Ψ est la fontion digamma, Γ(·, ·) la fontion gamma inomplète supérieure et 2F2 lafontion hypergéométrique généralisée d'ordre (2, 2).3.1 Cas d'un seuil aléatoireDepuis l'artile d'Abdel-Hameed [1℄, plusieurs auteurs ont onsidéré le problème dutemps d'atteinte d'un seuil aléatoire C. Partant de la proposition préédente, il est failede aluler la fontion de répartition de TC lorsque C est une variable aléatoire de loiexponentielle de paramètres ρ : 2



Proposition 2 La densité de TC est :
fTC

(t) = η′
t(1 + ρξ)−ηt log(1 + ρξ) .Ce résultat a été démontré par Frenk and Niolai [3℄ par une autre tehnique. Lesaluls ne sont pas aussi simples dans le as général. Cependant il est possible d'approherla loi de C par une loi de type phase, par exemple par un mélange de lois d'Erlang. Onrappelle que l'ensemble des mélanges de lois d'Erlang est dense dans l'ensemble des loisà valeurs dans R

+ [2℄. Il est alors faile de montrer la onvergene en loi des temps defranhissement. On a le résultat suivant pour le mélange de lois d'Erlang :Proposition 3 Supposons que la loi de C est elle d'un mélange de lois d'Erlang de laforme :
∀x ∈ R+ , fC(x) =
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e−ρx ,ave (p1, . . . , pn) tel que p1 + · · · + pn = 1 et pi > 0, ρ > 0 et k1, . . . , kn > 0. Alors lafontion de répartition de TC est :
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