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Estimation de la densité spectrale d’un champ
aléatoire stationnaire continu par échantillonnage
poissonnien

Simplice Kouadio KOUAKOU, Dominique DEHAY
Université de Rennes 2 -Haute Bretagne, Equipe de Statistique IRM AR
Place du Recteur Henry Le Moal, CS 24307, 35043 Rennes cedex

Résumé: Dans ce papier, nous étudions 'estimation de la densité spectrale d’'un champ aléatoire
stationnaire continu a ’aide d’un échantillonnage poissonnien. Sous certaines conditions de régularité sur
les cumulants d’un tel champ, nous construisons un estimateur de sa densité spectrale et nous établissons
la consistance en moyenne quadratique et la normalité asymptotique de celui-ci.

Abstract: In this paper we study the estimation of the spectral density function of a continuous station-
ary random field from Poisson sampling. Under regularity conditions on the cumulants of the field we
establish the quadratic consistency and the asymptotic normality of the spectral density estimator.

Mots-clés: Estimation, densité spectrale, champ aléatoire stationnaire, échantillonnage poissonnien, con-
sistance en moyenne quadratique, biais, normalité asymptotique.

1 Introduction

On considére un champ aléatoire stationnaire centré & valeurs réelles X = {X(s,t) : s,t € R}, de moments
d’ordre 2 finis et de fonction de covariance continue Cy : (u,v) — E{X(s,t)X (s + u,t + v)} € Li(R?).
On se propose d’estimer sa densité spectrale fx (A, a) = ﬁfm Cx (u,v)e~Me~ i dydy, 3 partir
d’observations discretes {X(7y,v;) : k> 1,5 > 1}, ou {7} et {v;} sont des processus de Poisson. Ce
probléme a été étudié par Lii et Masry (1994) pour des processus stationnaires indexés par R. Nous
adoptons leur méthode au cas bi-dimensionnel.

Notre papier se présente comme suit. Dans la section 2, nous étudions le probleme d’échantillonnage du
champ X. Ensuite, dans la section 3, nous définissons un estimateur de fx (A, «), et dans la section 4,
nous établissons respectivement la consistance en moyenne quadratique et la normalité asymptotique de

cet estimateur.

2 Préliminaires et Hypotheses

Soient 7 et v deux processus de Poisson indépendants entre eux, et indépendants du champ X. Soit Ny
(resp. N3) le processus de comptage associé & 7 (resp. v) et 81 = E{N1(]0;1])} (resp. B2 = E{N>(]0;1])})
I'intensité moyenne du processus 7 (resp. v).

Soit Z le processus échantillonné défini par : Z(s + ds,t + dt) = X (s,t)N1(s + ds)No(t + dt) et pz la
mesure o-finie définie par : pz(du, dv)dsdt = Cov{Z(s+ds,t+dt), Z(s+u+du,t+v+dv)}, out Ni(s+ds)
est le nombre de 7 dans |s, s + ds] et No(t + dt) le nombre de v; dans J¢,t + dt].



La densité spectrale, notée fz(\, a), du processus Z est définie par :

1 —iA\u ,—i0v
fz(A\ @) = (27T)2/R26 e pz(du, dv).

Nous déduisons que, fx (A, a) 6262 fz(\ @) — mle( ) — mf% (@) + @25 Cx (0,0),

Oule( ) M"—ﬂl ( )7 ( ) MJ’_BQ ( )7
= 5 [ Cx(u,0) 71)‘“du et f ( = o [ Cx(0,v)e~ " dv.

Les hypotheses

Hypothese 2.1 Soit W une fonction réelle continue paire et positive, satisfaisant les conditions
suivantes : W € L1 N Loo, [ W(A)dA=1 et w(u) := [, W YeAud\ € L.

Hypothese 2.2 Soit K > 2. Pour tout k = 2, ...,K, et tout j=1,....k—1,

/R%J(l + [us) (1 + [vj)) ‘C%“)((ul;vl), (u2;v2), .oy (Uk—1;VE-1))

duy...dug_1dvy...dvg_1 < +00,

ol C’g?) est le cumulant d’ordre k de X.

3 Définition de ’estimateur de la densité spectrale

Un estimateur de la densité spectrale fx (A, @) est défini comme suit :

—~ 1 1
ANa) = A« + 0,0
Fehve) = 5 Frl00) = g P ) = 55 Fra(0) + G Ox(0.0),
ou
~ 1 T T> 5
Cx(0,0) = 7/ X=(s,t)N1(s + ds)No(t + dt),
x(0,0) BT T, ; (s, 1) N1 ( )N ( )
j?z()\,oz) = / Wi, (A = w)Wr, (o — v) Iy, 1, (u, v)dudv,
> 2
Fa = [ Wil Fale) = [ Wala— o1l @),
) = 1/T2 gz, (A2 No(t +dt), I, (o) = 1/T1 \dz.1, (s, @) > Ny (s + ds)
Ty, T> = 27‘(‘52T1T2 0 Z,Th ) 2 T, T 27‘(‘51T1T2 0 Z,To\ 5, 1 )
T, Ty R 2
I - X —iXs g—ito £y N.
11 (A @) BV / (s,t)e e 1(s + ds)Na(t + dt)
T . T> )
dzr,(\t) = X(s,t)e "™ Ny (s + ds), dzm,(s, o) = X (s,t)e " No(t + dt)
0 0
1 u
Wr,(u) = —W () , avec by, — 0 lorsque T — oo.
br, br,

A partir des observations {X (7%, Vj)}1<k<N(T1) 1<j<N(Ty) Lestimateur de la densité spectrale s’écrit sous
la forme : o o
R N(T1)  N(Ts) N(Ti) N(Tb)
PO = s 3 Y D Kl e N
(2 ) T1T2ﬂ1ﬁ2 k=1,k#m j=1,j#n m=1 n=1

xw [bry (T — Tm)] w [br, (v — vn)] .



4 Propriétés de 'estimateur

4.1 Consistance en moyenne quadratique

Théoréme 4.1 On suppose que X est un champ aléatoire stationnaire centré & valeurs réelles dont la
fonction d’autocovariance Cx € Li(R?) satisfait les conditions suivantes : uCx (u,0), vCx (0,v) € Li(R).
Alors, Uestimateur fx (X, «) de la densité spectrale est asymptotiquement sans biais.

Corollaire 4.1 On suppose les hypothéses du théoréme 4.1 satisfaites.

Soit N un entier naturel non nul tel que :

(i) uFvN Cx (u,v) € Ly (R?), u™MvPCx (u,v) € Ly (R?), pour k,p=0,1,..., N,

(i4) w(.) est N-fois différentiable, avec w™N)(.) bornée et continue.

Alors,

E {fX(A,a)} = fx(ha)+

3 (ibg, )" (ibr,)Pw™ (O)w (0) — d*+»

Fipl @)@y )

(k,p)EAY
(le) +0(bT2) + 0 < ! ) +O( 12> , ou Ay =10,..,N]x[0,....,N]\{(0,0)}.

Comme w((0) = 0, le biais de fX()\ «) s’écrit :

b, w®(0) & b7,w®(0) & b, b7, [ ()] 9*
B AR T I A 4 (02)2(dy)

+0(b2T1) +0(sz) +O< >+O (7{2>

Théoréme 4.2 On suppose les hypotheses 2.1 et 2.2 satisfaites avec K = 4, et by, — 0 tel que Tjbr;, — 0o
( =1,2). Alors, pour tous A1, A2, a1, aa, on a :

biais {fx()\,a)} = 5 fx(A @)

~ R .
cor {fX()\h al)’ fX()\% a2)} - #b)j“ﬂzle()\l’ al) [6>‘1 )\25!11 as T 5)\1 )\2 ay,—az </ 2 du>
17142M1 W
1 ) ,
+27rﬂil ST Tobr, F7, (A1) X (0a; a0+ 0a;,—2y) X /RW (u)du
1 ) ,
2733 AT, Tobr, 5(1 a2 50(1 —Qo d
+2nﬁfﬁgT1T2bT2 [2,(@1) X (Bay a5 + 0ar,—as) X /RW (u)du

+O<1)+O<1>+0<1 >+o b
Ty Ty Tobr, b, TyTor/br,br, |

4.2 Normalité asymptotique
On pose C,, (RT, 10;1]) = {9 € C(R"): 0 < g <1, lim,;_, 1 g(x) = 0}, ot C(R™) est Pensemble des fonc-
tions réelles continues et définies sur R™ = [0; +o0].

Théoréme 4.3 On suppose que les hypothéses du théoreme 4.2 sont satisfaites et que

Ty — br,, To — by, € C, (R1,]0;1]) telles que c;Ty + 2T = o (ﬁ), pour tous réels positifs c1, co.
Alors, pour tous A1, Ao, a1, Qa, on a :

(2m)?
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X (/R W2(u)du)2 +0o(1)+ 0 (\/ﬁ) (4.1)

T1T5br, by, Cov {J?X()\ly ar), J?X()\z, az)} = F2(A1, 1) [6x; 20001 a0 + Oa1.—Aa0ar . —an)



Théoréme 4.4 On suppose que les hypothéses du théoréme 4.3 sont satisfaites et que pour j = 1,2,

. n
by, = O (ijﬂ“), avec% <; < 1. Alors, les variables {(Tnglesz) {fX(/\z,ozz) — {fX iy @) }} :1}
sont conjointement, asymptotiquement normales de moyenne nulle et de covariances données par (4.1).

Remarques :
=7 1

e Pour by, = O (T{”),j =1,2,ona: c1Ti+cTr =0 (ﬁ) si et seulement si T}, ? << Tp << T} 72.

e Si w(2)(0) = 0, alors le théoreme 4.4 de normalité asymptotique est encore valable lorsque I’on remplace

B{Fx(h,0i)  par fx (Ais a2):

5 Discussion et exemple
(i) On suppose les hypotheéses du corollaire 4.1 satisfaites pour N > 2. Alors la vitesse de convergence de
Pestimateur de la densité spectrale est : 77~ 7527,

(ii) Si fxp()\, «) est estimateur classique de fx (A, &) pour les observations { X (s,¢) : 0 < s < T7,0 <t < Th},
alors fx ¢(\, @) a le méme biais que fx (A, @) et sa variance est (Parzen, 1967) :

. @22, ( / ) )2 ( 1 ) 1
Var A @ ———— 5 (N, @) (1 + dp.A00.0 Wo(wdu | ol =———]4+0| ———— | .
{Freta} = oo R a) (L doadoa) (| 7 () T TN
En remarquant que Vp(\ «) = ﬁf%()\,a) > f2(\, ), pour tout (A, ), la comparaison en moyenne
172

quadratique de ces deux estimateurs peut étre faite & ’aide du coefficient d’approximation :

Ve(A, a) X\ a)

K\ a):= Vp(ha)

Il est clair que 0 < K (A, @) < 1, pour tout (A, ).

Comme exemple, considérons le champ : X (s,t) = X;(s)X2(t), ot X; et Xy sont deux processus station-
naires centrés indépendants, de fonctions d’autocovariance respectives C (u) = ore=P1lul et

Cy(v) = o3e 72l avec p; > 0, py > 0. On vérifie que :

2 2
P1P20710
fX()‘aa) 12

(3 + V) + %)’

o102\4 p1p2 1 1 P P2
) = () Gt s 3 e A}
et que Vp(\, @) > f2(\, ).
La figure 1 illustre I’écart relatif en moyenne quadratique des estimateurs j?Xg(/\, a) et fx (A, ) pour
pr=pa=m, 01 =03 =1, (\a)€[-10;10]? et 3 valeurs respectives (0.4,0.5), (1,5) et (7,9) de (81, 2).
Elle montre aussi que 1'on a une meilleure approximation de la densité spectrale fx (X, ), lorsque les
intensités moyennes (31 et B2 ont de grandes valeurs.

Annexe

Preuve du théoreme 4.1

Grace a 'hypotheése 2.2, nous montrons que :

1
(27T)2T1T2 [<

E(Ir, (A o) =

2m)* i Tafz(N\ a) + O(1)] = fz(\, @) + O <T11T2) -



Nous montrons aussi que :

B{fa} = /W VA leu)du—&-O(;l) {Falo /W )iz — by )du+o(T12)

T

E{OX(O,O)} - m/ [ Ox(0.0)p1adsdt = Cx (0,0).

Le résultat s’obtient en utilisant le théoreme de convergence dominée.

Preuve du corollaire 4.1

En réécrivant E {fX(A, a)}, on obtient

{ Fx(\, a)} (2717) / e~ =iy (b 1 )w(bpy 1) Cx () drdl + O ( 11) +0 ( é)

Le résultat s’obtient en développant w(t) en séries de Taylor avec reste intégral.

Preuve du théoréme 4.2
Cov {J/C\X(/\lval)>fX(/\2702)} =30 Ji, ot

Ji = ﬁfﬁz Cov {fZ(Al,Oél)J?Z()\z,O@)}

B (2m)2 / ) 1 1
- TlTQle bT2 4 4fZ()‘13 al) [5)\1 )\26011 [o + 5)\1 )\2 aq, foz2 W du + o TlTQle sz + O T1T2 )

Jo = e )gﬁQCov{le(M)afZl()Q)}

— ; 2 2 1 1 i
= 27rﬂilﬂ§T1Tngl le()\l) X (5,\1,)\2 +5,\1,_)\2) X /RW (u)du+0 <T1T2le> + O (T1T2) + O (Tz) ,

o~

1 ~
J11 = WOOU{JCZQ(QI))JCZ2(O‘2)}

1 ) ) 1 1 1
= — - Oar.an T Ocs—a W*(u)d 0 O~
AT Toon, 72 (1) X Var.az + 0ay,—az) /R (w)du +o (TlTQbT) - (T1T2> " <T1)
1 ~ 1
e = b Ve (Ex0,0)) =0
16 emigs x(0.0) <T1T2>
et, grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que Wr, € Ly,

_ 1 _ 1 = 1 = ;
2 =0(rr i ) 9= 0 (s ) 9= 0 (g ) 9= © (o)

_ 1 - 1 = ; = ;
J7_O<m2\/m>’ JS_O(%)’ J9_O<W)’ Jlo_o(m

_ 1 - 1 = L = -
J12—O(M)>J13—O(W>’J14_O<M>’Jl5_O<T1T2 \/ b1y

Preuve du théoréme 4.3

Pour prouver ce théoreme, il suffit de remarquer que

1 9 9 1
2”6% 32122b11 fZl( 1) . ( Az A /\2) x /R (U) “ © <1112b11b12> ’



1 9 1
—_— a1) % (9, + 0oy —an) X / Wiwdu = o ————]),
2Wﬂfﬂ§T1szT2 fZQ( 1) ( a,02 oy, a2) R ( ) Ty Tobr, br,
et que pour tous réels positifs ¢1, ¢z, on a ClT%j‘I?;B =0 (T1T2b1T1 bT2) ,car a1 +cTs =o (ﬁ).

Preuve du théoreme 4.4
On vérifie que : Cov {fzj()\), fij (a)} =0 (ﬁ), pour j = 1,2. Donc pour montrer ce théoréme, il

suffit de montrer que tous les cumulants croisés d’ordre k > 3 de { T\ Toby, br, fz(/\j, O[j)} X tendent

geaey

vers zéro lorsque 17, Tb — o0.
En utilisant les étapes de la preuve du théoreme 4.1 de Lii et Masry (1994) nous obtenons, pour k > 3

(T1T25T15T2)§Cum {fZ(/\la a), s f2(Ak, ak)}

kE_q kE_q k—2
) b bro \ ® 1 \? . InT,InT.
:o((T1T2)1—5>+o 91,912 +0 (br,br,) 52T InTs | + ... + O (In Ty In 2)b_ ,
T\ Ty T (T1T2bT1 sz)2 '

qui tend vers zéro, car by, = O (T;W) et < <1
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Figure 1: Coefficient d’approximation K pour 3 valeurs de (81, 52).



