
HAL Id: inria-00386680
https://inria.hal.science/inria-00386680

Submitted on 22 May 2009

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Sur les applications de la famille des lois Gaussiennes
inverses en fiabilité.

Noureddine Saadia

To cite this version:
Noureddine Saadia. Sur les applications de la famille des lois Gaussiennes inverses en fiabilité.. 41èmes
Journées de Statistique, SFdS, Bordeaux, 2009, Bordeaux, France, France. �inria-00386680�

https://inria.hal.science/inria-00386680
https://hal.archives-ouvertes.fr


Sur les applications de la famille des lois Gaussiennes

inverses en fiabilité
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1 Introduction

La distribution Gaussienne inverse (IGD) tire son nom du fait qu’elle établit une relation avec la
distribution normale. L’IGD est introduit la première fois par Schrodinger en 1915 [Seshadri 1993].
Il est bien reconnu que l’IGD a plusieurs applications intéressantes en biologie, économie, cardiologie,
hydrologie, démographie, finance, linguistique, etc. Pour plus de détails sur l’IGD, voir par exemple
[Seshadri 1993], [Seshadri 1999], [Chhikara and Folks, 1989], [Voinov and Nikulin 1993]. L’IGD s’est
avérée très concurrente à la distribution de Weibull, Weibull généralisée, ainsi qu’à la distribution
log-normale.
Nous étudions des possibilités (perspectives) d’applications de l’IGD en fiabilité, et en particulier,
la validations des modèles basés sur l’IGD.

2 Propriétés et Caractérisation

Soit X = (X1, X2, · · · , Xn)T un n-échantillon, i.e: n varibles aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distributées (iid), on dit que Xi suit la distribution Gaussienne inverse (et on note
Xi ∼ IG(µ, λ)) si sa fonction de densité est définie par:

f(x, µ, λ) =
(

λ

2πx3

) 1
2

exp{−λ(x− µ)2

2µ2x
}, x ≥ 0, µ > 0, λ > 0.

où µ est la moyenne et λ est le paramètre de forme.
Cette fonction est unimodale. On peut démonter que

E(Xi) = µ , V ar(Xi) =
µ3

λ

3 Estimation des paramètres

La fonction de vraisemblance L(X, θ), avec θ = (µ, λ)T de l’échantillon X = (X1, X2, · · · , Xn)T est
donnée par la formule suivante:

L(X, θ) =
n∏

i=1

f(Xi, θ) = λ
n
2 (2π)

n
2

n∏
i=1

X
− 3

2
i exp

(
n∑

i=1

−λ(Xi − µ)2

2µ2Xi

)

Posons: V =
∑n

i=1(X
−1
i −X

−1
) donc, Les estimateurs du maximum de vraisemblance (MV) de µ

et λ sont: µ̂ = X

λ̂ =
n∑n

i=1(X
−1
i −X

−1
)

=
n

V
(1)
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Les estimateurs sans biais de variance minimale de µ et λ sont respectivement:µ̂ = X

λ̂ =
n− 1

V

Notons que pour la famille IG(µ, λ), les statistiques X et V sont indépendantes, et que T =
(
X,V

)T
est une statistique bidimensionnelle exhaustive minimale et complète, voir par exemple [Voinov and
Nikulin 1993], [Seshadri 1993].

4 Tests d’adéquation pour l’IGD

Considérons le problème de tester l’hypothèse H0 selon laquelle la distribution de X = (X1, X2, · · · , Xn)T

vérifie:
H0 : P (Xi ≤ x) = F (x, θ).

où F (x, θ) est la fonction de distribution de l’IGD.
Divisons la droite réelle en r intervalles : I1, I2, · · · , Ir mutuellement disjoints, par les poits:

0 = a0 < a1 < · · · < ar−1 < ar = +∞.

Groupons l’échantillon X = (X1, X2, · · · , Xn)T , nous obtenons le vecteur de fréquences ν = (ν1, ν2, · · · , νr)T .

Supposons que: pi =
∫ ai

ai−1
f(x, θ)dx, i = 1, 2, · · · , r

et désignons par Xn(θ), le vecteur de composantes
νi − npi√

npi
, i = 1, 2, · · · , r.

L’information de Fisher de l’échantillon X est:

In(θ) = ni(θ) =
(

nλ
µ3 0
0 n

2λ

)
.

Considérons la statistique de Rao-Robson-Nikulin ([Rao-Robson 1974], [Nikulin 1973], [Drost
1988])

Y 2
n (θ̂n) = X2

n(θ̂n) +
1
n

lT (θ̂n)(i(θ̂n)− J(θ̂n))−1l(θ̂n).

Avec

J(θ) = B(θ)T B(θ) est l’informationde de Fisher du vecteur de fréquences ν, où

B(θ) =


b11 b12

b21 b22

...
...

br1 br2

 ; bi1(θ) =
1
√

p
i

∂pi

∂µ
, bi2(θ) =

1
√

p
i

∂pi

∂λ
, i = 1, 2, · · · , r

l(θ) = (l1(θ), l2(θ))T ; l1(θ) =
r∑

i=1

νi

pi

∂pi

∂µ
(θ), l2(θ) =

r∑
i=1

νi

pi

∂pi

∂λ
(θ).

Sous H0, et pour n suffissament grand, la statistique Y 2
n suit la distribution χ2

r−1 à (r−1) degrés
de liberté [Greenwood and Nikulin 1996].

Cas 1. θ = (µ, λ)T est connu.
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Dans ce cas la statistique

Y 2
n = Xn(θ)T Xn(θ) = X2

n(θ) =
r∑

i=1

(νi − npi)2

npi
.

suit pour n assez grand, la distribution chi-deux χ2
r−1 à (r − 1) degrés de liberté.

Au seuil α, si on choisit la valeur critique

Cα = χ2
r−1,1−α.

L’hypothèse H0 est acceptée si Y 2
n ≤ Cα. Dans le cas contraire, H0 est rejetée.

Cas 2. µ ou λ est inconnu

On a alors

Y 2
n =


X2

n(λ̂n) + 1
n

(∑r
i=1

νi

pi

∂pi

∂λ (λ̂n)
)2

1
2λ̂n

−
∑r

i=1
1
pi

(
∂pi

∂λ (λ̂n)
)2 , si µ est connu et λ est inconnu

X2
n(µ̂n) + 1

n

(∑r
i=1

νi

pi

∂pi

∂µ (µ̂n))
)2

λ
µ̂3 −

∑r
i=1

1
pi

(∂pi

∂µ (µ̂n))2
, si µ est inconnu et λ est connu

Au seuil α, si on choisit la valeur critique

Cα = χ2
r−1,1−α.

L’hypothèse H0 est acceptée si Y 2
n ≤ Cα. Dans le cas contraire, H0 est rejetée.

Cas 3. θ est inconnu.

L’estimateur de MV de θ̂ = (µ̂, λ̂)T est donné par (1). La statistique Y 2
n peut s’écrire:

Y 2
n (θ̂n) = X2

n(θ̂n) +
1

n | M |

( 1

2λ̂2
n

−
r∑

i=1

1
pi

ω2
i2(θ̂n)

)(
r∑

i=1

νi

pi
ωi1(θ̂n)

)2
+

2

[(
r∑

i=1

1
pi

ωi1(θ̂n)ωi2(θ̂n)

)(
r∑

i=1

νi

pi
ωi1(θ̂n)

)(
r∑

i=1

νi

pi
ωi2(θ̂n)

)]
+

( λ̂n

µ̂3
n

−
r∑

i=1

1
pi

ω2
i1(θ̂n)

)(
r∑

i=1

νi

pi
ωi2(θ̂n)

)2
 .

où

M = i(θ̂n)− J(θ̂n) =

(
λ̂n

µ̂3
n
−
∑r

i=1 b2
i1 −

∑r
i=1 bi1bi2

−
∑r

i=1 bi1bi2
1

2λ̂2
n

−
∑r

i=1 b2
i2

)

ωi1(θ̂n) =
∂pi

∂µ
(θ̂n) et ωi1(θ̂n) =

∂pi

∂λ
(θ̂n)

et | M | est le déterminant de la matrice M .
Au seuil α, si on choisit la valeur critique

Cα = χ2
r−1,1−α.

L’hypothèse H0 est acceptée si Y 2
n ≤ Cα. Dans le cas contraire, H0 est rejetée.
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5 Tests d’adéquation pour les données censurées

En fiabilité et en analyse de survie, nous confrontons souvent des observations incomplètes, et dans
cette situation les méthodes habituelles ne sont plus valables. Dans le cas de censure aléatoire,
plusieurs tests ont été proposés dont nous citons le test de Pearson modifié proposé par [Habib
et Thomas (1996)]. Soit (X,∆) = (X1, δ1), (X2, δ2) · · · , (Xn, δn) un n-échantillon, tel que Xi =
min(Ti, Ci), Ti est le temps de panne (ou de survie), Ci est la censure et δi est la fonction indicatrice
définie comme suit:

δi =

{
1 si Ti ≤ Ci

0 sinon

Nous voulons tester l’hypothèse H0 selon laquelle la distribution de (X,∆) vérifie:

H0 : P (Xi > x) = S(x, θ).

Où S(x, θ) = 1− F (x, θ) est la fonction de survie (ou de fiabilité) de l’IGD
Habib et Thomas (1996) ont démontré que

√
n
(
Ŝn(x)− S(x, θ̂n)

)
converge vers un processus

Gaussien, où Ŝn(x) est un estimateur de Kaplan-Meier et θ̂n est l’estimateur du maximum de
vraisemblance.
Considérons maintenant une généralisation de la statistique de Pearson pour les données censurées
aléatoires. En Divisons la droite réelle en r intervalles : I1, I2, · · · , Ir mutuellement disjoints, par
les poits:

0 = a0 < a1 < · · · < ar−1 < ar = +∞.

Soit le vecteur
Ẑn =

√
n
(
Ŝn − Sθ̂n

)
Où Ŝn = (Ŝn(a1), Ŝn(a2), · · · , Ŝn(ar−1))T et Sθ̂n

= (S(a1, θ̂1), S(a2, θ̂2), · · · , S(ar−1, θ̂n))T .

La statistique
Q̂n = ẐT

n Σ̂−1Ẑn.

Où Σ̂ est la matrice des covariances, voir [Habib and Thomas 1996], suit pour n assez grand la
distribution chi-deux χ2

r−1 à (r − 1) degrés de liberté.
Au seuil α, si on choisit la valeur critique

Cα = χ2
r−1,1−α.

L’hypothèse H0 est acceptée si Q̂n ≤ Cα. Dans le cas contraire, H0 est rejetée.
Notons qu’à l’absence de la censure, la statistique Q̂n se réduit à celle de Rao-Robson-Nikulin

Y 2
n

6 La famille IGD et les modèles AFT

Dans cette section, nous considérons deux modèles de survie sur l’ensemble des stress E, {Sx(·), x(·) ∈
E}, où Sx(·) est la fonction de survie de la variables aléatoire T = Tx(·) exprimant le temps de panne
sous x(·) = (x1(·), ..., xm(·))T .

Rappelons que la fonction de survie et le taux de hasard sous x(·) sont :

Sx(·)(t) = P
(
Tx(·) ≥ t | x(s); 0 ≤ s ≤ t

)
, λx(·)(t) = −

S′
x(·)(t)

Sx(·)(t)
,
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Nous avons le modèle de fragilité simple (simple frailty model) si le taux de hasard dépend non
seulement de x(·), mais aussi d’une variable alétoire positive non-observable Z, appelée la variable
de fragilité, de telle manière :

λx(·)(t|Z = z) = zλ0(t)r{x(t)}, x(·) ∈ E,

où λ0(·) est le taux de hasard de base. Si nous supposons que la densité de la variable de fragilité
Z appartient à la famille des lois Gaussiennes inverses IG(µ, λ), alors nous obtenons ce que l’on
apppelle le modèle de fragilité Gaussien inverse sur E.

Considérons maintenant le famaux modèle de panne accélérée (AFT) sur E, [voir Bagdonavičius
and Nikulin (2002)]. Le modèle AFT est le plus utilisé dans les essais accélérés.
Nous disons que la famille {Sx(·), x(·) ∈ E} de fonction de survie sur E constitue le modèle AFT
sur E s’il existe une fonction positive r : E → R1 et une fonction de survie de base S0 tels que les
l’éléments de la famille {Sx(·), x(·) ∈ E} verifient la relation suivante:

Sx(·)(t) = S0

(∫ t

0

r(x(u))du

)
, x(·) ∈ E,

où la fonction de survie de base S0 ne dépond pas de x(·).
Très souvent on suppose que les distributions de base de temps de panne dans le modèle AFT et

la loi de la variable de fragilité dans le modèle de fragilité, sont de la famille de lognormale, Gamma,
Weibull, et Weibull Généralisée. Dans ces cas la famille des distributions gaussiennes inverses est
concurrente à ces 4 familles. Nous étudions les propriétés des modèles de Fragilité et de AFT quand
elles sont fondées sur la famille de distributions Gaussiennes inverses.

References
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