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CLASSIFICATION SIMULTANEE
A BASE DE MELANGES GAUSSIENS
POUR DES ECHANTILLONS DORIGINES MULTIPLES

Alexandre Lourmé-! & Christophe Biernackf-2
TIUT département GB, 361 rue du Ruisseau, 40000 Mont de MaFsance.
* Université Lille 1 & CNRS, 59655 Villeneuve d’Ascq, France.

RESUME : Habituellement, quand on cherche a partitionner des édbas provenant
de populations différentes, on met en oeuvre plusieursépiwes de classification indépen-
dantes. Mais lorsque les échantillons sont décrits par é&ses variables et que la partition a la
méme signification d’'un échantillon a l'autre (méles/fele®lpar exemple), nous proposons
d’appliquer une procédure dite de classification simukané s’agit, dans un contexte de
mélanges gaussiens, d’établir, sous des hypotheses sielpiéalistes, un lien stochastique
linéaire entre les composantes normales des populatiengicpermet d’estimer simultané-
ment le parametre de tous les mélanges afin de classer legluldes difféerents échantil-
lons. Plusieurs modéles de contraintes sont proposésanpartla fois sur le paramétre des
mélangesrfiodéles intra-populationgt sur le lien linéaire entre les populationsadéles inter-
population$. Le critere BIC, par exemple, permet de choisir un de cesatlesgdmais aussi de
comparer les deux méthodes de classification, indépendastmultanée. Grace a un exem-
ple biologique, ou des échantillons d'oiseaux provenantrdis especes différentes doivent
étre classeés selon leur sexe, nous observons que la classifisimultanée donne des résultats
prometteurs.

MOTS-CLES : classification non supervisée, mélanges gaussiensprektochastique, choix
de modele, variables biologiques.

ABSTRACT. When several samples, described by the same variablesaasibly arising
from different populations, have to be split into a same nregapartition, it is common to
perform several independant clustering processes. Bud, Gaussian mixture model-based
clustering context, one may establish, under few assumpti®ome realistic parametric link
between the Gaussian components of the mixtures, whiclatim estimate simultaneously all
mixture parameters in order to classify all individualsv&al parsimonious models are pro-
posed, combining classical constraints on the Gaussiap@oemt parametersrapopulation
model$ and models of constraints set on the parametric linte(population mode)s BIC
criterion for instance, allows to choose a model among tloss and, on the other hand, to
compare both clustering methods, the independent andrthdtaneous one.
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Some experiences on three samples of different seabirdespadich have to be split accord-
ing to their sex, are provided, which show that simultanedustering improves the estimated
partitions obtained by independent clustering.

KEY WORDS. Model-based clustering, Gaussian mixtures, stochasdtatonship, model choice,
biological features.

1 Problématique

On dispose déH échantillons qui doivent étre partitionnés Engroupes de méme signifi-
cation. On suppose de plus que les variables descriptivesidentiques d’'un échantillon a
lautre. Pour fixer les idées, chaque échantib®rih € {1...H}) est constitué¢ da" individus

x (i € {1...n"}) deR9. Sa partition est une matrigg € {0, 1}" <K dont le coeficient, vaut
1 si et seulement s{“ est affecté au groupge On se place en outre exclusivement dans le cas

gaussien, c’'est a dire que les coup(exﬁ,ﬂ“) " sont supposes étre des réalisations de

i=1..
vecteurs indépendants et identiquement distribués a UBwea:Iéatoire(Xh, Zh> tel que :

20~ (LT, et (XNZ=1) ~ gl Z).
M (1,1, ) désigne la loi multinomialK-dimensionnelle d’ordre 1, de paramétrg, ..., i})
K
(E>0et > = 1) et Aa(u, =) désigne la loi normale-dimensionnelle centrée quf
K=1

et dontZL‘ est la matrice des covariances. Ainsi, on identifie la pdjmriaP" dont provient
I'échantillonx", & un mélange di composantes normales paramétréesjgiar (n{j,u&‘,iﬂ)
(ke {1,...,K}). Dans ce contexte, on peut entreprendigrocédures de classification indépen-
dantes, en estimant séparément le paramﬁﬁre {L,UE} de chaque populatio® (McLachlan

et Peel (2000)). Mais ces populations ne sont pas sans lieneff&t, les variables qui les

décrivent sont identiques, les groupes recherchés sonbmbne égal et ces groupes ont la
méme signification d’'une population a I'autre. Nous chenshalans ce travail, a formaliser
cette information dans le but d’améliorer globalement kgiflons estimées.

2 Principe de la classification simultanée

L'idée de base de ce travail est la suivante. Pour koat{2...H} et toutk € {1...K}, on
suppose qu'il existe une applicatigfl : RY — R telle que :
(X"ZR = 1) ~ §(XYZg = 1). 1

Cette hypothése signifie que, conditionnellement aux ggsupcherchés, les populatio®’s
(h=2...H) sont obtenues par transformation stochastiqu®de Par ailleurs, puisque les
échantillons sont décrits par les mémes variables, il gsir@lade supposer qu’une variable



dans une population dépend fortement de la méme variabgewtenautre population. On sup-
pose donc que I§(j € {1...d}) composanté&) ) (x) du vecteug,!(x) ne dépend que de &
composant&!) dex, ce qui se traduit pard(x,y) € R x RY, xD) = yll) = (M) (x) = (gh)U(y).
En d’autres terme$£|f)(j) correspond a une application RedansR qui transforme la variable
normale(X!|z} = 1)1) en une autre variable norma¥"|z]) = 1)), Si on suppose de plus
que (&M 1) est continiment dérivable, alors cette application estiment affine (De Meyer,
Roynette, Vallois et Yor (2000)). En conséquence, pourhcefl...H} ettoutk € {1...K},

il existe une matric®] € R4 diagonale et un vectef € RY tels que :

(X"ZR = 1) ~ DR(XYZg = 1) + b}, (2)

La relation (1) est la clef de la classification simultané@est la forme affine qu’elle prend
sous les deux hypotheses précédentes. La relation (2i étabén paramétrique entre la popu-
lation P! et les autres populations. Estimer conjointement le parardé ce lien et le paramétre
de P! permet d’estimer les paramétres gaussiens des autresafiopsP” (he {2,...,H}) .
On établit alors une partition de tous les échantillons disamt le principe duMaximum A
Posteriori(MAP).

3 Modeles de contrainte

La relation (2) établit un lien stochastique linéaire eatraque composantﬁ;} deP! etla com-
posantapli‘ deP" (h > 2). On peut donc reparamétrer le modéle considér®par 6;, 6) ol
6 = {(m}, ut, =})} fait office de paramétre de référen@= {(r!,DR,bf);k=1,...,K;h =
2,...,H} contenant, lui, le paramétre du lien conditionnel linéainereP* et les autres popu-
lations.

Plusieurs modeéles parcimonieux sont envisagés pour lengeht. Ses composantes peu-
vent étre homoscédastiqu% EX)ou hétéroscédastiquezi(: >x), ses proportions meélange
peuvent étre égaleqﬂ( =Tmou différentes(q} = 1%). Ces modeles, qui concernent le paramétre
de référencé;, sont appelés desodéles intra-population©©n peut les combiner avec d’'autres
modeéles parcimonieux portant, eux, sur le parametre duBieet appelés pour cette raison
modeéles inter-population®ans le cas général, les matridiéﬁssont sans contrainte. Elles peu-
vent aussi étre indépendantes du grodp{g‘e:é DN), de la populationl])ﬂ = Dy), des variables
(D} = al), étre indépendantes & la fois du groupe et des variabfes-(@"l), ou toutes égales
a l'identité (DE =1). De la méme facon, les vecteLh!E peuvent étre sans contrainte, indépen-
dants du groupedf = b"), ou tous nulsiff! = 0). Enfin, les proportions des mélanges peuvent
étre libres @ = n") ou égales d’une population & I'autrgl(= 7).

La relation (2) qui permet de caractériser un modéle de iflzetson simultanée, semble
faire deP?! la population de référence dont on déduit le paramétre dessamélanges. Or le
choix des labels des populations est arbitraire et on steuyae le modele estimé puisse exister
sous n'importe quel choix initial du label des populatiods.modéle possedant cette propriété



est ditlnvariant a la Numérotation des Populatio(isiP).

Enfin, le label des groupes dans chaque mélange est lui ab#saiae et pour ne pouvoir
apparier les groupes des différentes populations que de fagique, le paramétr@ doit étre
identifiable.

Le tableau 1 indique parmi les combinaisons de modelesentrder-populations envisagés
précédemment ceux qui sont INP et identifiables.

Table 1: Identifiabilité et propriété INP pour les combinaisons dedales intra et inter-
populations.

On note “” un modéle non INP, 4" désigne un modéle INP mais non identifiable, et,“un modéle INP et
identifiable. Certains modeles INP sont identifiables quidnd 2 et non identifiables quand Bt 3. Ces modeéles
sont indiqués par "

Les modeéles ou les matrice§ Bontindépendantes de la populatiorﬂ(B Dy), ne sontpas INP si i 3, etlorsque

h= 2, ils se rameénent au modéle! DPour cette raison, nous ne les mentionnons pas dans lestalsiedessous.

Modéles intra-populations

m Tk
Modéles inter-populations > >k > >k
0 e() () e() (o
I, anl, DN ph e () e () o (o) o (o)
() bf o () e () ® (o) o (o)
D o () .0 () e (e
kb Pk

by () e () - () ° (o)

4 Estimation du parametre

Le parametré est estimé en maximisant sa logvraisemblance (On Désel eth! =0.):

H n" K
(O)=3 53 me (s Dt + bf, DE=EDY) 3

h=1i=1 K=1
grace a un algorithme GEM (Dempster, Laird et Rubin (197[BtapeE est un calcul clas-
sigue des probabilités conditionnellé‘?‘ que chaque individul(ih appartienne aux différents
groupes. L'étape GM consiste, sous les contraintes impgs&ele modéle considéré, a ac-
croitre I'espérance conditionnelle de la logvraisembtanomplétée dé, en la maximisant
alternativement par rapport & chacune des composénf8s {ul}, {=i}, {DR}, {bl} et en
utilisant ses propriétés de concavité partielle. A chatgration les composantes Béont des
estimateurs explicites pour les centres :

e 3 5000 () 2



nn
oung = Z ni! avecn! = thl \» €t pour les matrices de covariances :

oS S (o) Or-w) -] [(0) ()] o

par exemple, si I'on suppose les mélanges hétéroscédastigQuand les proportions des
h

meélanges sont supposeées libres, on les estime graaq’ja::n—ﬁ. En outre, I'estimateur des

vecteursf! est explicite, ainsi que celui des matri@{sdans les modeld3l = a"l et D} = afll.
Lorsque les matrice@ﬂ ne sont pas des matrices d’homothétie, on les estime de fggon
prochée.

5 Application biologique

Thibault, Bretagnolle et Rabouam (1997) décrivent trolsaétillons d’oiseaux de meH(= 3)
vivant dans différentes zones géographiqBesealis(échantillonS', taille n' = 206 individus,
45% de femelles) vivent dans les iles de I'Atlantiques (&gpCanaries, etcDiomedaéchan-
tillon S, taille n® = 38 individus, 58% de femelles), dans les fles méditerramée(Baléares,
Corse, etc.), eEdwardsii(échantillonS?, taille n® = 92 individus, 52% de femelles), dans les
fles du Cap Vert. Les oiseaux de chaque échantillon sonitsl@ar les mémes cing variables
morphologiquesd = 5) : longueur et hauteur du bec, longueur du tarse, des aiflesla queue.
D’apres la figure 1, qui représente les oiseaux par la longileleur bec et la longueur de leur
tarse, les trois échantillons semblent provenir de troputations bien distinctes.

Figure 1:Trois populations d’'oiseaux décrites par les mémes vagsbl

9 10 1 12 13 1 15 16 m 18 19
Longueur du bec

On souhaite retrouver le sexe des oised(x<2). Les valeurs de BIC (Lebarbier, Mary-
Huard (2004)) et le taux d’erreur correspondant on été t&dooour chacun des 66 modeéles
du tableau 1 qui sont INP. Le tableau 2 présente quelquesdeess valeurs ainsi que les
valeurs de BIC et au taux d’erreur que I'on obtient en claissaiépendamment les échantillons.
Sur cet exemple, la classification simultanée semble marquavantage sur la classification
indépendante : en effet, non seulement la classificationlsamée est retenue par le critére BIC,
mais elle conduit également a I'erreur optimale.
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Table 2: Valeur de BIC et (taux d’erreur apparent) obtenus par clfisation simultanée (2

groupes) des oiseaux.

2k

2y

0

42829 (3214)
41104 (1250)

4279 (3869)
41104 (1607)

4047.0 (10.42
40718 (1071)
40949 (3333)

40719 (1161)
40969 (1220)
41222 (1131)

40497 (1131)
40747 (1071)
41019 (4196)

40739 (1188)
40993 (1458)
41227 (1577)

ay
bh
T (
0
Dh bh
bR
Indépendante

4094 (5565)

41524 (4821)

40914 (5476)

41474 (44.35)

Par ailleurs, nous pourrions ignorer le nombre de groupessipposer la valeur d€ incon-
nue. On peut donc étendre I'ensemble des modéles en coimpétitsupposant successivement
K=1,2 3,4, par exemple. La figure 2 représente, pour chacun des caslprésela meilleure
valeur de BIC obtenue en classification simultanée et esitilzation indépendante. On observe
gue la classification simultanée retient 2 classes coatrant a la classification indépendante.

Figure 2: Meilleur BIC pour différents nombres de groupes, en classifin indépendante et
simultanée.
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