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REGRESSION LINEAIRE LOCALE POUR VARIABLES
FONCTIONNELLES

Alain Berlinet, Abdallah Elamine, André Mas

Département de Mathématiques
Unwversité Montpellier 11
Place Eugene Bataillon

34095 Montpellier Cedex 5
France

Résumé. Dans ce travail, on s’intéresse a la régression non paramétrique locale pour
des variables explicatives fonctionnelles. On propose tout d’abord un estimateur de
I'opérateur de régression. La construction de cet estimateur est liée a la résolution d’un
probleme inverse linéaire. On établit des bornes de l'erreur quadratique moyenne en
utilisant une méthode de décomposition classique. Cette EQM dépend de la fonction
de petite boule de probabilité du régresseur au sujet de laquelle des hypotheses de type
Gamma-variation sont posées.

Abstract. In this paper, we address the problem of local non parametric regression with
functional inputs. First, we propose an estimator of the unknown regression function.
The construction of this estimator is related to the resolution of a linear inverse problem.
Using a classical method of decomposition, we establish a bound for the mean square error.
This bound depends on the small ball probability of the regressor which is assumed to belong
to the class of gamma varying functions.

Mots clés : Données fonctionnelles; Modele de régression; Noyau; Erreur quadratique
moyenne; Petite boule de probabilité; Probleme inverse.

1 Introduction

Soit H un espace de Hilbert réel et séparable. On considere une suite de couples de
variables aléatoires (v;, X;)i<i<n de R x H, définies sur le méme espace de probabilité.
On note respectivement le produit scalaire et la norme de H par (-,-) et || - ||. On désigne
respectivement par X et y les notations génériques des variables aléatoires X; et y;. On
s’'intéresse a la fonction de régression :

m(zo) = E (y[X = x)

ou m est une application de H dans R et o un élement de ’espace de Hilbert H.
Fan (1993) étudie 'optimalité des vitesses dans le cas des variables aléatoires X réelles.
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Dans le cas de la dimension infinie ( dim(H) = +00), un estimateur a noyau est proposé
par Ferraty, Vieu (2006). Récemment, Ferraty, Mas, Vieu (2006) ont montré la normalité
asymptotique de cet estimateur.

Dans cet article, on souhaite proposer un estimateur de m par une autre méthode et,
ensuite, établir des bornes de son erreur quadratique moyenne.

On propose un estimateur de m en considérant le probleme de minimisation suivant :

n

min, S0 = a = (. X = an) i (100 1)

a€R,peH 4 h
=1

ou K est un noyau positif et A une fenétre. Ce programme généralise celui de la dimension
finie en considérant une approximation affine de la fonction de régression au voisinage
de zy. La solution a* du programme précédent est ’estimateur recherché et ¢ peut
étre vu comme un gradient. Des programmes alternatifs, dans ce cadre statistique sont
considérés dans Barrientos-Marin, Ferraty, Vieu (2007) mais ne reprennent pas stricto
sensu 'approche fini-dimensionnelle.

2 Construction de ’estimateur

On commence par introduire deux opérateurs linéaires sur H qui interviennent dans la
définition de notre estimateur.

Definition 1 L’opérateur de covariance local théorique de X en xy € H associé au noyau
K et sa version empirique sont définis par

PK:E{K (M) (X — 20) ® (X — 20)] , 2)
Ty = % ; K (M) (Xp — 20) ® (Xy — 10). (3)

Remarque 2 Lopérateur I'x dépend de n a travers la suite (h = h(n)). L’inverse de
Vopérateur I'y, i n’existe pas puisque l'opérateur I',, i est presque surement de rang fini.

Pour résoudre le programme de minimisation (1) on fait apparaitre un probleme linéaire
mal posé qui fait intervenir les opérateurs de la définition précédente. On va en fait
déterminer un inverse régularisé de l'opérateur I'y, k : FL’ x selon deux méthodes a savoir
la pénalisation et la régularisation de Tikhonov. En désignant par a,, une suite de nombres
réels positifs qui décroit vers 0 et par I 'opérateur identité, la premiere méthode permet
d’écrire I o = (D i + D) " et la deuxieme I o = (12 4 +a,0) " Ty k.

On peut maintenant donner une expression explicite de notre estimateur.



Definition 3 L’estimateur m,(zo) est défini par :

A Zril YiWin
1 (20) = L (4)
ZiZ]. wivn
ol x
Wi = K (@) (1 — (X; — o, FIL,KZT%K>>
avec

> RS |X; — o]

Remarque 4 L’estimateur m,(xg) dépend de la méthode utilisée pour déterminer FLK.

Dans la suite, on suppose que les variables aléatoires X;, i = 1, ..., n, sont centrées.

3 Hypotheses

En dimension infinie, la densité de probabilité ne peut pas étre définie car dans ce contexte
il n’existe pas un équivalent de la mesure de Lebebesgue. Pour contourner ce probleme,
on utilise une fonction appélée fonction de petite boule de probabilité définie par F'(h) =
P (|| X — zo|| < h). Pour plus d’informations, nous renvoyons a Li, Linde (1993) et Li,
Linde (1999). Pour caractériser cette fonction, on donne la définition suivante.

Definition 5 Une fonction F' qui s’annule en 0 est appelée fonction a variation Gamma
en 0 st elle est mesurable croissante sur un voisinage de 0 et s’il existe une fonction
continue et positive p qui s’annule aussi en 0 telle que pour tout x € R, on ait :

L F(h+ p(h)r)

h—0 F(h) = exp(r).

La fonction p est appelée fonction auziliaire associée a la fonction F.

Dans le cas ou X est le processus de Wiener, des résultats montrent que P (|| X — x| < h) ~
C1h% exp (—%) au voisinage de 0, ou C},Cy, a0 et  sont des constantes positives, pour
différents choix du “ shift ” zy et pour la norme L? ( voir Li, Shao (2001)). Cette fonction
de petite boule de probabilité est une fonction a Gamma variation en 0 et sa fonction
auxiliaire associée est définie par p(s) = C3s'# avec (3 une constante positive.

La définition qui suit est utile pour caractériser la fonction auxiliaire.

Definition 6 Une fonction p est une fonction a variation réguliere en 0 avec indice g si
pour tout x € R, on a :
plhz) _ 4

w0 p(h)




Pour plus de détails sur les fonctions a variation réguliere, le lecteur interessé pourra
consulter Bingham, Goldie, Teugels (1987), de Haan (1971) et de Haan (1974).

Voici maintenant nos hypotheses de travail.

Hy) Le noyau K est a support compact inclus dans [0, 1] avec K (1) > 0. Sa dérivée K’
existe, est non nulle, et appartient & Uespace L' ([0,1]).

H;) Soit I' I'opérateur de covariance de X défini par I' = E(X ® X). On désigne par
(€i);en+ la base de vecteurs propres de I' et f; la densité de probabilité de la variable
aléatoire (X, e;). On suppose que les variables aléatoires ((X,e;)), ..., sont des variables

aléatoires indépendantes. De plus, on suppose que les dérivées fi(p ), p € {1,2,3}, de f;

existent, vérifient fi(p ) ((xo,€;)) #0, et fl-(g) est continue.
H.) La densité de la variable aléatoire

DX — o, en)? = [1X — o]
i=1

existe dans un voisinage de 0, est notée fjx_4, et sa fonction de petite boule de proba-
bilité F' est une fonction a variation Gamma en 0 de fonction auxiliaire p.

Hj) 11 existe un voisinage 1, de 0 tel que

filu) = fi(—u)
u (fi(u) + fi(—u))

< +00

a; = sup
u€Voy

et
—+00
Za? < +00
i=1

H,) La dérivée premiere m’(xy) de m au point xy est définie, non nulle, et il existe un
voisinage V(zo) de zy tel que

sup ||m"(2)|eo < +00.
z€V(x0)

Hj;) Soient v(h) = E [K (M) | X — zol|p(|| X — on)} et respectivement T'f. et FL’K

les inverses régularisés de 'k et I'), . On suppose qu'il existe une suite (r,,) qui tend vers

0 telle que :
1

rov(h) p-s

L’hypothese H; est toujours vraie si X est gaussienne et Hy est vérifiée pour une large

classe de processus gaussien. L’hypothese Hg est aussi satisfaite lorque X est gaussienne.

En effet, dans ce cas, la densité f; est donnée par f;(u) = \/ﬁexp [—%], ou

max{ | Tglloc, 1T}, x lloc} <




(Ai);en+ sont les valeurs propres de I'opérateur de covariance I', et ’hypothese Hg est

. , s . \2 . .
vérifiée, par exemple, lorsque la série > =, % converge. La suite r, qu’on voit dans
- 7

I’hypothese Hy est une suite qui peut tendre vers 'infini ou vers un nombre strictement
positif et qui permet de controler I’absence de régularité des inverses F}( et I‘L’ K-

4 Résultats asymptotiques

Cette partie vise essentiellement a I'etablissement des bornes de 'erreur quadratique de
lestimateur m,(zy). Pour alléger les résultats, on introduit les notations suivantes.
Soient a,, et b, deux suites positives. On note a,, < b, s’il existe deux constantes positives
a et 3 telles que ab, < a, < Gb,.

C' désigne une constante générique qui peut varier d’une ligne a une autre.

Théoreme 7 Soit xo € H fizé. Lorsque les hypotheses Ho — Hy sont satisfaites et si
nF(h) — 400, alors

E (1 (0) — m(20))* < C (h_ hi ;(h) i ;;(’;3))

+

h? v(h)
W F () (1 o) rnF(h)) '

Remarque 8 La démonstration du résultat précédent est basée sur la décomposition clas-
sique biais plus variance. La premiere expression découle du terme de biais et la seconde
du terme de variance.

Des hypotheses supplémentaires vont nous permettre de simplifier considérablement
I’expression ci-dessus.

Proposition 9 5i la fonction auxiliaire p est a variation réguliere d’indice g > 1 en 0
on a :

v(h) < hp(h)F(h).

Lorsque la condition r, < hi et si p(s) > Cs*, alors

1
E (12, () — P<o(nt :
(i) = o)) = € (1 + s )
La vitesse de décroissance de l’erreur quadratique moyenne dépend de la fenétre optimale
h* donné par :

(W) F(h*) = %



Remarque 10 Notre objectif n’est pas d’obtenir des vitesses optimales. Cependant, dans
le cas réel (F(h) ~ Ch), les vitesses que l'on obtient sont égales aux vitesses optimales
obtenues par Fan (1993) a constante pres.
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