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Résumé

L’estimation de la fonction de répartition (f.d.r.) en sondage est d'un grand intérét pour
déduire des estimateurs de parametres classiques tels que la moyenne ou la médiane sur
la population mais aussi sur une sous-population (domaine). Si un domaine est de taille
suffisante, I’estimation des parametres d’intérét est basée sur les données relatives aux in-
dividus du domaine et les estimateurs produits sont de précision acceptable. Cependant,
dans la plupart des applications, les tailles d’échantillons correspondant a des petits do-
maines ne sont pas suffisantes. L’estimation se fonde alors sur une information auxiliaire
fournie par une covariable et de I'information est “empruntée” aux autres domaines. Dans
ce contexte, nous proposons de nouveaux estimateurs non paramétriques de la f.d.r. sur
un domaine dans le cas ou la variable d’intérét est censurée a droite. Pour cela, adaptant
au cas censuré la technique de Casanova (2009), nous estimons les ordres quantiles des in-
dividus de I’ensemble des échantillons a ’aide de 'estimateur de Kaplan-Meier généralisé
lissé (Leconte al., 2002). Chaque domaine peut donc étre décrit par les ordres quantiles
des individus échantillonnés de ce domaine. Nous prédisons alors non paramétriquement
la variable d’intérét d’un individu hors échantillon par les quantiles conditionnels associés
aux ordres qui décrivent son domaine. Ces prédictions nous permettent d’obtenir un
nouvel estimateur de la f.d.r. du domaine. Des simulations comparent cette méthode
avec l'estimateur de Kaplan-Meier calculé sur les points échantillonnés du domaine. Un
exemple d’application a des données de durées de chomage illustre la méthode.

Abstract

In survey analysis, the estimation of the cumulative distribution function (c.d.f.) is of
great interest in order to derive mean or median estimators of the population or for sub-
populations (domains). When the size of the domain is big enough, the estimation is based
on individuals of the domain and the resulting estimators are sufficiently precise. However,
in most applications, sizes of the domain samples are not sufficient. In this case, the



estimation uses auxiliary information of a covariate and some information is “borrowed”
from the others domains. In this framework, we propose nonparametrics estimators of the
c.d.f. of a domain when the interest variable is right censored. The new estimators are
adaptations to the censored case of techniques proposed in Casanova (2009) : quantiles
orders of the individuals of the whole sample are estimated using a smoothed generalized
Kaplan-Meier estimator (Leconte al., 2002). Each domain can be described by quantiles
orders of the sampled individuals of the domain. The interest variable of a non-sampled
individual is then non parametrically predicted usind conditional quantiles associated to
the orders describing its domain. This predictions allow us to derive new estimators of
the c.d.f. of the domain. The obtained estimators are compared by simulations with the
Kaplan-Meier estimator computed with sampled individuals of the domain. The method
is illustrated with unemployment duration data.

Mots-clés : sondages, fonction de répartition, information auxiliaire, domaine, données
censurées, Kaplan-Meier, quantiles conditionnels, estimation non paramétrique.

1 Introduction

Soit une population U partitionnée en m sous-populations ou domaines U; de taille N,

1 =1,---,m. Soient s un échantillon de U de taille n et s; = s N U; un échantillon du

domaine U; de taille n;. Dans le cadre des sondages, la fonction de répartition (f.d.r.)
1

d’une variable d’intérét T sur le domaine U; s’écrit Fi(t) = — > 1(t;; < ¢) que l'on
i jeu;

peut décomposer en

Fi(t) = %(Z Uty <t)+ Y Uty <) (1)
vojeEs; JEU;\s;
ou t;; est la variable d’intérét mesurée pour le j-ieme individu du domaine U;. On suppose
que t;; est seulement connu sur s; et éventuellement censuré a droite par c;;. Avec les
notations d’Efron, nous observons, sur I'échantillon s;, y;; = min(t;;, c;;) et 0;; = U(t;; <
Cij)-

L’estimateur classique en sondage pour estimer la f.d.r. sur le domaine U; dans le cas
non censuré est ’estimateur de Horvitz-Thompson qui correspond ici a la f.d.r. empirique
calculée sur les points échantillonnés du domaine. Il s’agit du premier terme dans la
décomposition de la f.d.r. ci-dessus. Cet estimateur est de précision acceptable si la taille
de 1’échantillon du domaine est suffisante. Dans le cas censuré, la généralisation de la
f.d.r. empirique est I'estimateur de Kaplan-Meier (1958).

Si la taille d’échantillon est trop faible, ce qui est le cas pour de petits domaines, on
peut améliorer I’estimation a 1’aide d’une information auxiliaire apportée par une covaria-
ble et “emprunter de la force aux voisins”. Ceci nous permet d’estimer le deuxieme terme
dans la décomposition de la f.d.r. en estimant les ¢;; des individus non échantillonnés.
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Dans le cas non censuré, un modele classique utilisant I'information auxiliaire est le
modele mixte (voir Rao, 2003). Une alternative au modele mixte est l'utilisation des
quantiles et des M-quantiles conditionnels pour prédire les ¢;; (voir Chambers et Tzavidis
(2006) dans le cadre paramétrique et Casanova (2009) dans le cadre non-paramétrique).

Les estimateurs que nous proposons dans la section 3 sont des adaptations au cas
censuré de Casanova (2009) dont les méthodes seront rappelées a la section 2. La section
4 présentera une étude de simulations et un exemple sera évoqué en section 5.

2 Estimation non paramétrique de la f.d.r. sur un
petit domaine dans le cas non censuré

Nous allons décrire la méthode proposée par Casanova (2009). Elle se fait en deux étapes :
Etape 1 : estimation non paramétrique des ordres quantiles des points échan-
tillonnés de ’ensemble des domaines

Pour une observation (yg, ), il existe un ordre ¢ € [0,1] tel que y; est le quan-
tile conditionnel a x; d’ordre ¢q. Cet ordre, appelé ordre-quantile conditionnel, classe
I’observation dans I’échantillon. Les ordres conditionnels des observations d’un domaine
le situent par rapport a l’ensemble de tous les domaines. Une estimation naturelle de
I'ordre quantile conditionnel peut se faire a 1’aide de ’estimateur de Nadaraya-Watson de
la f.d.r. conditionnelle :

lzngﬂ(yz < yr) K (Ik f_z xl)
e

=1

ar(Yg, Tp) = , ou K est un noyau de densité et h une fenétre

appropriée.
Chaque domaine U; peut donc étre décrit par ’ensemble des ordres quantiles estimés
sur le sous-échantillon s;. Nous noterons ces ordres {q, k= 1,...n;}.

Etape 2 : estimations de la variable d’intérét pour les points non échantillonnés
du domaine

Pour chaque individu j de U; \ s; de covariable w;;, il y a donc n; estimations pos-
sibles m(qik, x;;) de t;; a aide d’estimateurs des quantiles conditionnels a x;; d’ordre
¢ix- Casanova (2009) propose d’utiliser les polynomes locaux pour estimer ces quantiles
conditionnels. Un estimateur de la f.d.r. sur le domaine U; s’en déduit donc d’apres la
formule (1) :

FL(t) (Z]It-gt)—i— > ( > W(m(qik, z4) t)))

JES; JEU;\s; U keEs;

Cette estimation utilise I’échantillon s de la population totale et de la ”force” est donc
empruntée a tous les domaines.



De plus, bien que les distributions des ordres quantile ne dépendent pas de x dans
la population, la distribution de ces ordres peut dépendre de xz dans un domaine. Par
conséquent, il peut étre judicieux pour améliorer I'estimation d’utiliser un noyau afin de
donner plus de poids aux prédictions dont la covariable est proche de z;;. Cela conduit a
I’estimateur suivant

> K (Lﬂ) o(m(gk, xi5) < t)

Fi — [ <+ Y e g
CK Ni jEs; ’ FEU\s; ZK(%)

kE€s;

ol h est une fenétre appropriée.

3 Estimation de la f.d.r. d’un petit domaine dans le
cas censuré

Contrairement au cas non censuré, le premier terme de (1) n’est plus connu en raison de
la censure a droite et doit étre estimé. En remarquant qu’il peut s’écrire :

—ZH NZ-( Z]Itwgt)

Ni JEsi i JEs;

on reconnait dans le terme entre parentheses la f.d.r. sur I’échantillon s;. Ce terme peut
donc étre estimé dans le cas censuré par 'estimateur de Kaplan-Meier sur I’échantillon s;.
Pour ce qui est du second terme, nous adaptons Casanova (2009) au cas censuré.
Etape 1 : estimation des ordres quantiles g, de s
La f.d.r. conditionnelle dans le cas censuré peut étre estimée par l'estimateur de
Kaplan-Meier généralisé (Dabrowska, 1992) :

]I(yj §t76jzl)

st <Y

Frons (] ) = 1—jH1

1 sinon,

ol les Bj(x) sont des poids de type Nadaraya-Watson.
Nous proposons d’en utiliser la version lissée en t de Leconte et al (2002) :

— b
FSGKM t ‘ ZL’ = zd:( Fexu ( gj) | [L’) — Faxu (ygjfl) ‘ 1’)) H (%)

J=1
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ou les ygj) sont les observations non censurées ordonnées (y(Td) = Ym)), H est un noyau
intégré et hr est une fenétre adéquate. On en déduit un estimateur de l'ordre quantile
conditionnel : gy (yg, Tx) = Fsaxm(Yr | Tk)-

Comme l'information fournie par les observations censurées manque de précision,
chaque domaine U; sera décrit par I'ensemble des ordres quantiles estimés sur le sous-
échantillon de s; correspondant aux observations non censurées : {gx, k=1,.. nj}
Etape 2

Nous allons maintenant calculer les nj estimations de la variable d’intérét pour chaque
individu non échantillonné j du domaine i : m(q;, x;;). Ces estimations sont solutions de
Fsaxu (M | 245) = qir. 1ls s'obtiennent par inversion de Figy-

On en déduit 'estimateur suivant de la f.d.r. du domaine U; :

Fopt) = Ni niFi () + Y LT > W(m(gu, i) < 1)

¢ jeUN\si \ i ke

Une version a noyau est également possible comme dans le cas non censuré (nous la
noterons Fopr).

4 Simulations

Des populations de taille 300 (150 individus par domaine) ont été générées selon 2 modeles
différents :

e Modele 1 :

domaine Uy : t1; = max(0, 1+ 2% (1 +4 % 21;) + 5 % 215 * u;)

domaine Us : ty; = max(0,1+ 5% (1 + 4% x9;) + 1.5 x u; )

ou les covariables z suivent des lois uniformes sur [0, 1] et le terme d’erreur u suit
la loi normale centrée réduite.

e Modele 2 :

domaine Uy : t1; = max(0,1+ 2% (1 + 4% xq;) + 1.5 % 21, * uj)
domaine Us : ty; = maxz(0, 1 + 30 * z9; — 30 x 3, + 1.5 * uy)
avec les mémes lois pour = et u que dans le modele 1.

tij est censuré par ¢;; ou ¢ ~ U(0,dp), dp étant choisi de facon a obtenir 0%, 10%,
20% ou 30% de censure.

1000 échantillons de taille 15 ont été tirés dans chaque domaine (1/10 du domaine).

Les résultats des MASE (Mean Averaged Square Error) sont dans le tableau 1. On
constate que les nouveaux estimateurs ont des MASE plus faibles que l'estimateur de
Kaplan-Meier, quels que soient le modele et le taux de censure.



Modele 1 Modele 2

T Domaine | KM CL CLK KM CL CLK
0% Ul 0.0063 0.0057 0.0043 || 0.0084 0.0064 0.0023
U2 0.0083 0.0040 0.0018 || 0.0079 0.0056 0.0042
10 % Ul 0.0071 0.0061 0.0047 || 0.0068 0.0053 0.0021
U2 0.0100 0.0043 0.0022 || 0.0087 0.0055 0.0047
20 % Ul 0.0086 0.0080 0.0059 || 0.0081 0.0066 0.0027
U2 0.0098 0.0053 0.0026 || 0.0106 0.0061 0.0056
30 % Ul 0.0087 0.0066 0.0065 || 0.0098 0.0060 0.0032
U2 0.0134 0.0076 0.0034 || 0.0103 0.0065 0.0060

Table 1: MASE obtenus pour les trois estimateurs. KM est 'estimateur de Kaplan-Meier
sur I’échantillon, CL est le nouvel estimateur et CLK est la version avec noyau ; 7 désigne
le taux de censure.

5 Exemple

Un exemple d’application a des durées de chomage censurées a droite sera présenté,
I'information auxiliaire étant apportée par le niveau d’études. Les domaines correspon-
dent a deux départements francais : la Seine et la Haute-Garonne.
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