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INTERVALLES DE CONFIANCE ET DE CREDIBILITE
POUR LE RAPPORT DE TAUX D’EVENEMENTS RARES
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Résumé : Nous comparons une sélection de méthodes fréquentistes et ’approche bayésienne
de Jeffreys pour l’estimation de limites de confiance d’un rapport de paramétres de Pois-

son sur la base du critére fréquentiste du taux de couverture. Nous concluons que, pour

des valeurs de parametres de Poisson trés petites, certaines méthodes fréquentistes de-

viennent peu satisfaisantes, mais 'approche bayésienne garde d’excellentes performances,

similaires a celles de la meilleure des méthodes fréquentistes.

Mots-clef : Modele de Poisson, intervalle de confiance, intervalle de crédibilité, taux de
couverture, inférence bayésienne.

Abstract : A selection of frequentist methods and the Bayesian approach are compa-
red for the estimation of confidence limits of the rates ratio of two Poisson parameters.
Performance is evaluated through the frequentist criterion of coverage probabilities. The
conclusion is that, when the Poisson parameters become very small, some of the selected
frequentist methods perform very poorly, while the Bayesian approach keeps performing as
well as the best of the frequentist method.

Keywords : Poisson Model, confidence interval, credible interval, coverage probability,
Bayesian inference.

Des effets indésirables rares mais séveres peuvent parfois étre enregistrés dans des
études cliniques comparatives de phase 3. Il convient alors d’estimer 'incertitude sur le
rapport des taux de tels effets obtenus avec le traitement actif et un placebo, d'une fagon
éventuellement stratifiée. L’intérét se porte principalement sur 'estimation d’une limite
supérieure pour ce rapport. Dans le cadre d’un modele Poissonnien pour les évenements,
un grand nombre de procédures fréquentistes (Price et Bonnett, 2000) fournissent des
intervalles de confiance uni- ou bi-latéraux généralement associés a des tests et obtenus au
moyen de différents types d’approximations. L’approche bayésienne fournit par ailleurs des
intervalles de crédibilité. Nous comparons ici les performances fréquentistes de certaines
de ces procédures.

Formellement, nous considérerons deux variables aléatoires X; (t = 1,2) ayant les
distributions d’échantillonnage indépendantes



Xt | )\17 )\2 ~ Poi(nt)\t)

Pr(X, = a; | M, hy) = A o7 = 1,2
Nous nous intéresserons aux intervalles de confiance pour le rapport 7 = A; /Ay et nous
examinerons les propriétés de couverture fréquentiste de ces intervalles. Soit

[Cing (X1, X2), Coup( X1, Xo)]
une procédure d’intervalle de confiance 100(1 — «)%. Pour des valeurs fixées A\ et Ay
des parametres, un intervalle particulier [¢;,s(z1,22), lsup(21, T2)], associé aux données
(x1,x2) ne contient pas 7 si li,r(z1,22) > 7 (erreur inférieure) ou ly,, (21, x2) < 7 (er-
reur supérieure). Les probabilités d’échantillonnage d’une erreur inférieure et d’une erreur
supérieure sont respectivement :

Qing = Dgy—0 Dogo L1(X1 = 21| M) Pr(Xa = 22| X2) Lr.oq) (ling (21, 22))

Qsup = Dy 0 Dmpo Lr(X1 = 21| M) Pr(Xa = 22| X2) Lo, (Csup (21, 22))
le taux de couverture bilatérale étant égal a 1 — Qiny — Qsyp. L'intervalle est dit ezact
si cette quantité est supérieure ou égale a 1 — « pour toute les valeurs des parametres.
Mais une procédure exacte (comme 'intervalle de Clopper-Pearson pour une proportion
Binomiale) est souvent tres conservatrice. Dans la pratique expérimentale, on préférera
donc généralement une procédure approchée pour obtenir un taux le plus proche possible
de 1 — a (“approximate is better than exact” : Agresti et Coul, 1998). Par ailleurs, on
souhaitera également le plus souvent un intervalle ayant de bonne propriétés de couverture,
non seulement bilatérale, mais aussi unilatérale (Qns €t Qs proches de a/2).

En pratique, le calcul des taux d’erreurs sera rendu possible (il n'y a pas besoin de
recourir a des simulations) par le fait que les sommes infinies peuvent étre approximées
par des sommes finies sur des ensembles X; et X5. On peut facilement controler 'erreur
de troncature, puisque celle-ci est inférieure a

domgx, Pr(Xi =z M) 220, 0x, Pr(Xo =22 ))
Dans le cas d’événements rares, méme pour des n; tres élevés, les ensembles X; contien-
dront un nombre limité d’éléments.

APPROCHE CONDITIONNELLE

C’est I’approche la plus fréquemment utilisée. Elle est basée sur la propriété suivante.
Si S = X1+ X2, alors la distribution d’échantillonnage de X; conditionnellement a la
valeur observée s = x1 + x5 est une distribution Binomiale qui ne dépend des parametres
A1 et Ay que par Uintermédiaire de m = ny A1/ (ni A + naXa) = 7/((no/ny) + 7)

Xl’S:S,)\I,)\QNX1|S:5,TNBiH( s

o
n2 )

z1 ng S—x1
— — _ s! T ny
Pr(Xl T | S 5, 7—) z1! (s—z1)! (Zf—l—r) (;?—H')

On peut alors appliquer au parametre m toutes les procédures qui ont été proposées
pour la construction d’un intervalle de confiance 100(1 — «)% pour une proportion Bi-
nomiale, et en déduire un intervalle pour 7. On trouvera une revue récente de celles-ci




dans Pires et Amado (2008). Si l'on s’en tient aux criteres de choix d'une procédure
approchée plutot qu’exacte, et ayant de bonne propriétés de couverture unilatérale, des
solutions fréquentistes performantes pour une proportion Binomiale sont la procédure du
“second-ordre corrigé” (Cai, 2005) et la procédure basée sur le test du “mid-p”.

Cette derniere est construite a partir du test de Clopper-Pearson. Pour ce dernier,
I'hypothese nulle 7 = 7 est testée contre hypothese alternative 7 > 75 (par exemple) en
déclarant le résultat significatif au seuil « si

PR =Y P(Xi=j | S=sm)<a

Dans cette solution la sommation porte sur toute les valeurs de X; qui sont strictement
plus grandes que la valeur observée x; (d’ou l'indice ezc pour test excluant). Comme de
test peut étre tres conservateur, une autre solution est d’inclure x; dans la sommation.
Soit

ﬁi:(;c = Zj:zl P<X1 =J ‘ S = 877—0) Sa
(inc pour test incluant) la probabilité correspondante. Ce test est libéral. Une solution
typique pour résoudre le probleme consiste a considérer la moyenne des probabilités ex-
cluantes et incluantes (“mid-p-value”, voir par exemple Berry et Armitage, 1995)

Doia = 5 (P2 + BIy.)

Pour chaque test, la limite inférieure de l'intervalle de confiance 100(1—«)% pour T est
obtenue en résolvant p™ = «/2. De méme, on définit le test contre I'hypothese alternative
T < 79 (ot les seuils p.pl etpm d), et on en déduit la limite supérieure.

Mais, appliquées au rapport 7, les procédures pour une proportion Binomiale sont des
procédures conditionnelles. Méme si la distribution utilisée pour les construire ne dépend
que de ce parametre, la probabilité d’échantillonnage qui donne les taux de couverture
fréquentiste dépend a la fois de A\; et de Ao, donc a la fois de 7 et d’un parametre parasite.
En conséquence ces procédures peuvent étre beaucoup moins satisfaisantes que pour une

proportion Binomiale, en particulier dans le cas d’événements rares.

AUTRES APPROCHES

Nous retiendrons ici, d'une part 'approche de Sahai et Kurshid (1993), et d’autre part
I’approche bayésienne.
L’intervalle de Sahai et Khurshid

Les limites inférieure et supérieure sont obtenues a partir des percentiles de la distri-
bution Normale standard. On a respectivement (avec P(Z > z4/2) = o/2) :

2
2
na (21+0.5)(22+0.5) 70.52(!/2\/x1+x2+170.252a/2
n1 22+0.5-0.25 2]

2
ny /(21+0.5)(2240.5) + 0.5 2 /2 \/x1+x2+170.25 2,
n1 22+0.5-0.25 27

Procédures bayésiennes



Une solution simple et usuelle postule deux distributions a prioriindépendantes Gamma
(conjuguées) pour A\; et Ay, de parametres z? et d’échelle 1/n!
Ap ~ ni(l) Gamma(z?) et Ay ~ % Gamma/(z9)
Les distributions a posteriori sont encore deux distributions Gamma indépendantes
A1 | données ~ m}rn? Gamma(z; + 29) et Ay | données ~ m}rng Gamma(zy + 9)
On en déduit les distributions marginales des parametres m et 7. Dans le cas particulier
nY = ny = 0, la premiere est simplement la distribution Béta
7 | données ~ Béta(z; + 29, x5 + 29)
tandis que la distribution de 7 est une distribution Béta type 11, d’échelle ny/ng
7 | données ~ 72 Bétay(vy + 2, x5 + 25)

Il y a une correspondance entre les seuils des tests conditionnels excluant (Clopper-
Pearson) et incluant de ’hypothese nulle 7 = 74 et les probabilités bayésiennes a posteriori
que T < Ty associée a des choix particuliers de la distribution a priori. On a les égalités
suivantes.

pi.=1—p" = P(r < 19| données)
pour la distribution a priori (29 = 1,n% = 0;29 = 0,n5 = 0)
Pine =1 —=p7 = P(7 < 7o | données)

pour la distribution a priori (z9 = 0,nY = 0;29 = 1,n5 = 0)

En effet, pour n{ = ny = 0, P(r < 79|données) est la fonction Béta incomplete
Lo (z1 + 29, 22 + 29) (7m0 = 70/((n2/n1) + 70)). Donc, si 29 et 29 sont des entiers, c’est la
probabilité qu’une variable ayant la distribution Binomiale de parametres z; +xo + 9 + 29
et 7y soit supérieure ou égale a z; + 29 (Johnson, Kotz et Kemp, 1993, page 117). On en
déduit les égalités précédentes.

En conséquence, pour une distribution a priori objective (Berger, 2004 ; Lecoutre,
2008), une solution raisonnable simple est la distribution intermédiaire

(1 = 12,10 = 0;2} = 12,1 = 0)
Une justification formelle est que cette distribution est 1’a priori de Jeffreys.

COMPARAISON DES PROCEDURES : EXEMPLE

La Figure 1 donne les probabilités fréquentistes d’erreur inférieure et supérieure, pour
ny = ny = 1000 et 7 variant de 0.10 & 4. Deux cas sont considérés.

Dans le premier cas le parametre (parasite) Ay vaut 0.04. Les quatre procédures
considérées sont tres performantes.

Dans le second cas, qui correspond a des proportions A; et Ay plus extrémes, le pa-
rametre (parasite) Ao vaut 0.004. La procédure du second-ordre corrigé n’est pas satis-
faisante : elle donne un taux de couverture bilatérale sensiblement inférieur a 1 — a.. La
procédure du mid-p a encore un taux de couverture bilatérale proche de 1 — «, mais les
taux d’erreur unilatéraux sont moins satisfaisants. Les procédures bayésienne et de Sahai
et Kurshid restent au contraire tres performantes.
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Fi1G. 1 — Probabilités fréquentistes d’erreur inférieure et supérieure, pour n,; = ny = 1000
et 7 variant de 0.10 a 4, quand Ay = 0.04 (en haut) et Ay = 0.004 (en bas).



GENERALISATIONS

Alors que les procédures fréquentistes nécessitent une solution ad hoc pour chaque
nouvelle situation, I’approche bayésienne fournit des procédures générales et s’applique
de la méme maniere, par exemple a l'inférence sur la différence A\; — Ay ou encore dans le
cas de groupes stratifiés. Dans chaque situation, I’approche bayésienne objective conduit
en outre a des procédures, qui sont tres performantes d’un point de vue fréquentiste.
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