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Résumé

On désigne par courbes de croissance des mesures répétées au cours du temps d’un processus
continu de croissance sur une population d’individus. Ces données longitudinales sont clas-
siquement analysées par des modeles non-linéaires a effets mixtes dont la fonction de régression
impose une évolution monotone croissante du phénomene. Ces modeles de croissance ne per-
mettent pas de modéliser des modifications inattendues du taux de croissance. Nous proposons
de prendre en compte ces éventuelles variations a I’aide d’équations différentielles stochas-
tiques déduites du modele de croissance standard par ajout d’une composante stochastique.
Nous développons une méthode d’inférence Bayésienne de ces modeles reposant sur un algo-
rithme de Gibbs et validons ce nouveau modele en utilisant et en adaptant des criteres basés sur
la distribution prédictive a posteriori. Nous illustrons la pertinence de notre approche dans le
cas d’un modele de Gompertz sur un jeu de données réelles de croissance de poulets.

Mot-Clefs
Courbes de croissance; Distribution prédictive a posteriori; Equation différentielle stochastique;
Estimation bayésienne; Modele de Gompertz; Modeles mixtes;

Abstract

Growth curve data consist of repeated measurements of a continuous growth process over time
among a population of individuals. These data are classicaly analysed by nonlinear mixed mod-
els. The standard growth functions used in this context prescribe monotone increasing growth
and can fail to model unexpected changes in growth rates. We propose to model these variations
using stochastic differential equations (SDEs) which are deduced from the standard determinis-
tic growth function by adding random variations to the growth dynamics. A Bayesian inference
of parameters of these SDE mixed models is developed, relying on a Gibbs algorithm. We
suggest to validate the SDE approach via criteria based on the predictive posterior distribution
of replicate samples and a chisquare discrepancy function. We illustrate the efficiency of our
method in the particular case of the Gompertz function to model data on chichen growth, the
modeling being improved by the SDE approach.
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1 Introduction

On désigne par courbes de croissance des mesures répétées au cours du temps d’un processus
continu de croissance sur une population d’individus. En agronomie ces données de croissance
permettent par exemple de différencier des phénotypes animaux ou végétaux en fonction de
la dynamique du processus biologique sous-jacent. Ces données sont classiquement analysées
par des modeles non-linéaires a effets mixtes dont la fonction de régression appartient a la
famille classique des fonctions de croissance, telles que les fonctions de Gompertz, logistique,
de Richards ou de Weibull (Zimmerman & Nunez-Ant6n (2001)). Ces modeles imposent une
évolution croissante du phénomene observé, quelle que soit la valeur des parametres. Bien
que ces modeles aient prouvé leur pertinence, ils ne permettent pas de prendre en compte les
variations inattendues du taux de croissance telles que le ralentissement de la croissance ou
méme des décroissances. Ces phénomenes observés ne sont pas dus a des erreurs de mesures
mais bien a des phénomenes biologiques sous-jacents non-expliqués.

Dans ce papier, nous cherchons a modéliser ces variations de processus de croissance au moyen
d’équations différentielles stochastiques (EDS). En effet, les courbes de croissance standard
sont solutions d’une équation différentielle ordinaire (EDO). Nous proposons d’introduire une
composante stochastique dans cette équation. Au final, le processus de croissance varie aléatoire-
ment autour d’une dynamique moyenne.

L’estimation bayésienne de modeles mixtes définis par EDS a été peu abordée dans la littérature.
Cano et al. (2006) calculent la loi a posteriori des parametres en approchant la solution de
I’EDS par un schéma d’Euler-Maruyama alors que Oravecz et al. (2008) se concentrent sur
le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck avec parametres aléatoires. Dans ce papier, nous
proposons une méthode d’inférence bayésienne dans le cas des courbes de croissance. Dans la
partie 2, nous présentons le modele de croissance a effets mixtes classique ainsi que le modele
défini par EDS. Nous discutons notamment du choix du terme de volatilité. Au paragraphe 3,
nous spécifions les lois a priori sur les parametres et développons un algorithme de Gibbs pour
estimer les lois a posteriori des parametres. Une démarche de validation bayésienne du modele
est en outre proposée. Finalement (partie 4), nous illustrons la pertinence de notre modele sur
des données de croissance de poulets dans le cas d’une fonction de croissance de Gompertz.

2 Modeles et notations

Soient y = (Yi)1<i<n = (Yij)1<i<n,1<j<n, les observations du processus de croissance ol y;; est
I’observation bruitée du sujet 7 a 'instant ¢;; (¢ = 1...n,j = 0...n;).

Modeles de croissance a effets mixtes
Dans les modeles mixtes classiques, I’évolution du processus est décrite par une fonction déterministe
dépendant de parametres aléatoires propres a I’individu. Plus précisément,

Viij = [(@itij) +€ijy €ij ~iid. N(O,O’2) (1)
¢i ~ N(u,Q)



ou f est une fonction déterministe paramétrique; ¢ = (¢;)1<i<n, € RP sont les parametres
individuels; les ¢;; sont les erreurs résiduelles.

Dans le cas des courbes de croissance, f est classiquement 1’'une des quatre fonctions suiv-
antes: fonctions logistique, de Gompertz, de Richards et de Weibull. Chacune d’entre elles
peut-etre écrite comme la solution d’une EDO dont la solution est strictement croissante (voir
Zimmerman & Nunez-Ant6n (2001)).

Exemple. La fonction de Gompertz est solution de 'EDO f}(t) = BCe ! fg(t) avec pour
condition initiale fg(0) = Ae™5. Ainsi fg(t) = Aexp [-Be™“"].

Plus généralement, soit ¢ I’ensemble des parametres (A, B,C') ou une re-paramétrisation judi-
cieuse des parametres, alors f est solution de I’EDO générale suivante:

U@ _ Bpn0), 16,0) = folo) @

Modeéles de croissance a effets mixtes définis par EDS

Afin de prendre en compte les variations aléatoires du processus de croissance, nous intro-
duisons un terme de volatilité stochastique dans I’EDO (2). Le processus de croissance est
alors décrit par ’EDS suivante:

dZt = F(tha ¢)dt + F(Zta ¢a72)th> Z(t = 0) = ZO(¢)

ol W; est un processus browien et I'(Z;, ¢, ) est la fonction de volatilité paramétrée par >
inconnu. Finalement, le modele de croissance a effets mixtes défini par EDS s’écrit:

Yij = Ztij(géi) + €ij, €ij ~iia N(0, 02)
dZy(d;) = F(Zy,t,¢:)dt + T(Zy, di,7*) AW, 3)

Le modele (3) integre trois sources de variabilités distinctes: la variabilité inter-sujets quantifiée
par €2, la variabilité 72 reflétant les variations aléatoires du processus autour du modele théorique
f et I’erreur de mesure o2. Par ailleurs, le choix de la fonction de volatilité est crucial et doit
découler de multiples considérations: positivité ou non du phénomene observé, type d’aléa a
introduire, existence ou non d’une solution explicite de I’'EDS, etc.

Exemple. Dans le cas de la Gompertz — prenant en compte le fait qu'une analyse antérieure
de nos données réelles a montré qu’un modele de bruit hétéroscédastique était pertinent— nous
proposons d’introduire une fonction de volatilit¢ polynomiale:

dZ, = BCe “'Z,dt +~Z,dW,, Zy = Ae™ P 4)

De cette facon, I’équation (4) a une solution explicite qui s’écrit comme une perturbation
. . .. . . _1 N
aléatoire multiplicative de la fonction de Gompertz standard: Z; = fg(t)e 277 ol N ~



N(0,+%t). De plus, nous garantissons entre autre la positivité presque siire du phénomene.
Nous obtenons alors le modele mixte global suivant: Vi = 1...n

/
(lOg Yio, IOg Yily ooy IOg yml)/ = <log(AZ) - Bi7 log Ztin cee ,lOg Zti'rzi) + Eiy
g~ iid N (0,0%0,41)
(1og Ziys- -, 10g Ztini) = log(4;) — ( —Cita ,e_citi"i)/ — 2 (ti1, s tin,) 4 14,

i~ iiaN (On;, ¥°T5) aVeCTi = (min(tij, tij)) 1<) <ni
(logAZ-,B,-,logCi) ~ zsz(,u )

3 Inférence bayésienne

Dans le cadre d’une approche bayésienne, nous cherchons a évaluer la distribution a posteriori
des parameétres de population 1, 2 ainsi que de o2 et enfin de 72 dans le cas du modele par EDS.

Spécification des lois a priori: Nous suggérons d’utiliser des loi a priori standard (c.f. De la
Cruz-Mesia & Marshall (2006)) pour les espérances et variances dans les modeles hiérarchiques,
ie.Vk=1...p, i ~ N (mP " Py Q=1 ~ W (R, p+ 1) (distribution de Wishart) 1/02 ~
T(afrer, ﬁg”"’") 7? étant un parametre controlant la variance des perturbations aléatoires du
processus il est raisonnable de choisir aussi une loi a priori inverse-Gamma pour cette quantité:
1/4% ~ D(ak™r, gErer). Le choix des paramétres de ces lois a priori peut s’avérer délicat d’ou
notre souci de les calibrer notamment dans une optique de robustesse des résultats obtenus sur

les parametres d’intérét.

Lois a posteriori: Les modeles (1) et (3) étant non-linéaires, nous avons recours a une procédure
itérative du type algorithme Monte Carlo Markov Chain (MCMC) pour étudier la loi a poste-
riori des parametres. Dans le cas du modele de croissance standard (1), I’algorithme de Gibbs
a mettre en place ne présente pas de difficulté particuliere (voir par exemple Carlin & Louis
(2000)). Dans le cas du modele défini par EDS (3) nous proposons 1’algorithme suivant:

e ETAPE 1: initialisation sur des valeurs initiales 020, ~2(0) /(0 4© Z(0),

e ETAPE 2: génération de o2 A2®) ,() ¢®) 7 *) 3 partir de g—2(k=1) | 42(=1) - (k=1)
¢(k 2 , Z*=1 au travers des etapes successives sulvantes:
1. Z®) ~ p(Z\¢(k*1), 7—2(k—1)’ 0_—2(k—1)’ y)
2. ¢(k) ~ p(¢|0__2(k_1)a ’7_2(k_1)7 ,u(k_l)a Q(k_l)a Z(k)a yo) ou Yo = (yiO)i:l...n
3. 1™ ~ p(p|p™) et QB ~ p(Q] ™)
4. 0720~ p(o72| 20, ¢ y) ety 20~ p(y7% 20, ¢)

e ETAPE 3: passer de k a k + 1 et retourner a I’ETAPE 2 jusqu’a convergence.



ou Z; est une réalisation du processus (Z;) pour chaque individu et a tous les instants d’obervation.
Z=(Zy,...,Z,) € R"t"*" représente le vecteur des n individus.

Certaines des lois a posteriori conditionnelles sont explicites. Ainsi, la loi a priori sur o2 étant
une loi Gamma, la loi a posteriori p(62|Z®, ¢ y) I’est aussi. En outre, p(¢|u, ) étant
gaussienne, la loi conditionnelle de i est gaussienne et celle de €2 est une inverse Wishart. Pour
les autres quantités, les lois conditionnelles sont propres au modele.

Exemple: Dans le cas du modele Gompertz, la loi conditionnelle de log Z; = (log Z;;)1<j<n,

" N _ . . 05t 05t
conditionnellement a (¢, 77, y;, 0?) est gaussienne: log Z,|y;, 0%, 7%, ¢ ~ N (miy: 5, Viee'y.)
avec

Ve, = (07 L, T
mbvy = Vi o ?(logyi . 108 yin,) + 7T} thog z,]

!/

1
Ulog Z; = log Al — Bz (B_Cit“ . €_Citi"i)/ — 5")/2 (tzl .. tml)

Remarque. Dans le cas général, lorsque la distribution conditionnelle du processus Z n’est
pas explicite, une solution envisageable est d’avoir recours a un schéma d’Euler-Maruyama,
approchant les probabilités de transition par des lois gaussiennes.

Critere Bayésien de validation du modele EDS: nous cherchons a valider le modele défini par
EDS en utilisant les distributions prédictives a posteriori. Cette méthode repose sur la génération
de données répliquées sous la loi prédictive a posteriori. Ces données répliquées sont comparées
aux données observées au travers de la fonction de discrépance que nous choisissons du type >
dans notre cas: T(y,n) = V.Sﬂ?—% oun = f(¢,t;;) pour le modele de croissance déterministe
et n = Z;;(¢;) pour le modele défini par EDS. Cette fonction vise a quantifier 1’adéquation du
modele avec les données observées. Nous cherchons a comparer la distribution a posteriori de
p(T(y,n)|y) avec celle de p(T(y"?,n)|y) ot y"*" représente les données répliquées sous la
loi p(y"“|y) au travers de la probabilité p,, = [ P [T(y"",n) > T(y,n)|y,n] p(nly)dn. En
pratique, pour chaque modele, I’algorithme de Gibbs fournit des ' (I = 1... L) générés sous la
loi a posteriori p(n|y). A partir de chaque 1’ nous générons des données répliquées sous la loi
p(y"?|n'). Finalement, la quantité p,, est approchée par + Zf: 1 Lr(yrer Lty >T(y 1) €t COMparée
al,

yn')

4 Application sur données réelles

Nous nous intéressons a la modélisation de croissances de poulets, jeu de données précédemment
analysé par Jaffrézic et al. (2006) et Meza et al (2007). Les données y sont des observations
bruitées de poids de n =50 poulets, mesurés a t =0, 4, 6, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40
jours apres la naissance (voir exemple sur la figure 1). Nous estimons les parametres des deux
modeles par les algorithmes de Gibbs précédemment décrits. Nous présentons —sur la figure (1)
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Figure 1: A gauche: Données et prédictions pour les sujets 1, 4 13 and 14. Au milieu et & droite: PPP pour les
modeles standard et EDS

a gauche— les observations pour 4 individus (o), la trajectoire prédite par le modele déterministe
(tirets longs), la trajectoire moyenne (sur 1000 réalisations) fournie par le modele EDS (trait
plein), un exemple de trajectoire fourni par le modele EDS ainsi qu’un intervalle de confiance
prédictif a 95% (tirets courts). Les sujets 4 et 13 sont des individus sans ralentissement de crois-
sance, sur lesquels les 2 modeles fournissent des résultats comparables. Le sujet 14 présente
une légere décroissance alors que le sujet 1 présente une nette décroissance. Dans ces deux cas,
le modele EDS réussit a modéliser ces phénomenes, ce qui n’est pas le cas du modele standard.
Nous calculons ensuite le critere de validation de modele. La figure (1) a droite présente un
résumé des distributions prédictives a posteriori sous chacun des modeles. Ce graphique met
clairement en évidence 1’amélioration fournie par ce nouveau modele.
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