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Résumé

Nous étudions le coefficient d’ajustement de la théorie de la ruine dans un
contexte de dépendance temporelle. Le coefficient d’ajustement, pour des données
indépendantes a été étudié par de nombreux auteurs. Nous utilisons ici la définition
de Müller et Pflug [8] pour des variables dépendantes. Nous construisons un estima-
teur consistant de ce coefficient dans un cadre de dépendance faible général. Pour
des cas particuliers ayant un sens en théorie de la ruine / actuariat, nous explicitons
le coefficient d’ajustement et procédons à des simulations.

Abstract

We study the adjustment coefficient of ruin theory in a context of temporal
dependency. For independent data, the adjustment coefficient has been widely
studied. We use here the definition of Müller and Pflug [8] for dependent variables.
We provide a consistent estimator of this coefficient in a general context of weak
dependence. In some special cases relevant in ruin theory and actuariat, we compute
explicitly the adjustment coefficient and perform some simulations.

1 Introduction

L’objectif est de proposer un cadre de dépendance temporelle dans lequel on a des
résultats d’estimation du coefficient d’ajustement de la théorie de la ruine.

Considérons un processus de risque (Yn)n∈N

Yn =
n∑

i=1

Xi.

(Xi = Pi − Gi : pertes - gains à l’année i) et RM , l’événement {Yn > M pour un n ≥ 1}
i.e l’évènement de ruine. Un des objectifs de la théorie de la ruine est d’évaluer P(RM).
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1.1 Coefficient d’ajustement

Dans le cas où les Xi sont indépendants et identiquement distribués, le coefficient
d’ajustement w > 0 est l’unique solution positive de λ(w) = 0 avec

λ(t) = log E [exp(tX1)]

s’il existe (voir la condition de Mammischt [7] détaillée ci-dessous, en particulier, l’exis-
tence de moments exponentiels est nécessaire). Le coefficient d’ajustement donne le com-
portement asymptotique de la probabilité de ruine via les résultats suivants dûs à Gerber
et Lundberg ([4]) :
Soit T le temps de ruine, (T = inf{k ∈ N / Yk > M}),

P(RM) = P(T < ∞) =
e−wM

E[e−wYT |T < ∞]
,

lim
M→∞

log P(RM)

M
= −w.

Müller et Pflug [8] généralisent la définition de coefficient d’ajustement ainsi que le résultat
asymptotique ci-dessus. S’il existe u0 > 0 tel que

– pour tout 0 < u < u0, la limite

c(u) = lim
n→∞

cn(u) avec cn(u) =
log E [exp(uYn)]

n
existe. (1)

– il existe 0 < u < u0 tel c(u) = 0, on notera wd la solution (nécessaire unique par
convexité) de cette équation.

alors,

lim
M→∞

log P(RM)

M
= −wd. (2)

Évidemment, dans le cas i.i.d., w = wd.
Nous proposons une procédure d’estimation de w et wd si l’hypothèse d’indépendance
n’est pas satisfaite.

1.2 Quelques résultats d’estimation antérieurs

– Estimation de w (avec TCL) dans le cas i.i.d. par Embrechts, Grübel, Pitts [9].
– Cas ARMA(p,q) :

Xn = α1Xn−1 + · · · + αkXn−k + εn + β1εn−1 + βqεn−q.

Soient α = 1− (α1 + · · ·+αk) et β = 1+β1 + · · ·+βq, Gerber [5] montre la relation
suivante entre wd et le coefficient d’ajustement wε de l’innovation du processus
(εt) :wd = α

β
w, Christ et Steinbach [1] proposent alors une procédure d’estimation de

wd basée sur l’estimation des paramètres αi et βj ainsi que du processus d’innovation
(εn)n∈N).
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2 Dépendance

À la différence des définitions probabilistes de mélange (α, β, Φ mélange), Doukhan et
al. [3] définissent des coefficients de mélange basés sur une classe de fonctions régulières
et bornées (et non plus sur toutes les fonctions bornées).

ε(k) = sup
|Cov(f(Xi1 , . . . , Xiu), g(Xj1 , . . . , Xjv

))|

Ψ(f, g)
(3)

le sup est pris sur i = (i1, . . . , iu), j = (j1, . . . , jv) tels que :

i1 < · · · < iu ≤ iu + k ≤ j1 < · · · < jv

et les fonctions f : R
u −→ R, g : R

v −→ R bornées et Lipschitz

d(x, y) =

p∑

i=1

|xi − yi|, x = (x1, . . . , xp), y = (y1, . . . , yp).

Definition 1 La notion de dépendance faible dépend de Ψ(f, g),
f : R

u −→ R et g : R
v −→ R

1. Ψ(f, g) = ulip(f)‖g‖∞, on parle de θ-dépendance faible si (ε(k))k∈N est sommable.

2. Ψ(f, g) = ulip(f)‖g‖∞ + v‖f‖∞lip(g), on parle de η-dépendance faible si (ε(k))k∈N

est sommable.

D’autres types de dépendance font intervenir d’autres fonctions Ψ, d’autres encore la
norme L1.
De nombreux modèles rentrent dans le cadre ci-dessus, une présentation détaillée de ces
modèles se trouve dans [3], notons simplement que les ARMA causaux et stationnaires
vérifient la condition de θ dépendance avec des coefficients de dépendance qui décroissent
vers 0 exponentiellement vite, de même que des processus auto-régressifs non linéaires.

3 Condition d’existence pour w

Mammisch [7] montre que la condition ci-dessous (condition (E)) est nécessaire et
suffisante pour l’existence de w.

1. E(X1) < 0,

2. P(X1 > 0) > 0 et

3. soit a < ∞ et lim
t→a−

E(eaX1) ≥ 1 ou bien a = ∞ avec

a = sup{t ≥ 0, E(etX1) < ∞}.
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En adaptant ses arguments, nous montrons le résultat suivant.

Proposition 3.1 On suppose que la limite c(u) est bien définie [0, a[, en particulier, pour
tout t < a et n assez grand, E(etYn) < ∞. De plus, on suppose

1. pour n assez grand, P(Yn > 0) > 0

2. si a < ∞ alors pour n assez grand, lim
t→a−

E(etYn) ≥ 1,

3. c′(0+) < 0 où de manière équivalente, ∃t > 0 tel que c(t) < 0

Alors il existe une unique solution > 0, notée wd, à l’équation c(u) = 0. De plus wd est
la limite de la suite (wr)r∈N avec wr solution > 0 (unique) de cr(u) = 0.

4 Estimation

4.1 Estimateur de w

On estime E(etX1) par sa version empirique : pour k ∈ N,

m̂k(t) =
1

k

k∑

i=1

etXi ,

Alors ŵ est la solution positive de log m̂k(t) = 0.

4.2 Estimateur de wd

E(etYr) est estimé par sa version empirique :

M̂ r
k (t) =

1

k

k−1∑

i=0

etZr
i ,

avec Zr
i =

r∑

j=1

Xj+ir

ŵr est la solution positive de 1

r
log M̂ r

k (t) = 0.

Nous allons montrer que pour un bon choix de r = r(k), ŵr est un estimateur consistant
de wd, avec une estimation de la probabilité de mes-estimation.

4.3 Existence presque sûre

Proposition 4.1 Si le processus est θ ou η dépendant et que les conditions d’existence
de w et wd sont vérifiées alors ŵ et ŵr existent presque sûrement.

La preuve de cette proposition repose sur le fait que la η (ou θ) dépendance implique
l’ergodicité.
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4.4 Convergence

Pour une suite r = o(ln k), on montre la convergence en probabilité de ŵr vers wd.
Cette convergence est obtenue grâce à une estimation de la vitesse de convergence de ŵr

vers wr (quand k → ∞, à r fixé), ce qui provient d’inégalités de moments.

Proposition 4.2 [3] Soit (Wi)i∈N une suite de variables centrées,

Cj,2 = sup
t1, t2

t2−t1=j

Cov(Wt1 ,Wt2),

Sn =
n∑

i=1

Wi, alors E(S2

n) ≤ 2n
n−1∑

j=0

Cj,2.

Pour Wi η-dépendante et stationnaire, de coefficients de mélange ε(k) ≤ Cθk, avec Mm =
E(|Wi|

m) on a :

E(S2

n) ≤ 16nM
2

m
m C

m−2

m
1

1 − θ
m−2

m

(4)

On applique (4) à etZir,

Proposition 4.3 Soit (Xi)i∈N un processus η faiblement dépendant, de coefficients de
mélange ε(k) ≤ Cθk, C > 0, 0 < θ < 1. Alors pour t ∈ [0, a[, avec 3t ≤ a, et v > 0 :

P

(
|M̂ r

k (t) − E(etYr)| > v
)
≤

4(Cr + 3)E(e3tYr)2/3

v2k(1 − θ
1

6 )
.

C’est une application de l’inégalité de Bienaimé-Tchebitchev en prenant m = 3 dans la
Proposition ci-dessus.
On en déduit de tout ceci la convergence en probabilité de l’estimateur de wd.

Theorem 4.4 Soit (Xi)i∈N un processus η faiblement dépendant, de coefficient de mélange
ε(k) = O(θk), 0 < θ < 1. Pour r = r(k) = o(ln k), ŵr converge vers wd en probabilité.

La preuve basée sur :

|ŵr − wr| = |E(ewrZr
1 ) − M̂ r

k (wr)|




∂M̂ r
k (wr)

∂t
+

1

2

∫

bIr

∂2M̂ r
k (w)

∂t2
dw




−1

P(|ŵr − wr| > v) ≤
16(Cr + 3)

αr(wr)2k(1 − θ
1

6 )

(
E(e3wrYr)

2

3

1

v2

+ E(Y 3

r e3wrYr)
2

3

)

avec αr(wr) = E(Yre
wrYr). On obtient ainsi la convergence en probabilité pour r = o(ln k).
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5 Simulations

Nous fournissons quelques exemples de simulations dans des cas où wd est calculable.
Si ξi suit une loi exponentielle de paramètre θ > 0 alors 0 ≤ t < θ,

E(etξi) =
θ

θ − t
.

Pour εi = ξi − c, cθ > 1, alors wi est la solution > 0 de :

e−tc θ

θ − t
= 1.

Nous considérons les cas suivants :
– εi = ξi − c, i.i.d.
– modèle AR(1) : Xn = aXn−1 + εn,
– modèle MA(1) : Xn = εn + aεn−1,
– AR et MA non linéaire, plus réalistes du point de vue actuariel (time dependent

Poisson processes [6]) et pour lesquels wd est calculable.
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