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AGREGATION INCOMPLETE DES ESTIMATEURS A
SEUILLAGE DUR

Yuri Golubev
Unwversité de Provence, CMI, 22 rue F. Joliot-Curie, 13453 Marseille

Résumé. Cet exposé traite du probleme de la reconstruction des vecteurs
creux inconnus a partir des données bruités. Plus précisément, il se focalise
sur la méthode du seuillage dur et le choix optimal de la pénalité dans la
méthode de minimisation du risque empirique. Dans le cas ou les seuils utilisés
appartiennent a une grille fine, nous démontrons que la pénalité optimale se
trouve dans le voisinage de la pénalité minimale admissible.

This talk deals with the reconstruction of sparse vectors from noisy data. More
precisely, it focuses on the hard thresholding technique and the optimal choice
of the penalty in the method of the empirical risk minimization. In the case
where the thresholds in use belong to a fine grid, we show that the optimal
penalty is in the vicinity of the minimal admissible penalty.

Mots-clés: seuillage dur, vecteur creux, minimisation du risque empirique,
pénalité.

Cet exposé traite de 'estimation d’un vecteur inconnu # € R™ a partir des données bruitées
Yi=0;+0&, 1=1,...,n,
ou & sont i.i.d. N(0,1). Afin d’estimer 6, on utilise les estimateurs a seuillage dur
0:(t) = Yi1{|vi| > t}

et le but est de choisir le seuil ¢ en se basant sur les observations. L’idée du seuillage dur
est liée a 'hypothese que le vecteur a estimer est creux. De tels vecteurs apparaissent
typiquement dans les méthodes statistiques se basant sur les ondelettes, voir, par exemple,
Donoho, D., Johnstone, 1., Kerkyacharian, G. et Picard, D. (1995).

Ensuite, les seuils sont choisis a 1’aide du principe de minimisation du risque empirique

i = argmin{ IV — 0|1 + Pen [I6(0)lo, ] }.

ol 7 est un sous-ensemble dans RT, || - || est la norme euclédienne,

n

lzllo =) 1{jai > 0},

i=1



et Pen[-, } est une pénalité. En général, le but principal du concept de choix adaptatif
de t est de trouver la pénalité qui minimise le risque de ’estimateur é(f)

R(0, Pen) =E zn: [0, — 0,()]7,

uniformément # € R"™. Pour illustrer cette idée, nous commencons par le cas, ou 7 = R*.
Dans la littérature statistique, ce cas est connu sous le nom ”sélection de modéle”s (voir,
par exemple, Birgé, L. et Massart, P. (2007) pour une bréve histoire de cette méthode).

Pour borner le risque de é(f), on introduit quelques notations supplémentaires. Pour
un vecteur x € R" on va noter par x() la permutation décroissante de ces composantes
x(l) Z ZE(Q) Z Z x(n). Soit

2Qan
20 + 1’

déf(

1
peng () 2x + 1) log avec (Q, = (1 + —) exp(2 + ¢€).
a

On commence par un résultat dans l'esprit de Birgé, L. et Massart, P. (2007).

Théoréme 1. Soit T = RT et Peny(z) = (1 + a)o’peny (), alors pour tout € > 0,
uniformément en 6 € R"

2 2
R(0, Pen,) < (1 + é)R(@, Peng) + %’
ot
k
i 2
R(0, Pen,) = mkln{; Ory + Pena(k:)}

et C' > 0 est une constante générique.

Ce théoreme prédit que: la méthode de minimisation du risque empirique s’explose
lorsque av — 0, la pénalité presque optimale correspond a o = 1, le risque de cette méthode
(avec la pénalité optimale) sur I'ensemble de vecteurs creux S,, = {6 : [|f]lo¢ < v.n}
est asymptotiquement quatre fois supérieure au risque minimax (voir Abramovich, F',
Benjamini, Y., Donoho, D. et Johstone, I. (2006)). Malheureusement, ces conclusions ne
s’accordent pas bien avec la pratique statistique car elles se basent sur la borne supérieure
qui est grossiere.

Le résultat suivant montre que la borne supérieure du théoreme 1 peut étre améliorée.
Définissons ’ensemble des vecteurs creux

@' ={oer": #{i: 0] <on} > an},

ouq>0eto,=0c/y/2log(n). On va supposer que



o T ={ty,ts,...,ta}, ot M =n/[exp(1)y/log(n)] et t) sont définis par
nexp|[—t;/(20%)] =1+ (k — 1)y/log(n).
o Peng(z,t) = (1 + a)openq s (k) + an(t?/2 + 2) exp[—t?/(20?)] avec o > 0.

Théoréme 2. Uniformément en 8 € Q" ett € T

R(0, Pen,) <Ro(0,t) + 02#{2' 210 > O’n}

3, ~27-1/4
CR41(0,1) 1+ log, Cy/ea’no |
a3/2¢l/4 R1(6,1)

o

Ro(0,1) = iefp{m <t} + Pen, [En: P{|y}| > t},t]
=1 =1

et

Ru(0.1) = Ro(6.1) + £2\/#{i : 6, > 0.},

Le sens statistique de ce théoreme est assez transparent. Si le vecteur a estimer est
creux, alors Ry (6,t) < Ro(0,t) et Ro(,t) < no? pour tout ¢ résonnable. Cela signifie que
Ro(0,t) est le terme principal dans la borne du théoréme 2 et son minimum par rapport
a « est atteint pour a =~ 0. Notons également que cette borne supérieure s’explose, mais
contrairement au théoreme 1, c’est le terme de deuxieéme ordre qui s’explose. Cette ob-
servation permet de démontrer en particulier que ’estimateur é(f) est asymptotiquement

minimax sur S,,.

Bibliographie

[1] Abramovich, F., Benjamini, Y., Donoho, D. et Johstone, I. (2006) Adapting to un-

known sparsity by controlling false discovery rate. Ann. Statist., 34, 584—653.

[2] Birgé, L. et Massart, P. (2007) Minimal penalties for Gaussian model selection. Probab.

Theory Relat. Fields 138, 33-73.

[3] Donoho, D., Johnstone, 1., Kerkyacharian, G. et Picard, D. (1995) Wavelet shrinkage:

Asymtopia? Journal of the Royal Statistical Society, Series B, 57, 301-369.



