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RESUME

Les utilisateurs de codes numériques onéreux epstaia calcul souhaitent réduire le colt en limitent
nombre de simulations suivant un choix judicieurd® sur l'utilisation de plans d'expériences ada@g contexte
numeérique et appelés « space filling designs »n A& remplir au mieux I'espace des parametres, pmBosons une
méthode de construction de plans dont les point$ ko plus uniformément répartis dans I'hyperculmééu Pour
mesurer 'écart entre la fonction de densité agsoeiux points du plan et celle de la loi uniformeus utilisons
l'information de Kullback-Leibler, ce qui revientpailleurs a utiliser I'entropie de Shannon. Cellest estimée par
une méthode de Monte Carlo dans laquelle la fona®densité est remplacée par son estimationgyaur gaussiens.

Mots-clés :space filling designs — estimation de I'entropiméthodes a noyaux
ABSTRACT

Experimental designs are tools which can drasjicabuce the number of simulations required by time
consuming computer codes. Because we don't knovrtigerelation between the response and inputsgrieshould
allow one to fit a variety of models and shouldypde information about all portions of the experimta region. One
strategy for selecting the values of the inputsvlaich to observe the response is to choose thdsesvao they are
spread evenly throughout the experimental regioogiling to “space-filling designs”. In this ari¢clwe suggest a new
method based on comparing the empirical distrilbutd the points in a design to the uniform disttibn with the
Kullback-Leibler information. The considered apmiaconsists in estimating this difference or, remially, the
Shannon entropy. The entropy is estimated by a 8@atrlo method where the density function is regdduy its kernel
density estimator.

Keywords :space filling designs — entropy estimation — kedweaisity estimation

Introduction

Depuis quelques années, la simulation numérique élised des phénomeénes toujours plus
complexes. De tels problemes, généralement degma&sde dimension, exigent des codes de
simulation sophistiqués et trés colteux en tempsaleul (parfois plusieurs jours). Dans ce
contexte, le recours systématique au simulateuriedevillusoire. L'approche actuellement
privilégiée consiste a définir un nombre réduit dinulations organisées selon un plan
d’expériences numériques et d’'adapter, a particelai-ci, un métamodéle pour approcher le
simulateur.

Dans le cadre de ces travaux, nous nous sommesssés a la construction des plans d’expériences
en phase exploratoiiee. lorsque la dépendance entre les entrées et liésssesta priori inconnue.

Il est alors difficile de prévoir quel type de métadele va convenir. Les plans élaborés lors de cett
phase exploratoire doivent donc s’affranchir detdogontrainte par rapport a un type de
métamodele (régression linéaire, krigeage, résdawneurones) puisque celui-ci est choisi a I'issue
de ces premieres simulations.

Ainsi, les expériences de ces plans doivent reraplimieux I'espace des parametres afin d’obtenir
des informations dans tout le domaine expérimesitaiotamment pour détecter les éventuelles
irrégularités a lintérieur du domaine de simulatiddn cherche ainsi un plan dont les points
seraient le plus uniformément répartis dans I'hgplee unité. Similairement a la discrépance,
I'information de Kullback-Leibler (1951) permet deesurer I'écart entre la distribution empirique



et la loi uniforme. L'idée est alors de construide, facon empirique, des plans d’information KL
minimale a I'aide d’un simple algorithme d’échange.

Information de Kullback Leibler

Supposons que les points du plan sontnlggalisations d’'un vecteur aléatoire Xz(X,Xy) de
fonction de densité inconntiele support le cube unité E=[(?1] objectif est de construire un plan
dont la fonction de densité associée est la plashegr possible de celle de la loi uniforme sur E.
L’information de Kullback-Leibler (information KL),

f(X)j

I(f,g)=| f(x)In| —= [dx

(f.9) =] f(0 (g(x)

permet de mesurer I'écart entre les deux fonctamslensitd et g de support E. Elle est définie
positive et If,g)=0 si et seulement &g p.p. L'objectif est donc de minimiser cette exgres dans

le cas ou la fonctiog est la densité de la loi uniforme sur E. On asalor
1(f) =jE f (x)In(f (x))dx = =H[ ]

Ainsi, minimiser l'information KL revient a maximes I'entropie. On retrouve la définition des
plans a entropie maximale couramment utilisés anifitation numérique (Shewry & Wynn, 1987,
Currin et al, 1988). L'originalité de I'idée proposée ici vient du fajue nous sommes en phase
exploratoire et que nous n'avons aucun modele pmest. La maximisation de I'entropie n’a donc
pas pour objectif d'augmenter la quantité d’infotia (au sens de Shannon) contenue dans
I'échantillon relativement & des parametres du neodeén revanche, il est bien connu que la loi
uniforme maximise I'entropie des lois a supportsifhl1]. L’entropie du plan est donc négative et
faire tendre cette entropie vers 0, revient a sagiper d’une distribution uniforme.

Estimation de I'entropie par méthode de Monte Carlo
L’article de Beirlantet al. (1997) présente un état de I'art concernant lehoaes d’estimation de
I'entropie et leurs propriétés. Dans le cas muttiglisionnel, Joe (1989) propose I'estimation
suivante. Etant donné que I'entropie s’écrit saufoime d’'une espérance,

H(X) = —-E[In(f (X))],
la méthode de Monte Carlo fournit un estimateusgaais et convergent de I'entropie

H(X) :—%iln f(X,).

Cette estimation fait intervenir la fonction de gigéf inconnue mais pouvant étre estimée a partir
de Xi,...,Xn a 'aide d’'une méthode a noyaux (Silverman, 1986),

f(x) :n_:le&j{x _hxi ) Ox0[0,1]°

La taille de la fenétrh est choisie selon la régle de Scott (1992),
Ijl' =Yg i=1,...,d
j j? ey
ou G, est I'écart-type empirique de f"f coordonnée X

Joe (1989) montre alors que I'estimateur de I'grig@st biaisé et que le biais dépend naturellement
de la taille de I'’échantillom et de la dimensiod, mais aussi de la fenéthe Dans le cadre de la
construction d’'un plan optimal, il n'est pas née@gsd’avoir une estimation exacte de I'entropie.
En revanche, il est indispensable que le biaisfs@tau cours de l'algorithme d’échange. C’est
pourquoi, I'écart-type estimé est remplacé pariaua loi uniforme sur [0,1],

~ 1 1

h= \/1—2 plid+a) -

Le noyauX est choisi gaussien
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ou $=d/12. Un noyau uniforme ou d’Epanechnikov ne pearvenir lorsque la dimensiamh est
grande car alors la probabilité que le noyau smwit mul devient extrément faible.

Caractéristiques des plans d’information KL minimale
* Les points du plan sont disposés au bord du donrasie aussi a l'intérieur a la fagon
d'une grille réguliére légerement perturbée (platits quasi-périodiques). Ainsi le
remplissage de I'espace est garanti tout en coaseumne distribution aléatoire.
» Chaque parametre est testé sur un grand nombrivelur avec toutefois des répétitions
aux extrémités. De méme que le critere maximin (Kere& Owen, 1996), le critéere
propose ici privilégie les bords du domaine et hiotérieur lorsquen est petit.
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Comparaison avec les plans usuels
Afin de comparer les plans en dimensia2dil est nécessaire de faire appel a des crit¢sasls
permettant de juger du bon remplissage de I'esp@st que de la distribution uniforme.

» La mesure de recouvrement (Cov) permet de mesaoart entre les points du plan et ceux
d’une grille réguliere (Gunzburget al, 2004). Ce critére est nul pour une grille régelie
L’objectif est donc de le minimiser pour se rapprercd’'une grille réguliere, et ainsi assurer
le remplissage de I'espace, sans toutefois I'atteipour respecter une distribution uniforme
notamment en projection sur les axes factoriels.

* Johnsoret al. (1990) ont introduit les distances maximin et mmax afin de construire des
plans répondant a la question de remplissage dedt®. Le critere maximin (Mindist)
consiste a maximiser la distance minimale entrex g@ints du plan.

» La discrépance permet de mesurer I'écart entreotation de répartition empirique des
points du plan et celle de la loi uniforme. Comraient aux deux critéres précédents, la
discrépance n’est pas basée sur la distance estiolnts. Il existe différentes mesures de
discrépance (Niederreiter, 1987, Thiémard, 200@us\retenons la discrépance en norme
L2 (DL2).

Les plans construits ici sont comparés avec lessplasuellement utilisés en expériences
numérigues. Nous conseillons la lecture des trawluKoehler & Owen (1996) et Franco (2008)
pour un état de I'art concernant les « space gltiesigns ».

» Dmax : plans a entropie maximale (Shewry & Wynr87,Currinet al, 1988) construits de
facon a maximiser le déterminant d'une matrice deadance. Ces plans sont ainsi tres
utilisés lorsque la surface de réponse est ajysiérigeage. lls supposent cependant un



modele sous-jacent.
» Strauss : plans élaborés a partir d’un process@®rdess qui considere de la répulsion entre
les points de maniére a remplir au mieux I'espaseghrametres (Franco, 2008)
* Maximin : plans optimaux pour le critere maximiolidsonet al, 1990).
e MCGauss: plans dinformation KL minimale constsuitpar la méthode décrite
précédemment.
Les suites de faibles discrépance (Halton, Sobdln’ont pas été représentées car les résultats ne
sont satisfaisants que pour le critére de discigpan
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Représentation des critéres usuels calculés sypi@ts a 100 points en dimension 10

Les plans d’information KL minimale (MCGauss) donhacontestablement les meilleurs résultats
quel que soit le critére. lls semblent concurrenesrplans maximin traditionnellement utilisés en
phase exploratoire, et ceci méme pour le criterdistance maximin.

On note que les résultats des plans MCGauss smpéu dispersés. Cela signifie qu’ils dépendent
peu de l'initialisation de I'algorithme d’échang®n peut donc limiter le nombre d’initialisations
aléatoires dans l'algorithme et ainsi réduire fape de calcul.

Perspectives

Malgré des conditions éloignées de I'asymptotique critere basé sur I'estimation de I'entropie
fournit de tres bons résultats. Cependant, lordgukmension augmente, la méthode d’estimation
par Monte Carlo devient moins performante lorsgéehiantillon est de petite taille. De plus, étant
donnée que la densité doit étre ré-estimée a chéchange, cette méthode requiére un temps de
calcul important. Il pourrait étre intéressant ddcualer le critere a l'aide d’'une estimation de
I'entropie qui évite, a la fois la méthode de Moftarlo, et a la fois I'estimation de la fonction de
densité. Par exemple, la méthode des plus prodisiny (Kozachenko et Leonenko, 1987) se préte



particulierement bien aux grandes dimensions (Lekmet al). Une autre perspective consiste a
définir le critére a partir d’'une entropie difféterde celle de Shannon, par exemple, I'entropie de
Rényi qui peut étre estimée a partir des arbre®migueur minimal (Hercet al, 2002), ou bien
I'entropie de Tsallis qui, a I'ordre deux et daaschs d’'une méthode d’estimation de la densité par
noyaux gaussiens, s’écrit de facon analytique comngesomme des noyaux et évite ainsi I'erreur
d’approximation de la méthode de Monte Carlo (Begttret al, 2008).
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