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Résumé

Nous développons une méthode numérique permettant de
résoudre en un “seul passage” les équations aux dérivées
partielles associées au problème du Shape From Shading
“générique” [26, 27]. Notre méthode, basée sur la théorie
du contrôle et sur la propagation d’interfaces, est une ex-
tension des méthodes de “Fast Marching” développées par
Sethian [31]. En particulier, nous étendons les méthodes
de “Fast Marching” [38, 31, 33, 9] à une classe d’équa-
tions pour lesquelles la solution n’est pas nécessairement
décroissante le long des trajectoires optimales. Notre mé-
thode permet aussi de résoudre des équations dépendantes
enu, alors que les méthodes précédentes [38, 31, 33, 9] ne
traitent d’équations ne dépendant que du gradient (équa-
tions de la formeH(x,∇u(x)) = 0). Par ailleurs, contrai-
rement aux précédents algorithmes de “Shape From Sha-
ding” basés sur le “Fast Marching” [17, 39, 35], notre
méthode est complètement générique. En particulier un
seul algorithme permet de résoudre indifféremment les di-
verses équations rassemblées dans [26, 23]. Nous appli-
quons avec succès notre méthode de “Shape From Sha-
ding” à passage unique sur des images réelles et sur des
images synthétiques.

Mots Clef

“Shape From Shading”, reconstruction 3D, Méthode de
“Fast Marching”, propagation de fronts, EDP, théorie du
contrôle, équations de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).

Abstract

We develop an one-pass method to approximate the solu-
tions to the “generic” Shape From Shading equations re-
cently introduced by Prados and Faugeras [26, 27]. Our
method, which is based on the control theory and the inter-
faces propagation, is an extension of the “Fast Marching
Method” (FMM) recently introduced by Sethian [31]. In
particular our method extends the FMM to some equa-
tions for which the solution is not systematically decrea-

sing along the optimal trajectories. Our method also ex-
tends the FMM to some equations of the formλF (u(x)) +
H(x,∇u(x)) = 0 when [38, 31, 33, 9] only deal with
equations which donot depend onu. We apply with suc-
cess our one-pass method to the SFS problem.

Keywords
Shape From Shading, 3D reconstruction, Fast Mar-
ching Methods, front propagation, PDEs, control theory,
Hamilton-Jacobi-Bellman equations.

1 Introduction
1.1 Le problème du Shape From Shading
Dès les premiers temps, le problème du “Shape From Sha-
ding” (SFS) a été un problème central dans le domaine de
la vision par ordinateur. Ce problème consiste à retrouver
la forme tridimensionnelle d’une surface à partir de l’in-
formation d’ombrage présente dans une unique image en
noir et blanc de cette surface. Horn, pionnier dans ce do-
maine, a été le premier à poser ce problème sous la forme
d’une équation aux dérivées partielles (EDP) non-linéaire
du premier ordre appelée l’équation d’irradiance [14]. La
première EDP explicite considérée dans ce domaine est
l’équation Eikonale

|∇u| = r(x), ∀x ∈ Ω (1)

obtenue en modélisant le problème à l’aide d’une pro-
jection orthographique et d’une unique source de lumière
frontale. Ω est un ouvert deR2 qui représente le do-
maine de l’image, c’est-à-dire, le rectangle]0, X[×]0, Y [.
r : Ω → R est une fonction positive directement reliée à la
brillance de l’image. Depuis les travaux de Horn [14], un
grand nombre d’EDP correspondant à différentes modéli-
sations du problème du SFS ont été développées et étudiées
[21, 30, 34, 25, 7]. En introduisant une équation “généri-
que”

Hg(x,∇u(x)) = 0,∀x ∈ Ω



(Hg étant décrit ci-dessous), Prados et Faugeras [26, 23]
ont récemment unifié un grand nombre de ces équations et
donc les modélisations de SFS associées (en particulier ils
unifient le “SFS orthographique” et le “SFS perspectif”).

Hg(x, p) = κx

√
|Axp+ vx|2 +K2

x + wx · p+ cx,

où les fonctionsκx,Kx, µx, νx, cx,vx,wx and Ax dé-
pendent de la modélisation choisie et décrivent la géomé-
trie de la caméra, la réflectance de la surface, et les para-
mètres de l’éclairage [26, 23]. Par exemple, l’Hamiltonien
classique de Rouy/Tourin [30]

HR/T (x, p) = I(x)
√

1 + |∇u|2 + l · ∇u− γ (2)

obtenu en modélisant le problème du SFS orthographique
avec une unique source de lumière éloignée, est un cas par-
ticulier de l’Hamiltonien du SFS “générique”Hg (L =
(l, γ) représente la direction de la source de lumière ;I(x)
est la brillance de l’image au pixelx). Récemment, Prados
et Faugeras ont également montré qu’en prenant en compte
l’atténuation de l’intensité de la lumière due à la distance
[27, 28], le problème aboutit à une équation de la forme

−e−2u(x) +Hatt(x,∇u(x)) = 0 (3)

où Hatt est un cas particulier de l’Hamiltonien “généri-
que”Hg. Contrairement aux équations précédentes, cette
dernière équation, complétée par des contraintes d’état
[27, 28, 23], permet d’aboutir à un problème complétement
bien posé. Aussi cette modélisation s’est avérée très perti-
nente en pratique.
Dans [26, 24, 27, 23, 28] Prados et al. se concentrent sur
des méthodes itératives. En fait, à l’exception de quelques
rares travaux [4, 16, 31, 17, 39], la plupart des méthodes de
SFS proposées dans la littérature sont itératives ; citons en
particulier [21, 30, 26, 27] (parmi tant d’autres !). Malgré
leur multiplicité, ces méthodes itératives souffrent de cer-
taines faiblesses d’“optimalité”, étant donné qu’elles uti-
lisent des scans alternatifs semblables à ceux proposés par
Danielsson [10].

1.2 Méthodes de “Fast Marching”
Contrairement aux méthodes itératives, les méthodes du
type “Fast Marching” [38, 31, 33, 9] sont des méthodes
(dites) à “passage unique” (bien que la valeur de la solution
à un même pixel est mise à jour plusieurs fois). Chacune
de ces méthodes (“Fast Marching” versus “itératives”) a
ses propres avantages et inconvénients ; ceci dépendant
de l’application souhaitée. Par exemple, les méthodes
itératives utilisent généralement des seuils arbitrairement
choisis dans leurs tests d’arrêt (‖Un − Un−1‖ ≤ δ, où
δ > 0 est le seuil donné ;Un étant lan-ème approximation
de la solution). Alors que les méthodes à “passage unique”
ne nécessitent pas de seuil. Ces dernières ont cependant
besoin d’une structure permettant le tri d’une pile de
données (ce qui mène d’ailleurs l’algorithme global à une
complexité enN logN , où N est le nombre de pixels

de l’image). Ce tri supplémentaire implique un coût
additionnel en temps de calcul qui n’apparaît pas dans les
méthodes itératives. Par contre, les méthodes itératives
nécessitent en contrepartie beaucoup plus de mises à
jour pour approximer une solution de viscosité. Enfin,
remarquons que les méthodes itératives sont plus faciles
à implémenter que les méthodes à “passage unique” car
elles ne nécessitent pas de structure de tri. Dans les cas où
la complexité de l’implémentation n’est pas une limitation,
où le calcul de la mise à jour à chacun des sites est très
coûteux (avec des équations complexes, le coût des mises
à jour devient rapidement plus important que le coût induit
par le tri), et/ou la convergence vers la solution de viscosité
est essentielle, les FMM ont clairement l’avantage.

Initialement, les méthodes de “Fast Marching” étaient li-
mitées aux équations Eikonales [38, 31, 9, 15, 12, 11]. Ré-
cemment, Sethian et Vladimirsky [33] ont étendu ces mé-
thodes aux équations de “propagation” du type :

|∇u|F
(
x,

∇u
|∇u|

)
= 1, ∀x ∈ Ω,

où F est une fonction continue, bornée, strictement posi-
tive, convexe et homogène d’ordre 1 par rapport à∇u

|∇u| . Ici,
nous allons encore plus loin et nous étendons les méthodes
“Fast Marching” aux équations de la forme

λF (u(x)) +H(x,∇u(x)) = 0 ∀x ∈ Ω, (4)

où Ω est un ouvert deRN , H : Ω × RN → R est convexe
par rapport à∇u, F : R → R est une fonction strictement
croissante1 et λ ≥ 0. Il est bien connu que, en général,
les équations de HJ n’ont pas de solution au sens classique
(les solutions de ce type d’équations ont généralement des
singularités dans leurs dérivées) ; la notion de solutions de
viscosité [8, 18, 2] fournit un cadre mathématique vérita-
blement approprié pour traiter ce type d’équations. Dans
[33] les auteurs se limitent aux équations du type (4), vé-
rifiant λ = 0 etH(x, 0) = 0 (c’est également le cas pour
d’autres méthodes numériques rapides telles que [37]). Ici,
nous nous affranchissons de ces hypothèses augmentant
ainsi le potentiel des domaines d’applications de ces mé-
thodes (qui d’ailleurs déjà ont démontré leur utilité dans
nombre d’applications [6, 17, 32]). Aussi, de nouvelles ap-
plications sont d’ores et déjà prévisibles par exemple en fi-
nance [36, 19] et en animation [1]. Notre extension permet
par ailleurs d’utiliser des modèles plus sophistiqués et réa-
listes en SFS. En effet, de manière générale, les équations
de SFS (en particulier celles recensées dans [26, 23, 27])
ne rentrent pas dans le cadre considéré par Sethian et Vla-
dimirsky dans [33]. C’est en particulier le cas des équa-
tions (3) et (2). En effet, pour certains pixelsx de l’image
I considérée,HR/T (x, 0) = I(x)−γ peut être strictement
négatif. Par ailleurs, (3) dépend deu (les équations consi-
dérées dans [38, 31, 33, 9] ne dépendent que de∇u). Dans

1Nous supposons également qu’à la suite du changement de variables
v = F (u), l’Hamiltonien reste convexe par rapport à∇v.
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cet article, nous proposons une extension des méthodes de
“Fast Marching” applicables à toutes les équations explici-
tées [26, 27, 23]. Par ailleurs, notre méthode est “généri-
que”. Ainsi, un unique algorithme permet de calculer des
solutions numériques des différentes modélisations consi-
dérées jusqu’à présent.

1.3 Méthodes de “Fast Marching” pour le
Shape From Shading : état de l’art

Les méthodes à “passage unique” reliées à la propagation
d’interfaces telles que la méthode des lignes de niveau (“le-
vel set method”) introduite par Osher et Sethian [22] et les
Méthodes de Fast Marching [38, 31] ont déjà été appli-
quées avec succès au problème du SFS [16, 31, 17, 39, 35].

En particulier, Sethian [31] a été le premier à appliquer la
méthode de “Fast Marching” pour résoudre le problème
du SFS. Ce premier travail traitait seulement la version la
plus simple du problème du SFS associé à l’équation Eiko-
nale (1) (caméra orthographique ; unique source de lumière
frontale et distante). Récemment, Kimmel et Sethian [17]
ont proposé une adaptation de ce premier algorithme de
manière à prendre en compte une source de lumière (dis-
tante) oblique. Cependant, ce nouvel algorithme est basé
sur un changement de variables délicat et ne semble pas
pouvoir s’adapter aux modélisations plus générales. En
fait, la plupart des auteurs [17, 35, 7] utilisent différentes
techniques (changement de variables, introduction de nou-
velles inconnues) de manière à retrouver l’équation Eiko-
nale et ainsi pouvoir utiliser les outils initiaux développés
par Rouy et Tourin [30] et/ou Sethian [31].

Yuen, Tsui et al. [39] sont les premiers à proposer une mé-
thode de “Fast Marching” pour le “Shape From Shading
perspectif”. Contrairement à [35], Yuen et ses coauteurs
[39] proposent une véritable adaptation des FMM à ce pro-
blème. Cependant, dans [39], les auteurs se restreignent au
cas d’une unique source de lumière frontale ; aussi dans ce
cas, la fonction coûtl sous-jacente reste positive. Enfin, ce
travail [39] souffre d’un défaut de simplification.

Contrairement à tous les travaux précédents, la méthode de
“Fast Marching” que nous proposons dans cet article per-
met de résoudre indifféremment la plupart des EDP asso-
ciées aux modélisations les plus récentes, réalistes et perti-
nentes de la littérature du SFS. En particulier, elle permet
de résoudre toutes les équations de SFS recensées dans [23]
(dont une grande partie ont des fonctions coûtsl de signe
arbitraire). Contrairement par exemple à [17], nous n’avons
besoin d’aucun changement de variables.

2 Formulation du problème en
termes de contrôle

Dans cette section, nous reformulons le problème en utili-
sant les outils de la théorie du contrôle. Le lecteur peu fa-
milier avec ces outils pourra se référer au livre [2]. Tout
d’abord, nous utilisons la transformée de Legendre [18]

afin de réécrire l’équation (4) sous la forme :∀ x ∈ Ω,

λF (u(x)) + sup
a∈A

{−f(x, a) · ∇u(x)− l(x, a)} = 0. (5)

Les fonctionsl etf sont respectivement appelées la “fonc-
tion coût” et la “dynamique” ;a ∈ A est une “valeur ad-
missible du contrôle”. Par exemple, nous pouvons réécrire
l’HamiltonienHg du SFS “générique” en tant que sup avec

f(x, a) = − [ κxR
T
xDxRx.a+ wx ],

l(x, a) = − [ Kxκx

√
1− |a|2 + κx(RT

x vx) · a+ cx ],

et oùA est la boule unité fermée deR2 ; RT
x est ici la ma-

trice transposée deRx ; voir [23] pour tous les détails.
Pour être bien posé, ce type d’équation doit être complé-
tée par des conditions aux limites. Nous ajoutons donc les
contraintes suivantes :

u(x) = ϕ(x) ∀x ∈ T , (6)

u(x) = +∞ ∀x ∈ ∂Ω \ T , (7)

où la “cible” T est un sous-ensemble fermé non vide de
Ω et ϕ : T → R définit une contrainte de type Dirichlet.
Ainsi les équations (5) et (4) sont maintenant considérées
surΩ \ T au lieu deΩ. Sans perte de généralité2, suppo-
sons queF (u) = u. Dans ce cas, l’équation (5) est préci-
sément une équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman(2). Soit
V la fonction valeur

V (x) = inf
α∈A

(Z τx(α)

0

l(yx(τ, α), α(τ))e−λτdτ +

ϕ(yx(τx(α), α))e−λτx(α)
o
. (8)

A est l’ensemble des “contrôles admissibles”(un ensemble
de fonctions mesurables det ∈ [0,+∞[ à valeurs dansA : ce
dernier étant un fermé borné deRM ). yx(., α) est une “tra-
jectoire” contrôlée parα partant dex ; c’est la solution du
système dynamique{

y′(τ) = f(y(τ), α(τ)), τ > 0,
y(0) = x.

(9)

τx(α) est la plus petite valeurτ telle queyx(τ, α) atteigne3

T ∪∂Ω. Il est bien connu [18, 2] queV est l’unique solution
de viscosité4 de l’équation (5)-(6)-(7) et queV vérifie le
principe de programmation dynamique[18, 2] : pourx ∈
Ω et le voisinageNx dex (tel queNx ∩ (T ∪ ∂Ω) = ∅)

V (x) = inf
α∈A

(Z τNx (α)

0

l(yx(τ, α), α(τ))e−λτdτ +

V (yx(τNx (α), α))e−λτNx (α)
o
, (10)

2Nous pouvons définirv = F (u), et considérer l’Hamiltonien ob-
tenu après le changement de variables associé. Rappelons que nous avons
supposé que l’Hamiltonien reste convexe par rapport à∇v.

3Pour simplifier les notations, nous étendonsϕ surT ∪ ∂Ω, et nous
définissonsϕ(x) = +∞, ∀x ∈ ∂Ω \ T .

4Dans le cas oùλ = 0 et en présence de singularités, nous devons
considérer la notion de “Solutions de Viscosité Singulières Discontinues”
(SDVS) de (5)-(6)-(7) au lieu de la notion classique de solutions de vis-
cosité [23].
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τNx (α) étant le plus petitτ tel queyx(τ) 6∈ Nx. αNx repré-
sente le contrôle optimal associé.
Finalement, nous notonsα∗x, τ∗x et y∗x le contrôle optimal,
le temps optimal et latrajectoire optimaleassociés à (8)
(c’est-à-dire pour laquelle l’inf de (8) est atteint).

Exemple 1 Dans le cas particulier de l’équation Eikonale(1),
les trajectoires optimales correspondent aux lignes de gradient.
Cependant, comme le montre [33], ce n’est généralement pas vé-
rifié (∇u(x) 6= y∗x

′(0) = f(x, α∗x(0))).

3 Schéma d’Approximation et Cau-
salité

Pour simplifier, nous utilisons dans cet article une grille
régulière. Dans [23, 29] nous montrons comment étendre
notre méthode aux grilles irrégulières. Le lecteur peu fa-
milier avec la notion de schémas d’approximation pourra
se référer à [3]. Rappelons simplement que d’après [3], un
schéma d’approximation est une équation fonctionnelle de
la forme

S(ρ, x, u(x), u) = 0, ∀x ∈ Ω,

qui “approxime” l’EDP considérée.S est définie surM×
Ω× R× B(Ω) dansR, M =

�
R+

�N etρ = (h1, ..., hN ) ∈
M définit la taille de la grille utilisée dans les algorithmes
numériques correspondants.B(D) est l’espace des fonc-
tions bornées définies sur un ensembleD. De manière à
obtenir un schéma cohérent (“consistent”), la fonctionS
est obtenue en approximant∇u par des différences finies,
puis en substituant∇u par son approximation dans l’équa-
tion initiale. La propriété principale permettant d’assurer la
convergence de la solution calculée numériquement vers la
solution de viscosité est lamonotoniedu schéma (c’est-à-
dire la fonctionu 7→ S(ρ, x, t, u) est décroissante) [3].
Dans la plupart des FMM, le gradient∇u est discrétisé par

∇u(x) '
�
t− u(x+ sihiei)

−sihi

�
,

où par abus nous notons
[

t−u(x+sihiei)
−sihi

]
le vecteur dont

la iième composante estt−u(x+sihiei)
−sihi

. Ci-dessus,t corres-
pond àu(x) ; nous remplaçonsu(x) par t de manière à
insister sur le fait que celui-ci correspond à lavaleur mise
à jour. (e1, .., en) est la base canonique ;∀i, si ∈ {±1}.
A l’exception de [33], le simplex{x, x + s1h1e1, ..., x +
snhnen} (en pratique le vecteur de signes(s1, .., sn)) est
choisi de manière à “contenir−∇u” ; c’est-à-dire tel que

∀i = 1..n, si est l’opposé du signe de[∇u]i. (11)

Dans le cas Eikonal, la formulation en terme de contrôle
de l’équation (1) est supa∈B(0,1){a · ∇u(x) − r(x)} =
0. Dans cet exemple, le contrôle optimal est toujoursax =
∇u(x)
|∇u(x)| . Ainsi le schéma

SEiko(ρ, x, t, u) =

���� t− u(x+ sihiei)

−sihi

����− r(x)

= sup
a∈B(0,1)

�
a ·
�
t− u(x+ sihiei)

−sihi

�
− r(x)

�
, (12)

avecsi défini par (11), est clairement monotone. Cepen-
dant, ceci est généralement faux pour toute équation de la
forme (4). En effet, dans le cas général, le schéma

Sc(ρ, x, t, u) = λF (t) +H

�
x,

�
t− u(x+ sihiei)

−sihi

��

= λF (t) + sup
a∈A

{−f(x, a) ·
�

t− u(x + sihiei)

−sihi

�
− l(x, a)} (13)

avecsi défini par (11), n’est plus monotone dès qu’il existe
i ∈ [1..n] tel quesign[f(x, ax)]i 6= si (= −sign[∇u]i),
où ax est le a optimal de (13) [t étant la racine de
Sc(ρ, x, t, u) = 0]. Pour obtenir un schéma monotone,
nous devons changer le choix du simplex (c’est-à-dire le
choix dessi). En fait, nous devons choisir le simplex
par rapport à la dynamique du contrôle optimal (et non
par rapport au gradient). Si nous définissonssi(x, a) =
signfi(x, a), le schéma5

S(ρ, x, t, u) = λF (t) +

sup
a∈A

{−f(x, a) ·
�
t− u(x+ si(x, a)hiei)

−si(x, a)hi

�
− l(x, a)} (14)

est naturellement monotone, et le “bon”. En d’autres
termes, ce schéma est obtenu à partir de (4) en utilisant
seulement les approximations en arrière (“backward”) et en
avant (“forward”) des dérivées partielles et en choisissant
la bonne approximationselon la dynamique du contrôle
optimal. Dans le cas Eikonal, ce schéma coincide avec ce-
lui classique de Rouy/Tourin [30]. Par ailleurs, nous sou-
haitons mettre en avant une autre propriété du schéma
(14). Pour simplifier l’exposé, nous supposerons temporai-
rementλ = 0.
SoitNx un “infiniment” petit voisinage dex tel que la va-
leur de la solution sur∂Nx soit connue. Par le principe de
programmation dynamique nous avons

u(x) = u(yx(τx(αNx ), αNx )) +

Z τx(αNx )

0

l(yx(τ, αNx ), αNx (τ)) dτ.

En utilisant les approximations classiques

yx(τx(αNx ), αNx ) ' x+ τx(αNx ) · f(x, αNx (0)),

u(x+ τx(αNx )f(x, αNx (0)) '"
1− τx(αNx )

h

NX
j=1

|fj |

#
u(x)+

τx(αNx )

h

NX
i=1

|fi|u(x+hsiei),

où si = sign fi(x, α∗x(0)) – nous choisissons le simplex
contenantx+ τx(α∗x)f(x, α∗x(0)) – le lecteur peut vérifier
facilement que nous obtenons le schéma

N∑
i=1

|fi(x, α∗x(0))| (t− u(x+ hsiei))
hi

− l(x, α∗x(0)) = 0

qui est équivalent au schéma (14). De cette manière, la re-
lation entre la dynamique du contrôle optimal et le choix du
simplex peut paraître plus naturelle. En supposant que nous
connaissons la valeur de la solution sur un voisinageW de

5Schéma déjà suggéré par Prados et Faugeras [25, 23].
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T , ce second cheminement permet de comprendre pour-
quoi le schéma (14) permet de calculer une approximation
pertinente de la valeur au pointx de la solution de l’équa-
tion (5)-(6)-(7) dans laquelle nous remplaçonsΩ parW, où
x ∈ ∂W. Nous renvoyons le lecteur à [29, 23] pour plus de
détails. Notons cependant que le schéma d’approximation
proposé par Sethian et Vladimirsky est différent de celui
présenté ici : en particulier, le schéma proposé dans [33] est
basé sur l’utilisation de plus de simplex que ceux contenus
dans des voisinages immédiats du site considéré, contrai-
rement à notre schéma (14). Notons au passage qu’en uti-
lisant les résultats et contributions présentés ici, il est alors
possible (même relativement direct) d’étendre la méthode
développée par Sethian et Vladimirsky [33] (OUM) aux di-
verses équations présentées ici.

Une autre conséquence fondamentale de l’étude ci-dessus
est la suivante : pour qu’un algorithme à “passage unique”
approxime la solution de viscosité, la reconstruction doit
suivre (traquer) les trajectoires optimales. Sethian et Vla-
dimirsky [33] démontrent cet aspect fondamental intuiti-
vement et expérimentalement. Contrairement aux premiers
travaux [38, 31] dans lequel la causalité était directement
liée aux lignes de gradient, dans [33] la propriété de cau-
salité est basée sur les trajectoires optimales. Cependant, la
causalité de Sethian et Vladimirsky est basée sur le fait que
la solution est strictement décroissante le long des trajec-
toires optimales. Cette propriété est vérifiée par les équa-
tions considérées dans [33]

sup
a∈A

{−f(x, a)a · ∇u− 1} = 0, ∀x ∈ Ω, (15)

car, pour ces équations, la fonction coût estl(x, a) = 1 >
0. Mais, pour les équations du type (4) pour lesquelles la
fonction coûtl prend des valeurs négatives, cette propriété
de monotonie n’est plus valable : la solution peut de ma-
nière arbitraire et alternative croître et décroître le long des
trajectoires optimales. Aussi, dans le cas général la pro-
priété de causalité utilisée par Sethian et Vladimirsky [33]
ne s’applique pas.

Finalement, insistons sur le fait qu’il a été montré dans [23,
26], que la plupart des équations de Shape From Shading
ont généralement des fonctions coût de signe arbitraire.
C’est le cas par exemple pour l’Hamiltonien classique de
Rouy/TourinHorth

R/T (où,lR/T (x, a) = I(x)
√

1 + |a|2−γ)
et pour l’Hamiltonien du SFS perspectifHpers

P/F [25] qui
rentre dans la classe des Hamiltoniens donnés par l’équa-
tion (4).

Dans la suite, nous réinterprétons légèrement les FMM ;
nous généralisons et affaiblissons le principe de causalité.
Puis nous proposons une nouvelle propriété de causalité
fonctionnelle qui étend celle utilisée par [33] à toutes les
équations du type (4).

4 Ordre de mise à jour pour les mé-
thodes à “passage unique”

4.1 Travaux précédents et idées basiques
Temporairement, supposons quenous connaissons les tra-
jectoires optimalesy∗x. Nous pouvons alors retrouver direc-
tement la solution de l’équation (5)-(6)-(7) en remontant
ces courbes :

V (x) =
∫ τx(α∗x)

0

l(y∗x(τ), α∗x(τ))e−λτdτ +

ϕ(y∗x(τx(α∗x)))e−λτx(α∗x). (16)

D’un point de vue numérique, nous pouvons alors recons-
truire la solution par une intégration directe le long des tra-
jectoires optimales. Cette idée correspond grossièrement à
la méthode desbandes caractéristiquesintroduites dans la
littérature du Shape from Shading par Horn [13] pour ré-
soudre l’équation Eikonale (dans [13], la connaissance des
trajectoires optimales était implicitement remplacée par la
connaissance de conditions de Neumann qui étaient alors
propagées). Cependant, cette méthode est fortement limi-
tée par des problèmes d’instabilité et de “recollage”. Pour
s’affranchir de ces limitations, nous devons remonter toutes
les trajectoires optimales simultanément et non pas sépa-
rément. L’idée est alors la suivante. Nous supposons que
la solution est connue à l’intérieur d’une courbe fermée
Ct (t ≥ 0) qui se propage le long des trajectoires opti-
males. Conceptuellement, ces courbesCt doivent vérifier :
pour toutx dansΩ, la trajectoire optimaley∗x coupe tou-
jours la courbeCt, mais seulement une fois pour chaque
t ≥ 0. De plus, sit1 < t2 alorsΩt1 ⊂ Ωt2 (où Ωt est
l’ouvert vérifiant∂Ωt = Ct). Cette idée correspond exac-
tement à celle introduite par Bruckstein [4] pour résoudre
le problème du SFS Eikonal. En fait, la méthode de Bruck-
stein [4] est une variante de la méthode des bandes carac-
téristiques de Horn [13] qui permet aussi de s’affranchir
des conditions de Neumann nécessaires à [13] en impo-
sant des conditions de Dirichlet spécifiques, contraignant
la courbe initiale à être un iso-contour de la solution, puis
en propageant ce contour le long des caractéristiques. Ce-
pendant la méthode de Bruckstein est une méthode La-
grangienne qui souffre d’instabilité et de problèmes topo-
logiques, voir par exemple [22]. Pour éviter ces problèmes
numériques, un moyen très efficace consiste à utiliser les
techniques de “level set” introduites par Osher et Sethian
[22] ou bien les techniques de Fast Marching [31, 32]. No-
tons au passage l’apparition notable de quelques extensions
de la FMM traitant plusieurs points en parallèle. Ces mé-
thodes appelées “Group Marching” [15] et “Massive Mar-
ching” [11, 12] proposent en un sens deux affaiblissements
de l’ordonnancement de la FMM.

4.2 Propagations de courbes et coûts associés
Maintenant, nous supposons quenous ne connaissons pas
les trajectoires optimales. C’est généralement le cas dans la
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plupart des applications, en particulier en Shape From Sha-
ding. Dans ce cas, nous devons reconstruire simultanément
la solutionu et les courbesCt. Ainsi, nous sommes certains
que les mises à jour des valeurs de la solution se propagent
de la même manière que les trajectoires optimales.
L’idée est alors la suivante : supposons que nous connais-
sons déjàCt et les valeurs de la solution dansΩt. Main-
tenant, si nous voulons calculer les valeurs de la solution
u sur Ωt+dt, nous devons calculer explicitement ces va-
leurs (bien sûr), mais nous devons aussi calculer la nouvelle
courbeCt+dt (ou son ensemble associéΩt+dt).
De manière àmanipuler les courbesCt facilement, nous les
définisssons comme les ensembles de niveau (“level sets”)
d’un “coût” C(x) défini surΩ à valeurs dansR.

Exemple 2 Dans le cas de la méthode de “Fast Marching” ba-
sique pour l’équation Eikonale [38, 31], le coût choisiC est égal
à u. Aussi, les courbesCt correspondent aux lignes de niveau
(isocontours) des solutions.

De manière à atteindre notre but, insistons sur une im-
portante (mais bien trop souvent négligée) difficulté ren-
contrée lorsque nous traitons des équations du type (5)-
(6)-(7) : les trajectoires optimalesy∗x et la solutionV dé-
pendent de manière significative de l’ensembleΩ (bien sûr,
elles dépendent également de l’Hamiltonien considéré et
des conditions de Dirichlet imposées (6)).

Exemple 3 Soitx ∈ Ω \ T telle que sa trajectoire optimaley∗x
associée à l’équation(5)-(6)-(7) atteigne la cibleT ; c’est-à-dire
y∗x(τ∗x ) ∈ T . SoitW un ouvert connexe tel que
– x ∈ W etT ⊂ W ⊂ Ω,
– il existe t ≥ 0 tel quey∗x(t) 6∈ W. En d’autres termes, la

trajectoire optimaley∗x sort à un moment deW.
Maintenant, considérons l’équation(5)-(6)-(7) dans laquelle
nous remplaçonsΩ parW. Notons(5W)-(6W)-(7W) cette nou-
velle équation.Par définition, la trajectoire optimale démarrant
dex et associée à la nouvelle équation(5W)-(6W)-(7W) reste
à l’intérieur deW (avec des hypothèses basiques6 sur la dyna-
miquef , nous pouvons démontrer qu’elle atteintT ) et donc elle
diffère totalement dey∗x. De la même façon, la solutionVW de
(5W)-(6W)-(7W) est différente de la solutionV de(5)-(6)-(7).

C’est pourquoi dans la suite, lorsque cela est pertinent,
nous spécifions en indice l’ensemble considéré, comme
suit :α∗x = α∗x(Ω), y∗x = y∗x(Ω), τ∗x = τ∗x(Ω), V = VΩ.
Donc, pour être totalement rigoureux, si les trajectoires
optimales dépendent de l’ensemble sur lequel nous tra-
vaillons, alors les courbesCt et leur coût associéC doivent
également en dépendre. Aussi, nous utiliserons le même
type de notations que ci-dessus pour le coûtC (cependant,
pour éviter les confusions, dans la suite nous utilisons les
notationsCt etΩt associées aux ensembles de niveau deC,
seulement en référence àΩ et à l’équation (5)-(6)-(7)).
Les précautions ci-dessus sont principalement motivées par
la remarque suivante. Premièrement, rappelons que nous ne
connaissons le coûtCΩ que surΩt (mais pas surΩ \ Ωt)
(connaître le coûtCΩ est équivalent à connaître les courbes
Ct). Il semble raisonnable de supposer que nous ne pouvons

6ou par exemple, en supposant que l’Hamiltonien est coercif.

pas calculer directementCΩ sur un voisinage (même très
proche)N deΩt (N ⊂ Ω). En effet, tout pointx ∈ N \Ωt

(même très proche deCt) peut avoir une trajectoire opti-
maley∗x(Ω) qui s’éloigne énormément deCt avant de reve-
nir dansΩt. Cependant, il est raisonnable de supposer que
nous pouvons calculer (une approximation de)CN sur un
proche voisinageN de Ωt (rappelons queCN est le coût
associé à l’équation(5N )-(6N )-(7N )).

Exemple 4 Selon les notations de [33], le voisinageN
(considéré ci-dessus) correspond avec l’ensemble des points
“ Considered” des FMM classiques. Dans ces méthodes, le coût
C correspond à la solution de l’équation considérée. Aussi, les
valeurs “V (x)” calculées dans [33] pour tous pointsx de l’en-
semble “Considered” sont des approximations numériques des
coûtsCN (x).

En pratique, il semble donc raisonnable de pouvoir calcu-
ler CN surN et nonCΩ. Cependant, à partir de la connais-
sance du coûtCN surN , nous espérons pouvoir déduire
CΩ sur un sous-ensembleCt+dt deN (Ct ⊂ Ct+dt ⊂ N ).
Aussi, si les coûts vérifient les hypothèses suivantes :
(H1) CW(x) est décroissant le long des trajectoires opti-

malesy∗x(W), c’est-à-dire : pour toutx et τ > 0 (assez
petit)CW(y∗x(W)(τ)) ≤ CW(x),

(H2) CW est décroissant par rapport àW ; c’est-à-dire :
si Ω1 ⊂ Ω2, alorsCΩ1(x) ≥ CΩ2(x),

(H3) soitx1 ∈ Ω1 ⊂ Ω2. Si y∗x1(Ω2)(.) reste dansΩ1 alors
CΩ2(x1) = CΩ1(x1),

alors nous avons la proposition suivante

Proposition 1 Supposons que les hypothèses(H1), (H2) et
(H3) soient vérifiées. SoitCt+dt telle queCt ⊂ Ct+dt ⊂ N .
Alors pour toutx dansΩt+dt,

CΩ(x) = CN (x).

En d’autres termes,CN coincide avecCΩ surΩt+dt.

Preuve Soit x dansΩt+dt. Par l’hypothèse (H1), la trajec-
toire optimaley∗x (Ω) reste dansΩt+dt. Nous appliquons alors
l’hypothèse (H3) avecΩ1 = Ωt+dt et Ω2 = Ω. Nous avons
doncCΩ(x) = CΩt+dt(x). CommeCt+dt ⊂ N ⊂ Ω, alors par
l’hypothèse (H2),CΩ(x) = CΩt+dt(x) = CN (x). 2

Maintenant, considérons le problème du point de vue dis-
cret. Nous supposons que l’ensembleΩ est “recouvert” par
une grille de points. Nous divisons l’ensemble des points
de la grille en trois classes (comme pour les méthodes de
“Fast Marching” classiques [33]) :AcceptéA, Considéré
C, EloignéF (“Far”). Les pointsAcceptéssont ceux dans
Ωt (c’est-à-dire à l’intérieur deCt) ; nous supposons donc
que nous connaissons déjà la valeur de la solution pour
tous les points deA. L’ensemble des pointsConsidérés
C est l’ensemble des points adjacents aux pointsAccep-
tés. L’union C ∪A est la version discrète du voisinageN
de Ωt. L’ensemble des pointsEloignésF correspond aux
autres points de la grille.
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Rappelons que nous connaissons les valeurs de la solution
de (5)-(6)-(7) surΩt et que nous voulons calculer celles
surΩt+dt. Aussi, ceci nécessite un calcul préliminaire du
nouvel ensembleΩt+dt. D’un point de vue pratique et dis-
cret, nous voulons étendreΩt àΩt+dt de manière à ce que
Ωt+dt \ Ωt ne contienne qu’un seul point de la grille. Ceci
est donc équivalent à trouver le pointx0 de C qui a le
coût CΩ(x0) le plus bas (CΩ(x0) = minx∈C CΩ(x)) et
ensuite à le transférer dans l’ensemble des pointsAccep-
tésA (lequel est alors élargi). Ainsi, si les coûtsC vérifient
les hypothèses (H1), (H2) et (H3), alors la proposition sui-
vante permet de trouver ce pointx0 (en supposant que nous
connaissons les coûtsCN (x) pour toutx dansN ).

Proposition 2 Supposons que les coûtsC vérifient (H1),
(H2) et (H3). Supposons de plus qu’il existex1 ∈ C tel
que la ligne de niveau deCΩ de valeurCΩ(x1) soit incluse
dansN . Alors le pointx0 ∈ C qui a le plus petit coût
CΩ(x0) est le pointx deC qui a le plus petit coûtCN (x) ;
de plus,CΩ(x0) = CN (x0).

Preuve Soit x0 le point deC qui a le plus petit coûtCΩ(x0).
Par définitionCΩ(x0) < CΩ(x1). Soit Ct+dt la ligne de niveau
du coûtCΩ associée à la valeurCΩ(x0). Nous avons doncCt ⊂
Ct+dt ⊂ N , donc par la Proposition 1, nous avonsCΩ(x0) =

CN (x0). Soitx un point deC. Par l’hypothèse (H2), nous avons
CN (x) ≥ CΩ(x). Par définition dex0, CΩ(x) ≥ CΩ(x0). Donc,
CN (x) ≥ CN (x0). 2

Ainsi du point de vue numérique, si (H1), (H2) et (H3) sont
vérifiées, alors pour étendreΩt àΩt+dt, nous avons juste à
calculer les coûtsCN (x) pour toutx dansC et à chercher
x0 dansC qui ait le plus petit coûtCN .

4.3 Coût proposé

Rappelons que la méthode que nous proposons ici néces-
site le calcul explicite du coûtC et de la solutionV . Vu que
notre objectif final est uniquement de calculer des approxi-
mations deV , le calcul additionnel du coûtC peut paraître
inutile et peut donc diminuer fortement l’intérêt de la mé-
thode. Il semble alors raisonnable et pertinent de chercher
et d’utiliser des coûtsCW qui sont directement liés aux va-
leurs de la solutionVW , comme dans le cas Eikonal et dans
les FMM classiques (voir les Exemples 2 et 4). Ainsi, ce
surcoût potentiel n’apparaît pas.

Exemple 5 Dans [33], Sethian et Vladimirsky considèrent des
équations du type(15), c’est-à-dire des équations(5) avecλ = 0,
f(x, a) = f(x, a)a et l(x, a) = 1. Donc la solution de viscosité
V de (15) (complétée par des conditions au bord adéquates) est
V (x) = τ∗x +ϕ(y∗x(τ∗x )).Ainsi, si la condition au bordϕ imposée
surT est une fonction constante (ϕ(x) = c ∈ R pour toutx dans
T ) alors V (x) = τ∗x + c. Dans ce cas, il est donc judicieux de
choisirCW(x) = τ∗x(W). Ainsi,VW etCW sont donc directement
reliés. Par conséquent les courbesCt correspondent aux lignes de
niveau de la solution de(15). Notons par ailleurs que les coûts
CW vérifient trivialement les hypothèses (H1), (H2) et (H3).

Dans le cas particulier considéré par Sethian et Vladi-
mirsky [33] (Exemple 5), le coût directement relié aux va-
leurs de la solution est trivial. Cependant dans le cas gé-
néral, en particulier pour les équations de HJB avec une
fonction coûtl(x, a) dépendant dea ou avec un signe arbi-
traire, nous devons travailler un peu plus.

De manière générale, dès que les valeurs de la solution ne
sont pas décroissantesle long des trajectoires optimales
(c’est-à-dire pour toutx, la fonctiont 7→ u(y∗x(t)) n’est pas
décroissante), les lignes de niveau de la solution ne peuvent
pas jouer le rôle des courbesCt. C’est en particulier le cas
lorsque la fonction coûtl associé à l’Hamiltonien est de
signe arbitraire.
Une seconde idée basique pourrait être de choisir systé-
matiquement le coûtC(x) = τ∗x vu que ce coût vérifie
naturellement les hypothèses (H1), (H2) et (H3). Cepen-
dant, calculer ce coût peut s’avérer difficile, et générale-
ment celui-ci n’est pas en rapport avec la solutionu de
l’équation considérée.
De manière à définir un coût adapté au cas général, intro-
duisons les définitions suivantes. Par souci de simplicité,
nous supposons queλ = 0, mais ce qui suit peut être ai-
sément étendu au cas général (voir notre rapport technique
[29]).
Soitψ une sous-solution de (4), c’est-à-dire

H(x, ψ(x)) ≤ 0, ∀x ∈ Ω.

Dans [23], Prados et Faugeras détaillent les sous-solutions
des principales équations classiques de SFS. Par exemple,
pour l’Hamiltonien de Rouy/TourinHR/T (équation (2))

ψ(x) = − 1
γ
l · x

est une sous-solution.
SoitZ(x) la carte multivaluée (associée à l’Hamiltonien)
[5] définie surΩ par :

Z(x) = {p ∈ RN : H(x, p) ≤ 0}.

Soitδ : Ω×RN → R la fonction support [5] de l’ensemble
Z̃(x) = Z(x)−∇ψ(x), c’est-à-dire :

δ(x, p) = max{pq : q ∈ Z̃(x)}.

Finalement, pour toutx1, x2 dansW, notons

LW(x1, x2) = inf
ξ∈Ξx1,x2

{∫ 1

0

δ(ξ(t),−ξ̇(t))dt
}

où Ξx1,x2 est l’ensemble desξ(t) ∈ W 1,∞([0, 1],W) tels
queξ(0) = x1 et ξ(1) = x2.
Une étude et une description complète de ces notions se
trouvent dans [24, 23] et [5]. En particulier, dans [24, 23],
il est démontré que

V (x) = ψ(x)+min{LΩ\T (x, z)+ϕ(z)−ψ(z) | z ∈ T } (17)
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est l’unique Solution de Viscosité Singulière Discontinue
(SDVS) de (5)-(6)-(7), voir [23]. Insistons ici sur le fait que
δ(., .) et doncLW sont positifs. Par ailleurs,LW(x, z) est
une semi-distance.
Ces résultats et notations en main, nous pouvons mainte-
nant définir un coût approprié pour notre équation de HJB
“générique” :

CW(x) = LW(x, z∗x),

où z∗x est lez optimal de (17). Ce coût est clairement dé-
croissant le long des trajectoires optimales et il vérifie na-
turellement les hypothèses (H1)-(H2)-(H3). Finalement, si
la condition au bordϕ vérifie “ϕ − ψ est constant sur la
cible T ” alors la solution de viscositéVW est directement
reliée àCW : elle coïncide avecCW + ψ (à une constante
près). Ainsi, les lignes de niveau du coûtC (i.e.Ct), corres-
pondent avec les lignes de niveau deV − ψ.

5 Importance des trajectoires opti-
males stationnaires

Bien que quelques travaux essaient d’affronter la difficulté
[24, 20], la prise en compte d’éventuelles trajectoires opti-
males stationnaires est généralement soigneusement évitée
autant du point de vue théorique que pratique. Par exemple,
les hypothèses (très restrictives) supposées par Sethian et
Vladimirsky dans [33] ne permettent pas de traiter les cas
où il existe de telles trajectoires. Ces cas sont cependant
très fréquents et fondamentaux en pratique. En effet, dans
les cas oùλ = 0, les points où la trajectoire optimale est
stationnaire correspondent aux points singuliers. En SFS,
ces points correspondent aux points d’intensité maximale
I(x) = 1. Ces points apparaissent donc tout naturellement
dès que la direction du vecteur normal à la surface photo-
graphiée coïncide avec celle de la lumière ; voir [24] pour
une étude complète de ces singularités en SFS pour les cas
où λ = 0. Dans le cas oùλ > 0, l’importance de ces tra-
jectoires est encore plus cruciale...
Supposons donc temporairementλ > 0. Supposons par
ailleurs que pour toutx ∈ Ω il existe un contrôleαx

0 tel
quef(x, αx

0) = 0 (ceci est toujours vrai pour les équations
de SFS). Notons alors

V∞(x) = F−1

(
1
λ
l(x, αx

0)
)
.

Par construction,V∞ est une supersolution de l’équation
(5). Sous l’hypothèse d’unicité forte (c.f. [23] pour une
étude complète dans le cadre du SFS), la solutionV de
l’EDP considérée est alors inférieure àV∞. Nous pouvons
alors prouver facilement que

V (x) = min (V∞(x),

inf
α∈A−{αx

0}

(Z τNx (α)

0

l(yx(τ, α), α(τ))e−λτdτ +

V (yx(τNx (α), α))e−λτNx (α)
o�

, (18)

Ainsi, contrairement au cas oùλ = 0, la valeur de la solu-
tion aux points stationnaires est connue “d’avance” et n’a
pas besoin d’être fixée artificiellement. La valeur des mi-
nima locaux n’a plus a être spécifiée. Ceci est d’ailleurs
directement relié aux résultats théoriques présentés dans
[28]. Notons enfin que les conséquences pratiques et al-
gorithmiques sont très importantes. Par exemple, lors de
la propagation du front, des points non connectés au front
peuvent arriver à avoir la même valeur que la “ligne de ni-
veau” et ainsi passer dans l’ensemble des pointsAccepté;
c.f. section 6 et [29] pour plus de détails.
Notation : Dans le cas oùλ = 0, nous posonsV∞(x) =
+∞.

6 Algorithme proposé
Nous subdivisons la grille de points en trois classes
(comme dans les méthodes basiques de “Fast Marching”) :
AcceptéA, ConsidéréC, Eloigné F (“Far”). ψ est une
sous-solution deH(x,∇u) = 0 comme définie dans la
Section 4.3.U définie sur la totalité de la grille est l’ap-
proximation de la solution de l’équation (5)-(6)-(7).

Algorithme 1

1. Commencer avec tous les points de la grille dansF et poser
U(x) = V∞(x) (Vinfty est définie dans la section 5).

2. Déplacer les points de la grille situés sur le bord∂Ω et sur
la cible T dansA. Pour tous ces points, poserU(x) =
ϕ(x) (U(x) = V∞(x), dans le cas de contraintes d’état).

3. Déplacer tous les points de la grillex ∈ F adjacents aux
pointsAcceptésdansC et pour chacun de ces points, reé-
valuerU(x) en utilisant le schéma de mise à jour(14).

4. Trouver le point de la grillex0 ∈ C∪F qui a la plus petite
valeurU(x)− ψ(x). Déplacerx0 dansA.

5. Déplacer tous les pointsEloignésadjacents àx0 dansC.

6. RéévaluerU en utilisant le schéma(14), pour tous les points
Considérésadjacents àx0.

7. Si l’ensembleC n’est pas vide, retourner à l’étape 4.

Remarque : dans l’étape 4, dans le cas oùλ = 0, la recherche
de la plus petite valeur se réduit à l’ensembleC. Par ailleurs,
de manière générale, il est possible de formuler l’algorithme en
subdivisant la grille en seulement deux classes, au lieu de trois.

7 Résultats expérimentaux
Nous avons appliqué notre méthode aux “équations de SFS
génériques” de Prados et Faugeras [23] et à l’équation (3)
qui dépend deu (λ 6= 0). Considérons tout d’abord l’ap-
plication aux équations de SFS de typeH(x,∇u(x)) = 0
avec une fonction coût de signe arbitraire. Rappelons que
dans ce cadre (Hamiltonien ne dependant pas deu), comme
le suggère la théorie [24], nous devons supposer que nous
connaissons la valeur de la solution à tous ses minima lo-
caux et que nous devons utiliser ces valeurs sous la forme
de conditions aux limites de Dirichlet. Pour ces équations,
la contribution principale repose sur l’introduction de la
nouvelle causalité. Cette contribution étant essentiellement
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a) b) c) d)

FIG. 1 – a) surface originale ; b) image synthétisée à partir de a) ; c) surface reconstruite en utilisant la causalité classique ; d) surface
reconstruite en utilisant la nouvelle causalité.

a) b) c)

FIG. 2 –a) coupe verticale de Fig.1-c) ; b) coupe verticale de Fig.1-d) ; c) coupe verticale de la surface reconstruite par l’algorithme itératif
après trois itérations complètes.

algorithmique (pas de contribution au niveau de la modé-
lisation du problème du SFS), nous illustrons nos résultats
seulement avec l’Hamiltonien classique de Rouy et Tou-
rin HR/T (2) sur l’exemple classique du visage de Mozart
[40]. La Figure Fig.1 montre : a) la surface originale du
visage de Mozart ; b) l’image synthétisée à partir de a) sui-
vant le modèle de Rouy et Tourin avecl = (−0.3,−0.3) ;
c) la surface reconstruite en utilisant la causalité classique
[notre schéma + replacement deψ par 0] ; d) la surface
reconstruite par notre algorithme [nouveau schéma + nou-
velle causalité]. Même si la présence d’ombres portées,
nous empêche de reconstruire parfaitement la surface ori-
ginale, l’amélioration apportée par l’introduction de la nou-
velle causalité est clairement visible. Les coupes verticales
Fig.2-a) et Fig.2-b) de ces deux reconstructions mettent
en evidence leur différences. Dans cette figure (Fig.2), les
courbes rouges correspondes aux coupes des approxima-
tions calculées et la courbe verte à celle de la surface ori-
ginale. La figure 2-c) affiche le résultat retourné par l’algo-
rithme itératif [26, 23] après trois scans. Pour cette image
qui contient approximativement 20200 pixels, notre FFM
effectue autour de 40500 mises à jour (“updates”). La ver-
sion itérative nécessite environ 76000 mises à jour pour
approcher la solution avec une erreur de même ordre de
grandeur.
La Figure 3 illustre enfin un exemple de reconstruction à
partir d’une image réelle pour l’Hamiltonien (3)

−e−2u(x) +Hatt(x,∇u(x)) = 0

qui dépend deu. Contrairement à l’équation précédente,
pour cette dernière équation, nous n’avons plus besoin de
fournir de conditions aux limites de type Dirichlet et l’al-
gorithme ne nécessite pas la définition d’un front de propa-
gation initial.

a) image originale b) reconstruction

FIG. 3 – Un exemple de reconstruction avec l’Hamiltonien (3)
qui dépend deu.

Nous référons le lecteur à notre rapport technique [29] et à
notre article de journal en préparation pour plus de résultats
expérimentaux.

8 Conclusion
Dans cet article, nous revisitons les méthodes de “Fast
Marching” [38, 31, 33] et nous les étendons à une large
classe d’équations de HJ. En particulier, notre méthode
peut traiter les équations de HJB dépendant deu et avec
des fonctions coûtsl de signes arbitraires (alors que les
méthodes précédentes traitaient juste les équations de la
formeH(x,∇u) = 0, avec des fonctions coûtsl positives).
Dans les cas où la solution n’est pas décroissante le long
des trajectoires optimales, nous corrigeons la propriété de
causalité en utilisant une subsolution adéquate. Contraire-
ment aux précédentes méthodes de “Fast Marching”, notre
méthode s’applique indifféremment aux diverses équations
de “Shape From Shading”. En particulier elle s’applique
aux équations de SFS correspondant à des scènes illumi-
nées par une source delumière non frontale. Par ailleurs,
contrairement par exemple à [17], notre méthode ne néces-
site aucun changement de variables. Enfin, notre méthode
s’applique aussi aux très récentes modélisations introduites
dans [27] ; modélisations dont la pertinence théorique, al-
gorithmique mais aussi pratique, a déjà été démontrée.
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