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Algorithme générique pour les jeux de capture
dans les arbres’

David Coudert and Florian Huc and Dorian Mazauric

MASCOTTE, I3S(CNRS/UNSA)-INRIA, 2004 route des LucidBP-93, 06902 Sophia Antipolis, France.
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Nous présentons un algorithme distribué simple cal¢légprocess number des arbresegtapes, avec un nombre to-
tal d’opérations e®(nlog(n)) et un total ded(nlog(n)) bits échangés. De plus cet algorithme est facilementtadkgp
pour calculer d’autre parameétres sur I'arbre, dont le remch number.
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Nous commencons par introduire deux invariants de graplegrocess numbeet le node search
number Le point commun entre ces deux invariants est qu'ils peu&ée calculés a partir d’actions
élémentaires sur les sommets.

Process number Le process number d’'un graphe orienté (digraphe) est wrianvt qui a été introduit
dans [1, 2] dans le cadre de I'étude de la reconfiguratiorodtage a I'intérieur d’'un réseau WDM. Les
modifications a apporter sont modélisées par un digraphigeut étre vu comme un digraphe de conflits.
Passer d’'un routag®; a un routagdR, revient a supprimer tous les sommets du digraphe des coeifit
respectant les regles suivantes :

— On peut a tout moment mettre un sommet dans une mémoitaire s'il n'y est pas déja. Ce

faisant, on supprime tous les arcs entrant dans ce sommet.

— On peut supprimer un sommet qui n’a pas d’arc sortant. Siudel@ sommet était dans une mémoire

temporaire, il la libére.

Une suite d’actions permettant de supprimer tous les somd'eh digraphé est appelée stratégie. Le
nombre maximun de mémoires temporaires simultanémdiséet par une stratégie est appelé colt de la
stratégie. Le minimum des colts des stratégies perntat@asupprimer tous les sommets est le process
number du digraphe, noté ().

Le process number d’un graphe (non orier@gst le process number du graphe orienté symétrique
associéD.

Node search number Le node search number est un autre invariant important eié antroduit par
Parson [6] dans le cadre des jeux de capture. Ces jeux taurapposent un fugitif a des agents. Le
but de ces jeux est de déterminer le nombre minimun d’agerdsssaire pour capturer le fugitif dans un
graphe sous certaines conditions de déplacement dessagjesil fugitif. Dans le cadre du node search
number, le fugitif a le droit a chaque tour de se déplacendmporte quel sommet du graphe tant qu'il
ne passe pas par un sommet occupé par un agent. Ensuitgjiéedour, un des agents peut faire une des
deux actions suivantes :

— Se placer sur un sommet (quelconque) du graphe s'il estt@mrsldu graphe.

— Sortir du graphe s'il est sur un sommet du graphe.

La seule information dont les agents disposent est la pasites autres agents. Le fugitif est capturé
s'il se trouve sur un sommet occupé par un agent. Etantelanrgraphés, le nombre minimun d’agents
nécessaire pour capturer le fugitif est appelé le nodekeamber et est noté &a).

Il a été prouvé par Elli®t al. [3] que siiG) = pw(G) + 1, ou pwG) est lapathwidthde G, et par
Kinnersley [5] que pUG) = vs(G), ol vgG) est lavertex separatione G. Ces résultats montrent que la
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FiG. 1: Exemple d'arbres dont les vecteurs associéswexttw) = (1,2) etvectw) = (3,3).

vertex separation, le node search number et la pathwidtresrivalents. Le lecteur est invité a lire I'état-
de-I'art établit par Fomin et Thilikos [4] présentant denmbreuses variantes des problemes de capture.

Lien entre le process number et le node search numberLa proposition 1, prouvée dans [1], établit le
lien étroit qui existe entre le process number et la verepagsation d'un digraphB, notée véD). A ce
jour il n’est pas connu si le process number et la vertex sgparsont équivalents.

Proposition 1 Pour tout digraphe D, on as(D) < pn(D) < vs(D) + 1.

Nos résultats Nous présentons ici un algorithme distribué permettergalculer le process number d’'un
arbre et qui peut étre aiséement adapté au calcul de som seatch number ou a celui d’'invariants cor-
respondant a differentes variantes des jeux de capturee Migorithme em étapes effectue un total de
O(nlog(n)) opérations et transm€&(nlog(n)) bits. Ainsi, la version de cet algorithme adaptée pour cal-
culer le node search number ne donnera pas I'algorithmeigegarformant qui soit connu puisqu’il existe
un algorithme linéaire [7]. Cependant notre algorithmelegpremier permettant de calculer le process
number d’un arbre et donne une caractérisation des afbpesir lesquels on a g ) = vs(T) (= pw(T)),
I'algorithme présenté dans [1] étant inexact.

Notre algorithme est basé sur la déecomposition d'un afbre(V,E) en sous-arbres de telle maniére
gue ces sous-arbres forment une structure hiérarchiguepi$cipe d’exécution est le suivant :

(1) Initialisation de I'algorithme au niveau des feuillé®s feuilles envoient un message a leurs péres

(unique voisin). Les feuilles deviennent traitées.

(2) Un sommets, ayant recu un message de tous ses voisins sauf un, tmitgfdemations recues et

envoie un message a son dernier voisin (son pere). Le sbunegient traité.

(3) Le dernier sommet recoit un message de tous ses vogissalcule le process number de l'arbre.
Nous allons décrire plus en détails la nature des messagegés et ce qu'ils décrivent. Avant cela on note
que I'algorithme est bien distribué, qu’il peut s’éxéaudans un environnement asynchrone et qu'ily a au
total autant d’étapes que de sommets dans l'arbre.

Le but d’'un message transmis lors du point (2) par un sonwaet voisinvg dont il n'a pas recu de
message, est de décrire de maniére synthétique lawgteude I'arbre enraciné en L'arbre enraciné em
étant la partie connexe de 'arbFeprivé de l'arétenv (T \ vvp) contenant. On note ce sous-arbig.

En fait nous décrivons une décomposition hiérarchiqusalis-arbrd,. Nous décomposons un tel arbre
en sous-arbresT,. Les sous-arbreR" forment une partition d&, et on noteR, 'ensemble des racines de
ces sous-arbres. Un sous-arbre peut étre de deux typbke: ateinstable. Un sous-arbre stable a un process
number qui n'est pas influencé par I'ajout de structures @metaille alors qu’un sous-arbre instable va
Voir son process number augmenter.

Un sous-arbr&)’ deTy enraciné env, qu’il soit stable ou instable, est décrit par le couple deameétres
(pn(w),pn*(w)), ol pr(w) est le process number d¢" et pn"(w) est le process number d¢¥ avec la
contrainte supplémentaire que le traitement termine aws&tmémoire. De maniére générale, on représente
un sous-arbre par ce couple de paramétres, comme ilpstia Fig. 1. Les valeurs [jw) et pn™(w) sont
associées w de maniere unique et indépendantevdal cours de I'algorithme. Un tel couple est associé a
chaque sommet.

Le sous-arbrdV est ditstablesi pn(w) = pn*(w), instablesinon. Par extension, il en est de méme
pourw.
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FIG. 2: Exemple de decomposition hiérarchique d’un affyrde process number 9.
(pn(w),pn(w)+1) = o o
MR- R4 rdirS

Dans la décomposition hiérarchique de I'arite on impose
qu’un sous-arbrd" ait un process number plus grand que le
sous-arbrd* de T, contenant le pere d&, comme lillustre la
figure ci-contre. Tw n pn(x) < pn(w)

\Z
On impose de plus & une décomposition hiérarchique gseuesous-arbre stable, s'il y en a un, siit
le sous-arbre d&, enraciné ew. La Fig. 2 montre une décomposition hiérarchique d'unmefh avec un
tel sous-arbre stable.
La Proposition 2 décrit la structure d’un sous-arbre ibistaConnaissant cette structure, il est possible
a partir de la décomposition hiérarchique de calcul@rteess number de I'arbfig.

Proposition 2 (c.f. fig. 3) Soitw un sommet efTson sous-arbre assdeiOn notd” (w) N Ty = {wi, ..., W},
ou Ty est le sous-arbre enradiren w. Siw est instable, alors w a deux voisinsw € I (w) N Ty, qui sont
tous les deux stables eénifientpn(wy) = pn(wz) = pn(w). De plus 7" est forné de sa racine w, et de
| <k-—2autres sous-arbres,v‘?, e V‘le'jzz dont les racines sont des voisins tést Le process number des

autres sous-arbresgT..., T2 est au plupn(w) — 1.

De la décomposition hiérarchique d’'un arbre, on en daduparcours. Dans I'exemple de la Fig.2, la
stratégie consiste a traiter une des branchdgtlide process number 9, donc en utilisant 9 mémoires, puis
de laisser le sommet en mémoire. |l reste alors 8 mémoires disponibles. Easait traite la totalité de
TV en utilisant 7 mémoires et en terminant aveggen mémoire. On traite de mér¢® en terminant avec
Vo en mémoire. Il reste alors 6 mémoires disponibles, ce siifisant pour traiteF,® en terminant avec
v3 en mémoire. On peut alors traitey etvyp, libérant ainsi 2 mémoires. On vient de finir le traiteméat
Ty,. Maintenant, en partant de, on traite une partie d&’ en remontant verg Si on rencontre un pareat
devs ou devy, on laisse le sommeten mémoire, et avec les 7 mémoires disponibles, on ffaite{u} —

V8 comme on a traitdy,. Ensuite, on continue a traitd) en direction dev. Lorsque I'on a finalement
traitev, 8 mémoires sont disponibles et on les utilise pour finirdéitément dély®, la Proposition 2 nous
assurant que cela est bien possible.

En définitive, pour connaitre le process numbefdd suffit de connaitre les parametres des sous-arbres
formant sa deécomposition hiérarchique. Afin de facilitecces a ces informations, on stocke dans chaque
sommetu de I'arbre, les parametres des sous-arbres de I'dgaatans un tableau. Ainsi, dans I'exemple de
la Fig.2,v stocke le tableau suivant, ainsi que le couple de val@n), pn* (v)) deT,’ :

tb=[0]0]2]2][2][1]0]0]1]et(pn(v),pn’(v))=(22)

Le tableau estindicé de 1 &(t), ouL(t) est le plus grand indice d’une case non nulle. La case déndic
i contient 2 s’il y a au moins 2 sous-arbres dont le coupldieist- 1), 1 s'il y en a qu’un seul, 0 sinon.
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C’est donc un tableau d’au plu& @) bits.
Etant donné un tableau correspondant a une structurarbliéque d’un arbré&, le process number de
est donné par le Théoreme suivant :

Théoréme 1 Etant doni@ un arbre T, un sommete/V, une structure f@rarchique de racine v et son
tableau assoét,pn(Ty) = L(t) ssidi € [2,L(t)],tt =0etVj € [i+1,L(t)],t; =1, ouVi € [2,L(1)],t = 1.

Nous pouvons maintenant décrire plus précisement tggeétde I'algorithme.

(1) Chaque feuille de I'arbre initialise son tableau a Oaet souple &0,0). Elle transmet ensuite ces
informations a son pere (son unique voisin).

(2) Un sommet recoit ces informations de tous ses voisins sauf un. Itaffeun traitement en temps
linéaire en la somme des tailles des tableaux recus ptauleason tableau et son couple qu'il trans-
met ensuite a son pére (unique voisin n'ayant pas trarimf®rmation). Les détails de cette étape se
trouvent sur la page internktt p: / / www sop. i nri a. fr/ mascot t e/ Davi d. Coudert/ Capture/.

(3) Le dernier sommet effectue le méme traitement qu’unreena I'étape (2), en ayant recu les infor-
mations de tous ses voisins. Le Théoreme 1 permet de gerguant au process number de I'arbre.

Complexite L'analyse de cet algorithme permet de déduire :

— Nombre d’étapes de I'algorithmen:

— Colt des calculs au sommet O(¥ wen(v) L(tw)), oU N(v) est le voisinage de qui a envoyé un
message #, ett,, le tableau transmis pav.

— Codt total des calculs dans I'arbreO(nlog(n)). En effet, on a¥ ey Ywenw) L(tw) < npn(T) <
nlog(n).

— Nombre de messages transmnis- 1.

— Taille du message transmis par le sommet son pere : lesl2t,) bits du tableau et le couple
(pn(v),pn*(v)). Comme pri(v) < pn(T)+ 1 < log(n), la transmission du couple de valeurs requiert
O(loglog(n)) bits. Le sommev transmet don©(log(n)) bits.

— Quantité totale d’information transmise au cours dgybaithme :O(nlog(n)) bits.

De maniere générale, on ne sait pas caractériser erstpolpnomial les grapheS tels que p(G) =
pw(G). Dans le cas de arbres, on peut établir le lemme suivant :

Lemme 1 A la fin de I'e¥ecution de l'algorithme on obtient que le sommet v termidatgorithme est
instable si et seuleumentsn(T) = pw(T) =sn(T) — 1.

Conclusion Il reste encore de nombreux problemes a explorer dontlmjar est de déterminer si le pro-
cess number est équivalent ou non au search number. Nowkiohe également & étendre notre algorithme
aux graphes planaires extérieurs pour lesquels le medlgorithme connu a une complexité supérieure a
o(ntY).
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