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L'encerclement dans legseaux visé realiser le nettoyage, par ugguipe d’agents mobiles, d’uBgeau contamén

La straégie d’encerclement est caléel en tempséel, par les agents euxames, et doit &rifier les trois propétes
suivantes : (1ponnexié: la zone nettoge doit toujour&tre connexe de faga@nassurer des communicatiogssri€es
entre les agents, (Zonotonie la zone nettoge ne doit jamaigtre recontami@e, ce qui permet un temps de nettoyage
polynomial en la taille duéseau, et (3pptimalite : le nombre d’agents utiles doitétre le plus petit possible afin de
minimiser la taille des ressources u@les. Etant dorsnun grapheG, le plus petit nombre d’agents€oessaire pour
nettoyerG de fagon monotone connexe dans un contexte ceréradisnot mcs(G).

Plusieurs protocolespartis ontete propogs pour esoudre le prokime de I'encerclement dans l&seaux. Blinet

al. ont propog un algorithme distribe permettanh mcs(G) agents de &terminer et de&aliser une stragie d'encer-
clement dans tout graphe incon@uiinconnu signifie que les agents n’ont aucune connaissapceri concernant le
graphe) [AlgoTel'06]. Cependant, la stegie Ealige n'est pas monotone et peut prendre un temps exponentiel. Nisse
et Soguet ont prowrque, pour&soudre le proime de I'encerclement dans I&seauy, il estécessaire et suffisant de
fournir ®(nlogn) bits d’'information aux agents par le biais d’'atiquetage des sommets du graphe [AlgoTel'07]. Ainsi,
pour nettoyer un graphe inconnu de fagon monotone et connexe, éestsaire d'utiliser plus d’agents que I'optimal.
Dans cet article, noustudions la proportion d’agents suppientaires qui sontatessaires et suffisants pour nettoyer
de fagon monotone connexgpartie tout graphe inconnu. Nous montrons que la contrainte de monotonie implique une
augmentation drastique de ce nombre d’agents.

Nous prouvons que tout protocole distriébayant pour but de nettoyer tout graphe inconnundemmets de fagon
monotone connexeepartie a un ratio congtitif de O(%). Plus pecigment, nous prouvons que pour tout protocole
distribué P, il existe une constantetel que pour touh suffisamment grand, il existe un grapBelen sommets tel que

P requiert au moins@ mcsG) agents pour nettoy&s. De plus, nous proposons un protocole distilui permeé

O(@) mcs(G) agents de nettoyer tout graphe incoide n sommets, de fagon monotone connexeartie.
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1 Stratégies d’encerclement dans les graphes

L’ encerclementlans les &seaux @raph searchinya été introduit par Parsons [Pai76]. Etant dénm
graphe dans lequel circule un fugitif invisible, arbitrairement rapide et omniscient, le but estedmiher
une stragégie qui permet uneéquipe d'agents mobiles de capturer le fugitif. Dit autremeggdipe
d'agents doit “nettoyer” unéseau contamé la partie contamée du graphétant la partie du graphe
accessible au fugitif. Dans ce cadre, un grapheésmrte uné&seau “contamil’ qu'uneéquipe dagents
mobiles doit nettoyer. Initialement, toutes legtas du graphe sonbntamirees Les agents sont siés sur
les sommets du graphe et peuvent 8pldcer le long des ates. Un agentettoieune aéte lorsqu'il la tra-
verse. Cependant, unettee propreestrecontamimeesi il existe un chemin entreet une agéte contamiée,
tel qu'aucun agent n’'occupe un sommet ou urégeade ce chemin. Ursrategie d’encerclemenbu plus
simplemenstrategie est une equence de mouvements des agents le long @ssatel que, initialement,
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tous les agents sont pkee sur un sommet particulier du graphe, appabase De plus, cetteé&guence de
mouvements doit permettre de nettoyer le graphe, avec la contrainte qu’'un agent peut bouger si et seulement
si aucune d@te n'est recontaméea la suite de ce mouvement. Autrement dit, urigepropre reste tou-

jours propre. Dans un contexteparti, que nous congdons dans cet article, fgobleme d’encerclement
consistegtant donés un graph& connexe et une basg € V(G), a determiner une stragie de nettoyage

pourG qui utilise le moins d’agents possible, de telle sorte que leégfimest calc@e en tempszel par les

agents eux @mes. Dans la suitencyG, vp) dénote le nombre minimum d’agentégessaire pour nettoyer

G de fagon monotone connexe en partanvgle V(G), dans un contexte centradisNotons que dans un
contexte centralis le probéme de éterminemcs(G, vp) est NP-comple{ [MHG+88].

Les contraintes imp@&es sur les mouvements des agents impliquent deux ptepiimportantes des
strakgies : la monotonie et la connexiUne stragie esmonotonesi la partie propre du graphe ne peut que
s'étendre, et une stigie est diteonnexesi la partie propre du graphe est toujours connexe. Le®giest
monotones connexes ot frequemment utilises pour concevoir des protocoles disteibpermettant de
nettoyer un eseau |[BFES02, BENV06, FLS06, FHL05, N$07]. En effet, les petgwide monotonie et de
connexié assurent respectivement un nettoyage du graphe en un noratagees polynomial en la taille du
graphe, et des communicationges entre les agents. La principale &iffnce entre ces protocolé&partis
est la quanté d’information sur le @seau dont les agents disposgptiori. Le protocole propdspar Blin
et al. [BENV06] permet de nettoyer touéseau inconnu (i.e., les agents ne disposenagagori d'infor-
mation sur le @seau). Ce protocole perngeincsG, Vo) agents de nettoyer tout grapBea partir de toute
basevy € V(G), de manére connexe egpartie (un agent sugghentaire estécessaire lorsque léseau
est asynchrone [FHL05]). Cependant la €gi¢ effectée n'est pas monotone. Ceci est un indament
majeur puisque la stragie calcuke peut avoir un nombre &apes exponentiel en la taille deseau. Pour
permettreamcsG,Vp) agents de nettoyer tout grapBea partir de toute basg € V(G), de fagon mono-
tone connexe ebpartie, une r@thode possible est de supposer que les agents dispgseort de certaines
informationsa propos du graphe. Certains protocoles supposent que les agents disposent d’'une information
sur la topologie dué&seau. Ainsi, les agents savént'avance quelle est la structure deseau dans le-
quel ils se trouvent (arbress [BEES02], tores [FLIS06], hypercubes [FHLO5]). Nisse et Sogéaidintia
guantie d’information qu'il est Bcessaire et suffisant de fournir aux agents pesoudre le prokime de
I'encerclement. En utilisant la notion d®nseil[FIPO€] pour moéliser la quanté& d’'information fournie
aux agents, Nisse et Soguet ont preane pour permett@mcs(G, vo) agent de nettoyer tout graple a
partir de toute basey € V(G), de fagon monotone connexe épartie,@(nlogn) bits d’information sont
necessaires et suffisants. Notons, que tous les protoc@esipmmenénonés impliquent des agents avec
une mémoire de taille logarithmique en la taille deseau. De plus, Bliet al. [BENV06] supposent que
les sommets disposent d’'une zone locale éewire de taille polynomiale en la taille deseau, accessible
par les agents.

Pour Esung, deux néthodes onéte propoges pour &soudre le proBime de I'encerclement : soit
relacher la contrainte de monotonie, soit fournir des informations aux agents. Dans cet article noésaossid
une nouvelle rathode qui consist& autoriser I'utilisation de plus d’agents que I'optimal. Plusgisement,
nous considrons la proportion d’agents supplentaires qui sontétessaires et suffisants pour nettoyer
de fagon monotone connexepartie tout graphe inconnu. Nous montrons que la contrainte de monotonie
implique une augmentation drastique de ce nombre d’agents.

2 Modele

Les agents sont médises par des enéis mobiles autonomes, avec des idéstitt des @moires dis-
tinctes. Le eseau est synchrone, et est rglig par un graphe connexe non orierite €seau est anonyme,
i.e. les sommets ne sont pasqueés. Cependant, pour permetirein agent de distinguer les dfentes
arétes incidentea un sommet, pour tout sommetles dedu) aretes incidentea u sontétiqueées de h
degqu). Cesétiquettes sont appgeEtsnunero de port De plus, un agent psenta un sommet peut laisser
de I'information sur ce sommet. Pour cela, chague sommet a une zonendeira locale, appéktableau
blang accessibles par les agent&gga un processus d'exclusion mutuediquitable, sur lequel un agent
peut lire, effacer, eécrire des symboles.
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Le nombre d’agents utiles par un protocol® pour nettoyer un graph@ en partant d'une base €
V(G), estle maximum, sur toutes létapes d’e&cution deP, du nombre de d’agents pgsur les sommets
de G. La qualié d’'un protocole? pour nettoyeiG en partant dey, est le nombre de d’agents utéis par
P pour nettoyelG, divisé parmcgG,vp). Ce ratio, maximig sur tous les graphes et toutes les bases, est
appet leratio comgetitif du protocole?.

3 Nos résultats

Nous prouvons que tout protocole distriuvisanta nettoyer tout graphe inconnu deommets de fagon
monotone connexegpartie a un ratio congtitif de O(%). Plus pEcigment, nous prouvons que pour
tout protocole distribéa P, il existe une constante tel que pour toun suffisamment grand, il existe un
grapheG de n sommets et une basg € V(G), tel que? requiert au moins% mcs(G, vp) agents pour
nettoyerG de manére monotone connexe. De plus, nous proposons un protocole distyibpermeta
O(%) mcs(G, Vo) agents de nettoyer tout graphe incorthide n sommets, de fagon monotone connexe,
en partant de toute basg € V(G). Notons que notre protocolé&alise le nettoyage des graphesrde
sommets avec des agents ayant au @i{lsgn) bits de némoire, et des tableaux blancs de taiig) bits.

Nous prouvons tout d’abord leébreme suivant :

Théoreme 1 Tout protocole permettant de nettoyer tout graphe inconnu de n sommets de fagon monotone

connexe épartie a un ratio comgtitif de Q (5 )-

Idée de la preuve Pour prouver ce #ioreme, nous cons@ons un jeu tour par tour entre un protocole ar-
bitraire P et un adversairel. Le but de? est de nettoyer le graphe de fagcon monotone connexe en utilisant
le moins d’agents possible. Léle de4 est d’obliger? a utiliser le plus grand nombre possible d’agents
pour nettoyer ce graphe. Pour cela, informellemantpnstruit graduellement un graphermdsommets. Le
graphe construit pafl est en fait un arbre enra@nle dege maximum trois. Le fait quél puisse construire

le graphe au cours de I'égution de? est possible car les agents n’@npriori aucune information concer-
nant le graphe qu'ils nettoient. Pour expliquer cette construction, nous utilisoiniidn suivante. Un
graphe partielest un graphe simple connexe qui peut avoir deux typeg&dar deslemi-agtesqui n'ont
gu’'une seule exémite, et desarétes entiresqui ont deux ex@&mites. Informellement, dans la suite, les
demi-aktes @notent des &tes du graphe non encore exgles parP. De plus, siG est un graphe partiel,
alorsG™ dénote le graphe obtenu en rajoutant uneé@mstte de dege una toute demi-dte deG.

Soitn > 5. Nous consiérons un arbre enra@nnconnu den sommets et de degmaximum troisT,
que P doit nettoyer en partant d& € V(T). A chaque tourp, T, corresponda la partie deT qui est
actuellement connue pdt. Décrivons le jeu entr@ et 4. Initialement, le graphe parti@}, consiste en un
sommet unique, la basg, incidenta trois demi-agtes, tel que tous les agents sont pfasurvg. Alors,

P et 4 jouent alternativement, en commencant @ar? choisit un agent et il @place cet agent le long
d’'une aktee de Tp. Un tel ceplacement est toujours possible puisqu@st un protocole de nettoyage
connexe monotoneeparti, et donc, il finit toujours par nettoy&r Notons quee peutétre une demi-d@te

ou une aéte entére. Sie est une &te entere, alors4 passe son tour. Sinon, deux cas sont possibles.
Soit [V(T)| <n—1, ou|V(TS)| = n— 1. Dans le premier cas] ajoute une nouvelle extmit v a e tel

quev est un sommet incidert deux nouvelles demi-ates. Dans le deudine cas, 2 ajoute une nouvelle
extrémite v a e tel quev est un sommet inciderit seulement une nouvelle deméte. De nouveau, ceci

est possible puisqu® ne conn# pasa I'avance le graphe que les agents doivent nettoyer. Le jeu termine
quand\V (T,")| = n. A un tel tour,4 décide que le graphE est en fail".

En utilisant cette construction, la preuve dadieme consiste tout d’abogdprouver par&currence qué
a au moingn+2)/2 feuilles, et que, pouaviter la recontamination, il existe un tour ohaque parent d’'une
feuille deT est occup par un agent. Or, poar> 5, chaque sommet est parent de au plus deux feuilles. Nous
en ceduisons que? utilise au moink > n/4 agents pour nettoydr. De plus, d'apes [MHG+88| BESTO03],
mcs(T,vp) < 2(1+logz(n—1)). On en @duit quek > mcg(T,vp) x ng_m . O

Nous prouvons ensuite que la borneginéure du tBoeme peacdent est optimale :
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Théoreme 2 Il existe un protocole qui nettoie tout graphe inconnu de n sommets, de fagon monotone
connexe épartie, avec un ratio condtitif de q%).

Idée de la preuve Pour prouver ce #reme, nous proposons un protocole qui nettoie tout graphe inconnu
de n sommets de fagcon monotone conneg&partie, avec un ratio corafitif de O(%). Son fonction-
nement, ainsi que la preuve diwethieme, utilisent la notion denineurde graphe. Nous rappelons qu’un
grapheH est un mineur d’'un graph®@ si H est obtenu par une succession de contraction ou de suppression
d’'arétes deG. Les caradristiques principales de notre protocole est de maintenir dynamiquement un arbre
enracire S, tel queSest un arbre de degrau plus trois, eébest un mineur de la partie propre @eDe plus,

a chaqueetape le protocole nettoie unetter deG tel queSsoit le plus proche possible d’un arbre enrécin

de dege trois tel que toutes les feuilles soiéntgale distance de la racine. Sojtun tel arbre de hauteur

k. Nous prouvons que ce protocole est tel que a(EhaquettapeV (S) est I'ensemble des sommets @Ge
occues par un agerd cetteétape, et (25 est de profondeuk > 1 si et seulement si il existe urgtape
précdente @ Sétait un arbrdy_1. Ainsi, sik est la hauteur maximum @& alors d’apés (1) nous éduisons

que le protocole utilise au plds = |V (Ti)| = |og/\\(/T(kT)i)\ x log|V (Tk)| agents. Nous omettons lestéils par

mangue de place mais en utilisant (2) et desuttats des articles [MHG+88, BEST03] nous prouvons en-
suite que lodV (Tx)| < O(mcgG,Vvp)). Finalement, puisque la fonctioi@g—x est strictement croissante et

V(T)| = 3V(Tk-1)| +1 < 3|V(G)| + 1 = 3n+1, nous obtenons que = O(=- x mcs(G,Vp)), ce qui

logn
conclut la preuve du #preme. O
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