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2 DIM, Universit́e du Chili, Chili
3LRI, Universit́e Paris-Sud, Orsay, France

L’encerclement dans les réseaux visèa ŕealiser le nettoyage, par uneéquipe d’agents mobiles, d’un réseau contamińe.
La strat́egie d’encerclement est calculée en temps réel, par les agents eux mêmes, et doit v́erifier les trois propríet́es
suivantes : (1)connexit́e : la zone nettoýee doit toujourŝetre connexe de façoǹa assurer des communications sécuriśees
entre les agents, (2)monotonie: la zone nettoýee ne doit jamaiŝetre recontamińee, ce qui permet un temps de nettoyage
polynomial en la taille du ŕeseau, et (3)optimalit́e : le nombre d’agents utiliśes doitêtre le plus petit possible afin de
minimiser la taille des ressources utilisées. Etant donńe un grapheG, le plus petit nombre d’agents nécessaire pour
nettoyerG de façon monotone connexe dans un contexte centralisé est not́emcs(G).
Plusieurs protocoles répartis ont́et́e propośes pour ŕesoudre le problème de l’encerclement dans les réseaux. Blinet
al. ont propośe un algorithme distribúe permettant̀a mcs(G) agents de d́eterminer et de réaliser une stratégie d’encer-
clement dans tout graphe inconnuG (inconnu signifie que les agents n’ont aucune connaissancea priori concernant le
graphe) [AlgoTel’06]. Cependant, la stratégie ŕealiśee n’est pas monotone et peut prendre un temps exponentiel. Nisse
et Soguet ont prouv́e que, pour ŕesoudre le problème de l’encerclement dans les réseaux, il est ńecessaire et suffisant de
fournir Θ(nlogn) bits d’information aux agents par le biais d’unétiquetage des sommets du graphe [AlgoTel’07]. Ainsi,
pour nettoyer un graphe inconnu de façon monotone et connexe, il est nécessaire d’utiliser plus d’agents que l’optimal.
Dans cet article, nouśetudions la proportion d’agents supplémentaires qui sont nécessaires et suffisants pour nettoyer
de façon monotone connexe répartie tout graphe inconnu. Nous montrons que la contrainte de monotonie implique une
augmentation drastique de ce nombre d’agents.

Nous prouvons que tout protocole distribué ayant pour but de nettoyer tout graphe inconnu den sommets de façon
monotone connexe répartie a un ratio compétitif de Θ( n

logn). Plus pŕeciśement, nous prouvons que pour tout protocole
distribúeP , il existe une constantec tel que pour toutn suffisamment grand, il existe un grapheG den sommets tel que
P requiert au moinsc n

logn mcs(G) agents pour nettoyerG. De plus, nous proposons un protocole distribué qui permet̀a
O( n

logn)mcs(G) agents de nettoyer tout graphe inconnuG den sommets, de façon monotone connexe répartie.

Keywords: Strat́egie d’encerclement, monotonie, ratio compétitif

1 Stratégies d’encerclement dans les graphes
L’ encerclementdans les ŕeseaux (graph searching) a ét́e introduit par Parsons [Par76]. Etant donné un

graphe dans lequel circule un fugitif invisible, arbitrairement rapide et omniscient, le but est de déterminer
une strat́egie qui permet̀a uneéquipe d’agents mobiles de capturer le fugitif. Dit autrement, l’équipe
d’agents doit “nettoyer” un réseau contamińe, la partie contamińee du graphéetant la partie du graphe
accessible au fugitif. Dans ce cadre, un graphe représente un ŕeseau “contamińe” qu’uneéquipe d’agents
mobiles doit nettoyer. Initialement, toutes les arêtes du graphe sontcontamińees. Les agents sont situés sur
les sommets du graphe et peuvent se déplacer le long des arêtes. Un agentnettoieune ar̂ete lorsqu’il la tra-
verse. Cependant, une arêtee propreestrecontamińeesi il existe un chemin entreeet une ar̂ete contamińee,
tel qu’aucun agent n’occupe un sommet ou une arête de ce chemin. Unestrat́egie d’encerclement, ou plus
simplementstrat́egie, est une śequence de mouvements des agents le long des arêtes, tel que, initialement,
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tous les agents sont placés sur un sommet particulier du graphe, appelé labase. De plus, cette śequence de
mouvements doit permettre de nettoyer le graphe, avec la contrainte qu’un agent peut bouger si et seulement
si aucune ar̂ete n’est recontamińeeà la suite de ce mouvement. Autrement dit, une arête propre reste tou-
jours propre. Dans un contexte réparti, que nous considérons dans cet article, leproblème d’encerclement
consiste,́etant donńes un grapheG connexe et une basev0 ∈V(G), à d́eterminer une stratégie de nettoyage
pourG qui utilise le moins d’agents possible, de telle sorte que la stratégie est calculée en temps réel par les
agents eux m̂emes. Dans la suite,mcs(G,v0) dénote le nombre minimum d’agents nécessaire pour nettoyer
G de façon monotone connexe en partant dev0 ∈ V(G), dans un contexte centralisé. Notons que dans un
contexte centraliśe, le probl̀eme de d́eterminermcs(G,v0) est NP-complet [MHG+88].

Les contraintes imposées sur les mouvements des agents impliquent deux propriét́es importantes des
strat́egies : la monotonie et la connexité. Une strat́egie estmonotonesi la partie propre du graphe ne peut que
s’étendre, et une stratégie est diteconnexesi la partie propre du graphe est toujours connexe. Les stratégies
monotones connexes ontét́e fréquemment utiliśees pour concevoir des protocoles distribués permettant de
nettoyer un ŕeseau [BFFS02, BFNV06, FLS06, FHL05, NS07]. En effet, les propriét́es de monotonie et de
connexit́e assurent respectivement un nettoyage du graphe en un nombre d’étapes polynomial en la taille du
graphe, et des communications sûres entre les agents. La principale différence entre ces protocoles répartis
est la quantit́e d’information sur le ŕeseau dont les agents disposenta priori. Le protocole propośe par Blin
et al. [BFNV06] permet de nettoyer tout réseau inconnu (i.e., les agents ne disposent pasa priori d’infor-
mation sur le ŕeseau). Ce protocole permetà mcs(G,v0) agents de nettoyer tout grapheG, à partir de toute
basev0 ∈V(G), de manìere connexe et répartie (un agent supplémentaire est ńecessaire lorsque le réseau
est asynchrone [FHL05]). Cependant la stratégie effectúee n’est pas monotone. Ceci est un inconvénient
majeur puisque la stratégie calcuĺee peut avoir un nombre d’étapes exponentiel en la taille du réseau. Pour
permettrèa mcs(G,v0) agents de nettoyer tout grapheG, à partir de toute basev0 ∈V(G), de façon mono-
tone connexe et répartie, une ḿethode possible est de supposer que les agents disposenta priori de certaines
informationsà propos du graphe. Certains protocoles supposent que les agents disposent d’une information
sur la topologie du ŕeseau. Ainsi, les agents saventà l’avance quelle est la structure du réseau dans le-
quel ils se trouvent (arbres [BFFS02], tores [FLS06], hypercubes [FHL05]). Nisse et Soguet ontétudíe la
quantit́e d’information qu’il est ńecessaire et suffisant de fournir aux agents pour résoudre le problème de
l’encerclement. En utilisant la notion deconseil[FIP06] pour mod́eliser la quantit́e d’information fournie
aux agents, Nisse et Soguet ont prouvé que pour permettrèa mcs(G,v0) agent de nettoyer tout grapheG, à
partir de toute basev0 ∈V(G), de façon monotone connexe et répartie,Θ(nlogn) bits d’information sont
nécessaires et suffisants. Notons, que tous les protocoles préćedemment́enonćes impliquent des agents avec
une ḿemoire de taille logarithmique en la taille du réseau. De plus, Blinet al. [BFNV06] supposent que
les sommets disposent d’une zone locale de mémoire de taille polynomiale en la taille du réseau, accessible
par les agents.

Pour ŕesuḿe, deux ḿethodes ont́et́e propośees pour ŕesoudre le problème de l’encerclement : soit
relâcher la contrainte de monotonie, soit fournir des informations aux agents. Dans cet article nous considérons
une nouvelle ḿethode qui consistèa autoriser l’utilisation de plus d’agents que l’optimal. Plus préciśement,
nous consid́erons la proportion d’agents supplémentaires qui sont nécessaires et suffisants pour nettoyer
de façon monotone connexe répartie tout graphe inconnu. Nous montrons que la contrainte de monotonie
implique une augmentation drastique de ce nombre d’agents.

2 Modèle
Les agents sont modélisés par des entités mobiles autonomes, avec des identités et des ḿemoires dis-

tinctes. Le ŕeseau est synchrone, et est modélisé par un graphe connexe non orienté. Le ŕeseau est anonyme,
i.e. les sommets ne sont pasétiquet́es. Cependant, pour permettreà un agent de distinguer les différentes
ar̂etes incidentes̀a un sommet, pour tout sommetu, les deg(u) ar̂etes incidentes̀a u sontétiquet́ees de 1̀a
deg(u). Cesétiquettes sont appeléesnuḿero de port. De plus, un agent présentà un sommet peut laisser
de l’information sur ce sommet. Pour cela, chaque sommet a une zone de mémoire locale, appeléetableau
blanc, accessibles par les agents grâceà un processus d’exclusion mutuelleéquitable, sur lequel un agent
peut lire, effacer, et́ecrire des symboles.
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Le nombre d’agents utiliśes par un protocoleP pour nettoyer un grapheG en partant d’une basev0 ∈
V(G), est le maximum, sur toutes lesétapes d’ex́ecution deP , du nombre de d’agents placés sur les sommets
deG. La qualit́e d’un protocoleP pour nettoyerG en partant dev0, est le nombre de d’agents utilisés par
P pour nettoyerG, divisé parmcs(G,v0). Ce ratio, maximiśe sur tous les graphes et toutes les bases, est
appeĺe leratio comṕetitif du protocoleP .

3 Nos résultats
Nous prouvons que tout protocole distribué visantà nettoyer tout graphe inconnu den sommets de façon

monotone connexe répartie a un ratio compétitif de Θ( n
logn). Plus pŕeciśement, nous prouvons que pour

tout protocole distribúe P , il existe une constantec tel que pour toutn suffisamment grand, il existe un
grapheG den sommets et une basev0 ∈ V(G), tel queP requiert au moinsc n

logn mcs(G,v0) agents pour
nettoyerG de manìere monotone connexe. De plus, nous proposons un protocole distribué qui permet̀a
O( n

logn)mcs(G,v0) agents de nettoyer tout graphe inconnuG den sommets, de façon monotone connexe,
en partant de toute basev0 ∈ V(G). Notons que notre protocole réalise le nettoyage des graphes den
sommets avec des agents ayant au plusO(logn) bits de ḿemoire, et des tableaux blancs de tailleO(n) bits.
Nous prouvons tout d’abord le théor̀eme suivant :

Théorème 1 Tout protocole permettant de nettoyer tout graphe inconnu de n sommets de façon monotone
connexe ŕepartie a un ratio comṕetitif deΩ( n

logn).

Id ée de la preuve. Pour prouver ce th́eor̀eme, nous considérons un jeu tour par tour entre un protocole ar-
bitraireP et un adversaireA . Le but deP est de nettoyer le graphe de façon monotone connexe en utilisant
le moins d’agents possible. Le rôle deA est d’obligerP à utiliser le plus grand nombre possible d’agents
pour nettoyer ce graphe. Pour cela, informellement,A construit graduellement un graphe den sommets. Le
graphe construit parA est en fait un arbre enraciné de degŕe maximum trois. Le fait queA puisse construire
le graphe au cours de l’exécution deP est possible car les agents n’onta priori aucune information concer-
nant le graphe qu’ils nettoient. Pour expliquer cette construction, nous utilisons la définition suivante. Un
graphe partielest un graphe simple connexe qui peut avoir deux types d’arêtes : desdemi-ar̂etesqui n’ont
qu’une seule extrémit́e, et desarêtes entìeresqui ont deux extŕemit́es. Informellement, dans la suite, les
demi-ar̂etes d́enotent des arêtes du graphe non encore explorées parP . De plus, siG est un graphe partiel,
alorsG+ dénote le graphe obtenu en rajoutant une extrémit́e de degŕe unà toute demi-ar̂ete deG.

Soit n≥ 5. Nous consid́erons un arbre enraciné inconnu den sommets et de degré maximum troisT,
que P doit nettoyer en partant dev0 ∈ V(T). A chaque tourp, Tp correspond̀a la partie deT qui est
actuellement connue parP . Décrivons le jeu entreP et A . Initialement, le graphe partielTp consiste en un
sommet unique, la basev0, incidentà trois demi-ar̂etes, tel que tous les agents sont placés surv0. Alors,
P et A jouent alternativement, en commençant parP . P choisit un agent et il d́eplace cet agent le long
d’une ar̂ete e de Tp. Un tel d́eplacement est toujours possible puisqueP est un protocole de nettoyage
connexe monotone réparti, et donc, il finit toujours par nettoyerT. Notons quee peutêtre une demi-arête
ou une ar̂ete entìere. Sie est une ar̂ete entìere, alorsA passe son tour. Sinon, deux cas sont possibles.
Soit |V(T+

p )| < n−1, ou |V(T+
p )| = n−1. Dans le premier cas,A ajoute une nouvelle extrémit́e v à e tel

quev est un sommet incidentà deux nouvelles demi-arêtes. Dans le deuxième cas,A ajoute une nouvelle
extŕemit́e v à e tel quev est un sommet incident̀a seulement une nouvelle demi-arête. De nouveau, ceci
est possible puisqueP ne connâıt pasà l’avance le graphe que les agents doivent nettoyer. Le jeu termine
quand|V(T+

p )|= n. A un tel tour,A décide que le grapheT est en faitT+
p .

En utilisant cette construction, la preuve du théor̀eme consiste tout d’abordà prouver par ŕecurrence queT
a au moins(n+2)/2 feuilles, et que, pouŕeviter la recontamination, il existe un tour où chaque parent d’une
feuille deT est occuṕe par un agent. Or, pourn≥ 5, chaque sommet est parent de au plus deux feuilles. Nous
en d́eduisons que,P utilise au moinsk≥ n/4 agents pour nettoyerT. De plus, d’apr̀es [MHG+88, BFST03],
mcs(T,v0)≤ 2(1+ log3(n−1)). On en d́eduit quek≥mcs(T,v0)× n

8(1+log3(n−1)) . 2

Nous prouvons ensuite que la borne inférieure du th́eor̀eme pŕećedent est optimale :
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Théorème 2 Il existe un protocole qui nettoie tout graphe inconnu de n sommets, de façon monotone
connexe ŕepartie, avec un ratio compétitif de O( n

logn).

Id ée de la preuve. Pour prouver ce th́eor̀eme, nous proposons un protocole qui nettoie tout graphe inconnu
de n sommets de façon monotone connexe répartie, avec un ratio compétitif de O( n

logn). Son fonction-
nement, ainsi que la preuve du théor̀eme, utilisent la notion demineurde graphe. Nous rappelons qu’un
grapheH est un mineur d’un grapheG si H est obtenu par une succession de contraction ou de suppression
d’arêtes deG. Les caract́eristiques principales de notre protocole est de maintenir dynamiquement un arbre
enracińeS, tel queSest un arbre de degré au plus trois, etSest un mineur de la partie propre deG. De plus,
à chaquéetape le protocole nettoie une arête deG tel queSsoit le plus proche possible d’un arbre enraciné
de degŕe trois tel que toutes les feuilles soientà égale distance de la racine. SoitTk un tel arbre de hauteur
k. Nous prouvons que ce protocole est tel que, (1)à chaquéetapeV(S) est l’ensemble des sommets deG
occuṕes par un agent̀a cetteétape, et (2)S est de profondeurk≥ 1 si et seulement si il existe uneétape
préćedente òu Sétait un arbreTk−1. Ainsi, sik est la hauteur maximum deS, alors d’apr̀es (1) nous d́eduisons
que le protocole utilise au plusN = |V(Tk)|= |V(Tk)|

log|V(Tk)|
× log|V(Tk)| agents. Nous omettons les détails par

manque de place mais en utilisant (2) et des résultats des articles [MHG+88, BFST03] nous prouvons en-
suite que log|V(Tk)| ≤ O(mcs(G,v0)). Finalement, puisque la fonctionx

logx est strictement croissante et
|V(Tk)| = 3|V(Tk−1)|+ 1≤ 3|V(G)|+ 1 = 3n+ 1, nous obtenons queN = O( n

logn × mcs(G,v0)), ce qui
conclut la preuve du th́eor̀eme. 2
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