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❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

▼❛♥✉❡❧ ❈❛r♦❧✐∗ ✱ ▼♦♥✐q✉❡ ❚❡✐❧❧❛✉❞∗

❚❤è♠❡ ❙❨▼ ✖ ❙②stè♠❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s
Pr♦❥❡ts ●é♦♠étr✐❝❛

❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥➦ ❄❄❄❄ ✖ ❏❛♥✈✐❡r ✷✵✵✾ ✖ ✶✻ ♣❛❣❡s

❆❜str❛❝t✿ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥
♥✉♠❡r♦✉s ❞♦♠❛✐♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛str♦♥♦♠②✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s
❡t❝✳

❲❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ t❡st t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ✢❛t t♦r✉s ❛❝t✉❛❧❧② ❢♦r♠s ❛
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ s✉❜s✉♠❡s t❤❛t ✐t ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✮✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✸❉ ✢❛t t♦r✉s ✇✐t❤♦✉t ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣
❛♥② ♣♦✐♥t✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t
✐s ♣r♦✈❛❜❧② ❝♦rr❡❝t✳ Pr♦✈❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇✐t❤ ✷✼
❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ t❡st ❞❡t❡❝ts ✇❤❡♥ s✉❝❤ ❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❈❣❛❧ ❊❞✐t♦r✐❛❧ ❇♦❛r❞†✳ ❆
✈✐❞❡♦ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❙♦❈●✬✵✽‡✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣❡r✐♦❞✐❝✱ ✢❛t t♦r✉s✱ ❉❡❧❛✉♥❛②

❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛❜str❛❝t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ✢❛✇s t❤❛t ❛r❡ ✜①❡❞ ❤❡r❡✮ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛t t❤❡ ❧❛st ❊✉r♦❈● ❬✻❪✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆❘ ✭❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ✏❚r✐❛♥❣❧❡s✑ ♣r♦❥❡❝t
♦❢ t❤❡ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❜❧❛♥❝ ✭◆♦ ❇▲❆◆✵✼✲✷❴✶✾✹✶✸✼✮ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲s♦♣✳✐♥r✐❛✳❢r✴❣❡♦♠❡tr✐❝❛✴❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s✴tr✐❛♥❣❧❡s✴✳

∗ ■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s ✕ ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡ ❬❊♠❛✐❧✿ ④▼❛♥✉❡❧✳❈❛r♦❧✐✱▼♦♥✐q✉❡✳❚❡✐❧❧❛✉❞⑥❅s♦♣❤✐❛✳✐♥r✐❛✳❢r❪
† ✇✇✇✳❝❣❛❧✳♦r❣
‡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧✲❣❡♦♠❡tr②✳♦r❣✴❙♦❈●✲✈✐❞❡♦s✴s♦❝❣✵✽✈✐❞❡♦



❈❛❧❝✉❧❡r ❞❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡♥ ✸❉

❘és✉♠é ✿ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
✸❉ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞♦♥t ❧✬❛str♦♥♦♠✐❡✱ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❜✐♦✲
♠é❞✐❝❛❧❡✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s✱ ❡t❝✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❡✈♦♥s ✉♥ t❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ t♦r❡ ♣❧❛t ✸❉ ❢♦r♠❡ ✉♥❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ t♦r❡ ♣❧❛t
✸❉✱ s❛♥s ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts s✐ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈✬❡st à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t s♦✐t ♣r♦✉✈é❡✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦✉✈és q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❛✈❡❝ ✷✼ ❝♦♣✐❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♥♦tr❡ t❡st ❞ét❡❝t❡ ❧❡s ❝❛s ♦ù ❝❡tt❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❡✉t êtr❡ é✈✐té❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ♣r♦❣r❛♠♠é ❡t s❡r❛ s♦✉♠✐s ❛✉ ❝♦♠✐té é❞✐t♦r✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❈❣❛❧§✳ ❯♥❡
✈✐❞❡♦ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ♣rés❡♥té❡ à ❙♦❈●✬✵✽¶✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ t♦r❡ ♣❧❛t✱ ❉❡❧❛✉♥❛②

§ ✇✇✇✳❝❣❛❧✳♦r❣
¶ ✇✇✇✳❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧✲❣❡♦♠❡tr②✳♦r❣✴❙♦❈●✲✈✐❞❡♦s✴s♦❝❣✵✽✈✐❞❡♦



✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts ✐s ❛ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✳
❙❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✸✱ ✶✵❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✸✶✱ ✷✻✱ ✷✵✱ ✸✽✱ ✷✺✱ ✷✶❪ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ R

d✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✢❛t t♦r✉s ❬✸✹❪✳

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ ❛str♦♥♦♠❡rs ✇❤♦ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♠❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡ ❜② r✉♥♥✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✸❉
❞❛t❛✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ♥❡❡❞✐♥❣ r♦❜✉st s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s
✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝❡s✳ ❆ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡❡❞s✱ ✐♥ ✜❡❧❞s ❧✐❦❡ ❛str♦♥♦♠②✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❢♦r
♣r♦st❤❡s❡s✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❈❣❛❧ Pr♦s♣❡❝t✐✈❡ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥
●❡♦♠❡tr✐❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ P❡r✐♦❞✐❝ ❙♣❛❝❡s✳✶ ▼❛♥② ♦t❤❡r ❞✐✈❡rs❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❬✸✻❪✱ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ❝❤❡♠✐str② ❬✷✾❪✱ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r ❬✶✼❪✱
✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❬✶✶❪✱ t❤✐s ❧✐st ❜❡✐♥❣ ❢❛r ❢r♦♠ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳

❙♦ ❢❛r ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛♥② r♦❜✉st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s
❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t s❡t S ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♣r♦✈❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✉❛❧❧② ♥❡❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ✇✐t❤ ✾ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❝❛s❡ ❬✷✸✱ ✶✾❪✱ ♦r ✇✐t❤ ✷✼ ❝♦♣✐❡s ✐♥ ✸❉ ❬✶✻❪✱
✇❤✐❝❤ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✉❣❡ s❧♦✇✲❞♦✇♥✳

■♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② ✏t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥✑
✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥ts ❬✸✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❡❛✈✐❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛r❡
✇❡❧❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✉s✐♥❣ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ♠❛② ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②✿ ✐♥ s♦♠❡
❝❛s❡s✱ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ♠❛② ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛s ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣
t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✱ ❜✉t s✉❝❤ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❢♦r♠ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❛❞♠✐t ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ✐♥s✐st ❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ✏tr✉❡✑ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② st♦r❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s t❤❛t
❛r❡ ♥♦♥✲s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ❡✈❡♥ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞❀ ❚❤❡
❈❣❛❧ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ t❤❛t ✇❡ r❡✉s❡ ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛❝t✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡s t❤❡
str✉❝t✉r❡ t♦ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❬✷✹❪✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s
✐♥♣✉t ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❡❛✈✐❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❀ t❤✐s ✐s t❤❡
❝❛s❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r ♠❡s❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✷✽✱ ✷✼❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ α✲s❤❛♣❡s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❛s❡ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r

❲❡ ♣r♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t
❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ t❡st ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ s❡t K
♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ❢♦r♠s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ R
3 ❬✹❪ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✿ ■ts ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜② t❤❡ ❢✉❧❧② ❞②♥❛♠✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❣❛❧ ❬✷✺❪❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❢r❡❡❧② ✐♥s❡rt ✭❛♥❞ r❡♠♦✈❡✮ ♣♦✐♥ts✱ ✐s
❛ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r ❛❧❧ ♠❡s❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❡❧❛✉♥❛② r❡✜♥❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s
✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✸✷✱ ✷✽✱ ✾❪✮✳

✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❣❛❧✳♦r❣✴❊✈❡♥ts✴P❡r✐♦❞✐❝❙♣❛❝❡s❲♦r❦s❤♦♣✴

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✹ ❈❛r♦❧✐ ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❋♦r s❡ts ♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣✉ts ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥ h✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ h > 1 ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ♦♥ t❤❡ ✢❛t
t♦r✉s✱ ✇❤❡r❡ h ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✇✐t❝❤❡s t♦ ❛ ✶✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛♥❞ s♦ ❞♦❡s ♥♦t ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ♣♦✐♥ts✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣✉t❡s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ♣r♦✈❛❜❧② ❝♦rr❡❝t✳ ■t ❤❛s ♦♣t✐♠❛❧
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❈❣❛❧ ❊❞✐t♦r✐❛❧
❇♦❛r❞ ❢♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❣❛❧ ❧✐❜r❛r② ❬✽❪✳ ❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❛
✈✐❞❡♦ ❬✼❪✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡✲❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈❣❛❧ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❢✉t✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦
♦t❤❡r s♣❛❝❡s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✺❪✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥s ❛❜♦✉t tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s t♦ t❤❡
✢❛t t♦r✉s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣♦✐♥t s❡t ❤❛s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
✢❛t t♦r✉s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❡❛s✐❧② ❜② t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ✐ts
❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜♥✐s❤ ✇✐t❤ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✷ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

❇❡❢♦r❡ t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❆ k✲s✐♠♣❧❡① σ ✐♥ R

3 ✭k ≤ 3✮ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ k + 1 ❛✣♥❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣♦✐♥ts Pσ = {p0, p1, . . . , pk}✳ ❆ s✐♠♣❧❡① τ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Pτ ⊆ Pσ ✐s ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ σ ❛♥❞ ❤❛s σ ❛s ❛ ❝♦❢❛❝❡✳
❚❤✐s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② σ ≥ τ ❛♥❞ τ ≤ σ✳ ◆♦t❡ t❤❛t σ ≥ σ ❛♥❞ σ ≤ σ✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧✳ ❲✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡①✱
t❤❡② ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ✐♥ ❛♥② t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ X✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❖❢t❡♥ t❤❡② r❡str✐❝t t♦ ❛
✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ❬✸✾✱ ✸✵❪✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ s♦✱ ✇❡ ✉s❡
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✷❪✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭❙✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✮✳ ❆ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ❛ s❡t K ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s s✉❝❤ t❤❛t✿

✭✐✮✳ σ ∈ K, τ ≤ σ ⇒ τ ∈ K
✭✐✐✮✳ σ, σ′ ∈ K ⇒ σ ∩ σ′ ≤ σ, σ′

✭✐✐✐✮✳ ❊✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡① ♦❢ K ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts ❛t ♠♦st ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② s✐♠♣❧✐❝❡s
✐♥ K ✭❧♦❝❛❧ ✜♥✐t❡♥❡ss✮✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ K ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❡♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳
❆ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ X ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① K s✉❝❤ t❤❛t |K| =

⋃
σ∈K σ ✐s

❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ X✳ ❆ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t s❡t S ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢
t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ S✳

❙♦♠❡ ♠♦r❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✿ ▲❡t K ❜❡ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■❢
❛ s✉❜s❡t ♦❢ K ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t s✉❜❝♦♠♣❧❡① ♦❢ K✳ ❚❤❡ ❝❧♦s✉r❡ L ♦❢ ❛ s✉❜s❡t
L ⊆ K ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❜❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ L✿ L = {τ ∈ K|τ ≤ σ ∈ L}✳ ❚❤❡ st❛r ♦❢ L ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡
❝♦❢❛❝❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ L✿ ❙t(L) = {σ ∈ K|σ ≥ τ ∈ L}✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ t❤❡ st❛r ♦❢ ❛ s❡t L ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s |❙t(L)|✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r
♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡① σ ❜② σ̊✳ ❚✇♦ s✐♠♣❧✐❝❡s σ ❛♥❞ τ ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ✐❢ t❤❡✐r ✐♥t❡r✐♦rs ❛r❡
❞✐s❥♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ σ̊ ∩ τ̊ = ∅✳

■◆❘■❆



✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✺

✸ ❚❤❡ ✢❛t t♦r✉s T
3
c

❆t ✜rst ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ st✉❞② T
3
c✳ ❚❤❡♥ ✇❡ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥

♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ T

3
c✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭T3✮✳ ▲❡t c := (cx, cy, cz) ∈ (R\{0})3 ❛♥❞ G ❜❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ (c∗Z
3,+)✱ ✇❤❡r❡ ∗ ❞❡♥♦t❡s

❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲✇✐s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✷✳ ❚❤❡ q✉♦t✐❡♥t s♣❛❝❡ T
3
c = R

3/G ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✢❛t t♦r✉s ❬✸✹❪✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡

t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ ❜② π : R
3 → T

3
c ✳

❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ t♦r✉s ❬✸✼✱ ✸✹❪✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ T
3
c ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧

❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ♦r❜✐❢♦❧❞ ❬✸✺❪✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ T
3
c ❛r❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥

p1 ∼ p2 ⇔ p1 − p2 ∈ c ∗ Z
3✱ ❢♦r p1, p2 ∈ R

3✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡s❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Z
3

❛♥❞ T
3
c × Z

3 ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ R
3✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ T

3
c ♦r❜✐ts ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ t❤❡✐r ❡❧❡♠❡♥ts ❛s

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✳ T
3
c ✐s ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ dT(π(p), π(q)) := min dR(p′, q′) ❢♦r p′ ∼ p, q′ ∼ q✳ ◆♦t❡ t❤❛t

π ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

Dc

(
p3,

(
0

0

))

(
p1,

(
0

0

))
(
p2,

(
0

0

))

(
p2,

(
0

−1

))

(
p3,

(
0

1

))

(
p3,

(
1

0

))

(
p1,

(
0

−1

))

(
p2,

(
−1

0

))

(
p3,

(
−1

0

))

(
p1,

(
1

0

))

(
p3,

(
1

1

))

(
p1,

(
1

−1

))(
p2,

(
−1

−1

))

(
p3,

(
−1

1

))

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ✭✷❉ ❝❛s❡✮ ❚❤❡ t❤r❡❡
♣♦✐♥ts p1, p2, ❛♥❞ p3 ❞♦ ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧②
❞❡✜♥❡ ❛ tr✐❛♥❣❧❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♦✛✲
s❡t ❛❧❧♦✇s t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ✇❛② t❤❡ tr✐✲
❛♥❣❧❡ ✏✇r❛♣s ❛r♦✉♥❞✑ t❤❡ t♦r✉s✳

❚❤❡ s♣❛❝❡ T
3
c ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✹✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❝✉❜❡ [u, u + cx] × [v, v +
cy] × [w,w + cz]✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡s r❡s✉❧ts ✐♥
❛ s♣❛❝❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T

3
c✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝✉❜❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❢✉♥✲

❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❣✐♦♥❀ ❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥
❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦r❜✐t✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲♦♣❡♥

❝✉❜❡ Dc = [0, cx) × [0, cy) × [0, cz) ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ T
3
c✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♠❛♣

ϕc : Dc × Z
3 → R

3

(p, ζ) 7→ p + c ∗ ζ

✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ Dc ❤❛s ❧❡♥❣t❤ ‖c‖✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✲
♥♦t❡s t❤❡ L2✲♥♦r♠ ♦❢ c✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ ♣♦✐♥ts p1, p2 ∈ R

3 ❛r❡ ♣❡r✐✲
♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐❢ t❤❡② ❜♦t❤ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❜✐t✱ ♦r ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t p ∈ Dc s✉❝❤ t❤❛t p1, p2 ∈ ϕc({p} × Z

3)✳
◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ T

3
c✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡①

❤✉❧❧ ✐♥ T
3
c ❛♥❞ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❢♦✉r ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ❛tt❛❝❤ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❛♥

✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦r✱ ♥❛♠❡❞ ♦✛s❡t✱ t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦✉t ♦❢ ❛♥ ♦r❜✐t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ■♥ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ϕc✱ t❤❡ ♦✛s❡ts ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ζ ∈ Z

3✳
A

B

(
p0,

(
2

2

))
(
p1,

(
2

2

))

(
p2,

(
2

2

))

(
p0,

(
2

1

))
(
p1,

(
2

1

))

(
p2,

(
2

1

))

(
p0,

(
0

0

))
(
p1,

(
0

0

))

(
p2,

(
0

0

))

(
p0,

(
1

1

))
(
p1,

(
1

1

))

(
p2,

(
1

1

))

(
p0,

(
2

0

))
(
p1,

(
2

0

))

(
p2,

(
2

0

))

(
p0,

(
1

2

))
(
p1,

(
1

2

))

(
p2,

(
1

2

))

(
p0,

(
0

2

))

(
p1,

(
0

2

))(
p2,

(
0

2

))

(
p0,

(
0

1

))
(
p1,

(
0

1

))

(
p2,

(
0

1

))

(
p0,

(
1

0

))
(
p1,

(
1

0

))

(
p2,

(
1

0

))

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ✭✷❉ ❝❛s❡✮ π(A) ✐s ♥♦t ❛ s✐♠✲
♣❧❡①❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ π(B) ✐s ❛ s✐♠♣❧❡①✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❞❛♣t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ R
3 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲

✐♥❣ ✇❛② t♦ T
3
c ❬✸✼❪✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭s✐♠♣❧❡①✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ k + 1 ✭k ≤ 3✮
♣♦✐♥t ♦✛s❡t ♣❛✐rs (pi, ζi) ✐♥ Dc × Z

3✱ 0 ≤ i ≤ k✳ ▲❡t ❈❤(P)
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ϕc(P) = {pi + c ∗ ζi | 0 ≤ i ≤ k} ✐♥
R

3✳ ■❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ π|❈❤(P) ♦❢ π t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ P ✐s ❛
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❈❤(P) ❜② π ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ k✲s✐♠♣❧❡①
✐♥ T

3
c✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r π ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ R
3 ✐s ❛

s✐♠♣❧❡① ✐♥ T
3
c ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t ♦r t♦✉❝❤✳ ❋✐❣✉r❡

✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧s A ❛♥❞ B ♦❢ t❤r❡❡ ♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs ✐♥
[0, 1)2 × Z

2❀
(
p1,

(
0
2

))
✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss

♦❢ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ A t❤❛t ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ A✳

✷❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲✇✐s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ (ax, ay, az) ∗ (bx, by, bz) := (axbx, ayby, azbz)

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✻ ❈❛r♦❧✐ ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❚❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② s❡ts ♦❢ ♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❢❛❝❡ ❛♥❞ ❝♦❢❛❝❡ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✿ ▲❡t σ ❜❡ ❛ k✲s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t Pσ ⊆ Dc×Z

3✳ ❆ s✐♠♣❧❡①
τ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t Pτ ⊆ Dc ×Z

3 ✐s ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ σ ❛♥❞ ❤❛s σ ❛s ❛ ❝♦❢❛❝❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ζ ∈ Z
3

s✉❝❤ t❤❛t {(pi, ζi + ζ) | (pi, ζi) ∈ Pτ} ⊆ Pσ✳

✹ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ T
3
c

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❆t ✜rst ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
c✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦✐♥t s❡ts ✐♥ T
3
c ✇❤♦s❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡

s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❡❧❛❜♦r❛t❡s ♦♥ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ ♣♦✐♥t s❡t
❤❛s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
c✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣♦✐♥t s❡ts t❤❛t ❞♦

♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
c✳

✹✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t s❡t S ✐♥ R
3 ✐s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐✛ ❡❛❝❤ t❡tr❛❤❡❞r♦♥

s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✱ ✐✳❡✳ ✐ts ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ S ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r
❬✸✱ ✶✵❪✳

■❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐s ♥♦t ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ♥♦ ✜✈❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S ❛r❡ ❝♦s♣❤❡r✐❝❛❧✱ t❤❡♥ ✐ts ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❙t✐❧❧✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣♦✐♥t s❡ts✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ✉♥✐q✉❡
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❬✶✹❪✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ R

3 t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❛t ✇❛② ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✮✳
▲❡t S ♥♦✇ ❞❡♥♦t❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐♥ Dc✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ π(S)

✐♥ T
3
c✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r π ♦❢ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝

♣♦✐♥t s❡t Sc := ϕc(S × Z
3) ✐♥ R

3✳

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✭✐✮✱ ✭✐✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❛❧✇❛②s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭❙✐♠♣❧✐❝✐❛❧
❝♦♠♣❧❡①✮✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳ ❋♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t S ⊂ Dc✱ ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s K ✐♥ R
3 t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s ✭✐✮✱ ✭✐✐✮ ❛♥❞ t❤❡

❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Sc ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ R
3✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t K ❤❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜♥✐t❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✭✐✐✐✮✳
❆ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡rt❡① v ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❞❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ S ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t q
✐♥ S ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ v✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ q ❢♦r♠ ❛ ❣r✐❞✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ‖c‖✳ ❙♦ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧s ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛
t❤❛t ❛r❡ ❝♦❢❛❝❡s ♦❢ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ v ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ q t❤❛t ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② t❤❛♥ ‖c‖ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❡♠♣t②✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ K ❛r❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✐♠♣❧✐❝❡s✳

▲❡t ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t p ✐♥ R
3 t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ K✳ ■❢ ✐t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥✱

t❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts ♦♥❧② ♦♥❡ s✐♠♣❧❡①✳ ■❢ ✐t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡✱ t❤❡♥
✐t ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts t❤r❡❡ s✐♠♣❧✐❝❡s✿ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✐♥❝✐❞❡♥t t❡tr❛❤❡❞r❛✳
❆ss✉♠❡ ♥♦✇ p ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡✱ t❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s
❛♥❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ t❤❛t ❛r❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱
t❤❡s❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②✳

❙✐♥❝❡ Sc ❝♦♥t❛✐♥s ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❣r✐❞✱ ❛♥② ♣♦✐♥t p ∈ R
3 ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞

❜② ♣♦✐♥ts ✐♥ Sc✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s ✇✐t❤ ♣♦✐♥ts ♦❢
Sc ❛s ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ R

3 ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡
✐t ❜② DTR(Sc)✳ ❙✐♥❝❡ |DTR(Sc)| ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ R

3 ❛♥❞ π ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡♥ π(|DTR(Sc)|) ✐s

■◆❘■❆



✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✼

❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T
3
c✳ ❙♦✱ ✐❢ π(DTR(Sc)) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✳ ❲❡

❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
c✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ▲❡t DTR(Sc) ❜❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Sc ✐♥ R
3✳ ■❢ π(DTR(Sc)) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧

❝♦♠♣❧❡① ✐♥ T
3
c✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ S ✐♥ T

3
c ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② DTT(S)✳

✹✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛❦❡s s❡♥s❡✿ ❆t ✜rst✱ ✇❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s
✏♠❛t❝❤✑ ✉♥❞❡r π✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ DTR(Sc) ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ s❛♠❡
s✐♠♣❧❡① ✐♥ T

3
c ✉♥❞❡r π✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❛s ✇❡❧❧ t❤❛t ✐❢ π(DTR(Sc)) ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s✱ t❤❡♥ ✐t ❢✉❧✜❧❧s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮✳
▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳ ■❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π t♦ ❛♥② s✐♠♣❧❡① ✐♥ DTR(Sc) ✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡♥ π(DTR(Sc))
✐s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ T

3
c t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ π(S) ✐♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r✐♦r✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ σ ♦❢ DTR(Sc)✱ ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❛ ❢♦✉r✲t✉♣❧❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts Pσ ⊂ Sc✳ σ
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✱ s♦ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ϕc(Pσ × Z

3) ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♠♣t② ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣
❜❛❧❧✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ❢♦r♠ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ DTR(Sc)✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❡✈❡♥ tr✉❡ ✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s✿ ■❢ ✇❡ ❤❛♥❞❧❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ❛s ✐♥ ❬✶✹❪✱ t❤❡♥ t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r✳ ❆s
tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r✱ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❛t ♣♦✐♥t
s❡t ❛r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣❧②✱ π ❝♦❧❧❛♣s❡s ♣r❡❝✐s❡❧② ❛❧❧ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ σ ♦♥t♦ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ✐♥ T
3
c✳ ❆s

❛♥② ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧❡① ✐♥ DTR(Sc) ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ s♦♠❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛
s✉❜s❡t ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

◆♦✇ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r π ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝❡s σ ❛♥❞ τ ✐♥ DTR(Sc)
❛r❡ ❡✐t❤❡r ❡q✉❛❧ ♦r ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ❢♦r k ≥ 1✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜✐❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ π ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞
t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡① ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥②
✈❡rt❡①✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t π(DTR(Sc)) ✐s ✜♥✐t❡✿ DTR(Sc) ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ ✭▲❡♠♠❛ ✹✳✶✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ st❛r ♦❢ ❛♥②
✈❡rt❡① ✐s ✜♥✐t❡✳ ❆s S ✐s ❞✐s❝r❡t❡ ❛❧s♦ Sc ✐s ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣❧② t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② t❡tr❛❤❡❞r❛ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜❧❧ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞♦♠❛✐♥ Dc ❛♥❞ t❤✉s T

3
c✳ ❋✐♥✐t❡❧② ♠❛♥② t❡tr❛❤❡❞r❛ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❢❛❝❡s s♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ π(DTR(Sc)) ✐s ✜♥✐t❡ ❛s ✇❡❧❧✳
❙♦ ❢❛r ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ DTR(Sc) ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛s s✐♠♣❧✐❝❡s ♦♥t♦ T

3
c✱ t❤❡♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ T
3
c✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π t♦ ❛♥② s✐♠♣❧❡① ✐♥ DTR(Sc) ✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ■❢ τ
✐s ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ π(DTR(Sc)) ❛♥❞ τ ′ ≤ τ ✱ t❤❡♥ τ ′ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ π(DTR(Sc))✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② π ❛♥❞ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳

■t ♦♥❧② r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s✐♠♣❧✐❝❡s σ ❛♥❞ τ ✐♥ π(DTR(Sc))
✐s ❛♥♦t❤❡r s✐♠♣❧❡① χ t❤❛t ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❜♦t❤ σ ❛♥❞ τ ✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π t♦ ❛♥② s✐♠♣❧❡① ✐♥ DTR(Sc) ✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ▲❡t
σ, τ ∈ π(DTR(Sc)) ❜❡ ❛♥② t✇♦ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ T

3
c✱ t❤❡♥ σ ∩ τ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ π(DTR(Sc))✳

Pr♦♦❢✳ ❲✳❧✳♦✳❣✳ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t σ ∩ τ 6= ∅✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t σ ∩ τ =
⋃

p∈σ∩τ χp✱ ✇❤❡r❡ χp ✐s ❛ s✐♠♣❧❡①
✐♥ π(DTR(Sc))✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ✐s ✜♥✐t❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ π(DTR(Sc))✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t p ∈ σ ∩ τ ✳ ■❢ p ✐s ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ π(DTR(Sc))✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✽ ❈❛r♦❧✐ ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❛♥② ♦t❤❡r s✐♠♣❧❡①✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✱ ❛♥❞ ✇❡ s❡t χp = {p}✳ ■❢ p ✐s ♥♦t ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ π(DTR(Sc))✱

t❤❡♥ p ∈ σ̊′ ❛♥❞ p ∈ τ̊ ′ ❢♦r s♦♠❡ ♣r♦♣❡r ❢❛❝❡s σ′ ≤ σ ❛♥❞ τ ′ ≤ τ ❜❡❝❛✉s❡ σ ❛♥❞ τ ❛r❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t
✭▲❡♠♠❛ ✹✳✸✮✳ ❙✐♥❝❡ σ′ ❛♥❞ τ ′ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❡✐t❤❡r ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ✇❡ s❡t χp := σ′ = τ ′✳ ❇② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✮ t❤❡ s✐♠♣❧❡① χp ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ π(DTR(Sc))✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r π(DTR(Sc)) t♦ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ■❢ ❢♦r ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s v ♦❢ DTR(Sc) t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ π||❙t(v)| ✐s ❛ ❤♦♠❡♦✲
♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡♥ π(DTR(Sc)) ❢♦r♠s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❡t K = π(DTR(Sc))✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡① ♦❢ DTR(Sc) ❛♥❞ v ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✈❡rt❡①✳ ❚❤❡♥
σ ⊆ |❙t(v)|✱ t❤✉s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π||❙t(v)| t♦ σ ✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ K ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s
✭▲❡♠♠❛ ✹✳✸✮✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮✿ ❈♦♥s✐❞❡r
t✇♦ s✐♠♣❧✐❝❡s σ, τ ∈ K ✇✐t❤ σ∩τ 6= ∅✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡①✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s❡ts Pσ,Pτ ✐♥ Dc×Z

3 s✉❝❤
t❤❛t σ = π(❈❤(Pσ)) ❛♥❞ τ = π(❈❤(Pτ ))✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t σ ∩ τ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥
K✳ ❙♦ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❡rt❡① v ∈ σ∩ τ ❛♥❞ σ, τ ∈ ❙t(v)✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ π||❙t(v)| ✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✱ s♦
π ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ σ ❛♥❞ τ ✱ ❛♥❞ σ∩ τ = π(❈❤(Pσ))∩π(❈❤(Pτ )) = π(❈❤(Pσ ∩Pτ ))✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥
♦❢ π||❙t(v)| t♦ ❈❤(Pσ ∩ Pτ ) ✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t σ ∩ τ ✐s ❛
s✐♠♣❧❡①✳ ❙✐♥❝❡ σ ∩ τ ⊆ σ, τ ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σ ∩ τ ≤ σ, τ ✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ❡❛s✐❡r t♦ ❝❤❡❝❦✳ ▲❡t ✉s
r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐s t❤❡ s✉❜❝♦♠♣❧❡① t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ❛♥❞
✈❡rt✐❝❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π t♦ ❛♥② s✐♠♣❧❡① ✐♥ DTR(Sc) ✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ■❢ t❤❡ ✶✲
s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ π(DTR(Sc)) ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ≤ 2✱ t❤❡♥ π(DTR(Sc)) ❢♦r♠s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧
❝♦♠♣❧❡①✳

p

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ✭✷❉ ❝❛s❡✮ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡✲
❣✐♦♥ ✐s ϕc(❙t(p) × Z

3) ∩ Dc✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ♦r✐❣✲
✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ p✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❡t K = π(DTR(Sc))✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❡
❦♥♦✇ t❤❛t K ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮
❛♥❞ ✭✐✐✐✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t K ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❋r♦♠ ❚❤❡♦✲
r❡♠ ✶ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡rt❡① v ∈ K ❢♦r ✇❤✐❝❤ π||❙t(v)| ✐s ♥♦t ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r✲
♣❤✐s♠✳ ❆s π ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts p, q ∈ |❙t(v)| ✇✐t❤ π(p) = π(q)✳ ▲❡t σ ❞❡♥♦t❡
t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♦❢ K t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s π(p) = π(q) ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳ ❚❤❡♥
t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠♣❧✐❝❡s σ′

R
∈ π−1(σ) ❛♥❞ σ′′

R
∈ π−1(σ) ❝♦♥✲

t❛✐♥✐♥❣ p ❛♥❞ q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s σ′
R
❛♥❞ σ′′

R
❛r❡ ❜♦t❤ ❡❧❡♠❡♥ts

♦❢ ❙t(v)✳ ▲❡t u, w ❜❡ ✈❡rt✐❝❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ v ✇✐t❤ u ≤ σ′
R
❛♥❞

w ≤ σ′′
R
✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s u, w ❛r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❙t(v) ❛♥❞ t❤✉s

t❤❡r❡ ❛r❡ ❡❞❣❡s (u, v) ❛♥❞ (v, w) ✐♥ DTR(Sc)✳ ❙✐♥❝❡ π(u) = π(w)✱
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡❞❣❡s ✉♥❞❡r π ❢♦r♠s ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
t✇♦ ✐♥ T

3
c✳

❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✶ ❛♥❞ ✷✳

✹✳✸ P♦✐♥t s❡ts ✇✐t❤♦✉t ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
c

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ DTR(Sc)
t❤❛t ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❡✈❡♥ ✐❢ π(DTR(Sc)) ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳

■◆❘■❆



✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✾

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✻✳ ❬✷❪ ▲❡t X ❜❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❆ ♠❛♣ ρ : X̃ → X ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♠❛♣ ❛♥❞
X̃ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ X ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✿ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x ∈ X t❤❡r❡ ✐s
❛♥ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ V ✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ρ−1(V ) ❛s ❛ ❢❛♠✐❧② {Uα} ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♦♣❡♥
s✉❜s❡ts ♦❢ X̃✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ρ|Uα

❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r ❡❛❝❤ α✳ ▲❡t hx ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❢❛♠✐❧② {Uα} ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ x ∈ X✳ ■❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ h := maxx∈X hx ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❡♥ X̃ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❛♥ h✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✳

R
3 ✇✐t❤ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ π ❛s ❝♦✈❡r✐♥❣ ♠❛♣ ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ T

3
c✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s

❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ♦❢ T
3
c ❬✷❪✳

▲❡t h = (hx, hy, hz) ∈ N
3✳ T

3
h∗c ✐s ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ T

3
c t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♠❛♣ ρh :=

π ◦ π−1
h

✱ ✇❤❡r❡ πh : R
3 → T

3
h∗c ❞❡♥♦t❡s t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ ♦❢ T

3
h∗c✳ ❆s ρ−1

h
(p) ❢♦r ❛♥② p ∈ T

3
c

❝♦♥s✐sts ♦❢ hx·hy·hz ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts✱ T
3
h∗c ✐s ❛ hx·hy·hz✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s

Dh∗c = [0, hxcx)×[0, hycy)×[0, hzcz)✳ ■❢ hx = hy = hz ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ πh := πh ✇✐t❤ h := hx·hy·hz✱
❧✐❦❡ ❢♦r π27 ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❜❡❧♦✇✳

❉♦❧❜✐❧✐♥ ❛♥❞ ❍✉s♦♥ ❬✶✻❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ Sc ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Dc ❛♥❞ t❤❡ ✷✻ ❝♦♣✐❡s t❤❛t
s✉rr♦✉♥❞ ✐t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ❢♦r s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ Dc✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♦❢ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ π27(DTR(Sc)) ✐s ❛❧✇❛②s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳

❲❡ ♣r❡❢❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts
❛s ✐♥ ❬✶✻❪✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✿ ❆ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡✉s❡❞ ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✳
❆❧s♦✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T

3
c✳ ❙♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥②

❛rt✐✜❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t ❛❧❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠♣❧✐❝❡s✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✉s❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ T

3
c r❡q✉✐r❡s ❛ s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡

♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r r❡✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ✭✷❉ ❝❛s❡✮ ❆❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t
✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛
❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦✳

❼ ❲❡ st❛rt ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ ✜♥✐t❡❧②✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡
T

3
h∗c ♦❢ T

3
c✱ ✇✐t❤ h ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t πh(DTR(Sc)) ✐s ❣✉❛r❛♥✲

t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❼ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ✐♥s❡rt❡❞ ❛❧❧ t❤❡
♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s✉❜s❡t S ′ ⊂ S✱ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t π(DTR(S ′′c))
❢♦r S ′ ⊂ S ′′ ⊂ S ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♥ T

3
c✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢
πh(DTR(S ′c)) ❛♥❞ s✇✐t❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ π(DTR(Sc)) ✐♥ T

3
c

❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❧❡❢t ✐♥ S \ S ′✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✉♥❧✐❦❡ ❬✶✻❪✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛s s♦♦♥ ❛s
t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ S ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❞✴♦r ❜❛❞❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
♣♦✐♥t s❡t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡✈❡r ❡♥t❡rs t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥s
πh(DTR(Sc))✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜❡❢♦r❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
c✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r π(DTR(S ′c)) ✐s

❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ❝♦✉❧❞ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ❙♦✱ ❛
str♦♥❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s✇✐t❝❤✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦♦❢s✿

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✵ ❈❛r♦❧✐ ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✺✳✶✳ ▲❡t ∆ ❞❡♥♦t❡ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ DTR(Sc) ❛♥❞ B∆ ✐ts ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧✳ ■❢ t❤❡
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ B∆ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ cmin := min{cx, cy, cz}✱ t❤❡♥ π|B∆

✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ❛♥❞ π|∆ ✐s ❛
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛s ✇❡❧❧ s✐♥❝❡ ∆ ⊂ B∆✳ ❚❤✉s ∆ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ T

3
c✳

❈✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ■❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Dc ✐s ❛ ❝✉❜❡ ✇✐t❤ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ c✱ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✉s❡s t❤❡ ✷✼✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ T

3
3c
✱ ✇❤❡r❡ 3c = (3c, 3c, 3c)✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤✐s ❝♦✈❡r✐♥❣

s♣❛❝❡ ✐s D3c✳
❲❡ ♣r♦✈❡ ❜❡❧♦✇ t❤❛t ♦♥❝❡ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
3c

❛r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ 1√
6
c✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛

s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ T
3
c ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❙❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❢♦r ❛ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❧✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❈♦♠♣✉t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t s❡t ✐♥ T
3

c

■♥♣✉t✿ ❙❡t S ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ Dc✱ c s✉❝❤ t❤❛t Dc ✐s ❛ ❝✉❜❡ ✇✐t❤ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ c ∈ R
3 \ {0}✳

❖✉t♣✉t✿ DTT(S) ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ π27(DTR(Sc))
✶✿ S ′ ⇐ S
✷✿ P♦♣ p ❢r♦♠ S ′

✸✿ S ⇐ {p}
✹✿ ❚❘27 ⇐ π27(DTR(ϕc({p} × Z

3))) ✴✴ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞

✺✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ✐♥ ❚❘27 ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ 1√
6
c ❞♦

✻✿ P♦♣ p ❢r♦♠ S ′❀ S ⇐ S ∪ {p}
✼✿ ❢♦r ❛❧❧ p′ ∈ {p + c ∗ ζ | ζ ∈ {0, 1, 2}3} ❞♦
✽✿ ■♥s❡rt p′ ✐♥t♦ ❚❘27

✾✿ ❡♥❞ ❢♦r ✴✴ ❚❘27 = π27(DTR(Sc))
✶✵✿ ✐❢ S ′ = ∅ t❤❡♥ r❡t✉r♥ TR27 = π27(DTR(Sc)) ✴✴ ♥♦♥✲tr✐❛♥❣✉❧❛❜❧❡ ♣♦✐♥t s❡t

✶✶✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✷✿ ❈♦♠♣✉t❡ DTT(S) ❢r♦♠ ❚❘27 ✴✴ s✇✐t❝❤ t♦ T
3
c

✶✸✿ ■♥s❡rt ❛❧❧ ♣♦✐♥ts r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ S ′ ✐♥t♦ DTT(S) ♦♥❡ ❜② ♦♥❡
✶✹✿ r❡t✉r♥ DTT(S)

❚✇♦ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✐♥ts ♠✉st ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

✶✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥s❡rt✐♦♥✱ ❚❘27 ✐s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
3c
✳ ▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ✭st❡♣ ✽✮✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥
❚❘27 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ p✳
▲❡t p ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ Dc ❛♥❞ Tp ⊆ ϕc({p}×Z

3)∩D3c✱ ✐✳❡✳ Tp ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♦❢ ✷✼ ❝♦♣✐❡s ♦❢ p
t❤❛t ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ D3c✳ ❚❤❡♥ ❚❘27 ✐s ❛❧✇❛②s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ π27(DTR(Sc∪T 3c

p )) ✇✐t❤ T 3c
p = ϕ3c(Tp×Z

3)✳
▲❡♠♠❛ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

✷✳ ■❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ π27(DTR(Sc)) ❛r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ 1√
6
c✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ s✇✐t❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
c✳ ❙❡❡

▲❡♠♠❛ ✺✳✹ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳ ▲❡t S ⊂ Dc ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t ❛♥❞ p ∈ Dc ❛ ♣♦✐♥t✳ ■❢ Dc ✐s ❛ ❝✉❜❡✱ t❤❡♥ π27(DTR(Sc∪
T 3c

p )) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ S = {p} ❢♦r s♦♠❡ p ∈ Dc✳ ❚❤❡♥
π27(Sc) ❝♦♥s✐sts ♦❢ 27 ♣♦✐♥ts ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞✳ ❲✳❧✳♦✳❣✳ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ p = (0, 0, 0) ❜❡❝❛✉s❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t s❡t π27(Sc) ✐s ❤✐❣❤❧②
❞❡❣❡♥❡r❛t❡✿ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✷✼ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠♣t② ❜❛❧❧s t❤❛t ❛❧❧ ❤❛✈❡ ❡✐❣❤t ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡② ❛r❡

❝❡♥t❡r❡❞ ❛t
((

1
2 , 1

2 , 1
2

)
+ ζ

)
∗ c ✇✐t❤ ζ ∈ {0, 1, 2}3 ❛♥❞ ❤❛✈❡ r❛❞✐✉s r =

√
3

2 c ≈ 0.866 c✳ ❲✳❧✳♦✳❣✳ ✇❡ ♥♦✇
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛❧❧ B ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t

(
1
2 , 1

2 , 1
2

)
✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛♥②

♣❛✐r ♦❢ ❜❛❧❧s ✉♥❞❡r π27 ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡t✱ ✐✳❡✳ t❤❛t π27 r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢
❜❛❧❧s ✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✳

■◆❘■❆



✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✶✶

❆s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜❡ D3c ✐s 3c ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ B ✐s
√

3 c✱ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
(3 −

√
(3)) c ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦✳ ❖♥❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

s✉❝❤ ❛♥ ❡❞❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥ts (2, 0, 0), (2, 0, 1), (2, 1, 0), (2, 1, 1) ❛♥❞
(

1+
√

3
2 , 1

2 , 1
2

)
❛♥❞

t❤✉s ✐ts r❛❞✐✉s ✇♦✉❧❞ ❜❡ 0.712 c✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♦t❤❡r s✉❝❤ ❜❛❧❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲ ❛♥❞ z✲❛①✐s ❜✉t s✐♥❝❡ Dc

✐s ❛ ❝✉❜❡✱ t❤❡✐r r❛❞✐✐ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ B ❛♥❞ t❤✐s ❜❛❧❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡

< (2 · 0.712 +
√

(3) − 3)c < 0.155 c✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❛❞✐✉s
3−
√

(3)

2 c > 0.633 c✳
▲❡t B2 ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤ ❛ ❜❛❧❧✳ ❚❤❡♥ π27|B∪B2

✐s ♥♦t ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ π27(B ∩ B2) ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦
❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ π27(Sc) ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❣r✐❞ ♦❢ ✷✼ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ S ❛♥❞ π27(T 3c

p ) ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♦❢ ✷✼ ❝♦♣✐❡s ♦❢ p✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✇❡
❦♥♦✇ t❤❛t ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t p1 ∈ T 3c

p ✱ t❤❡ ♥❡①t ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❞✐✛❡r ❜② s♦♠❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ c ∗Z
3✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❧s B1 ❛♥❞ B2 ✐ts ❧❡♥❣t❤ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ❛①✐s ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ 1.266c ❛♥❞ 1.424c✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ [1.266, 1.424] ∩ Z = ∅✳

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢✉rt❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ t♦ ♦❝❝✉r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧s
t❤r♦✉❣❤ D3c ❤❛✈❡ ❧❡♥❣t❤

√
18 c ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 2

√
3c✳

❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ t❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t π27(DTR(Sc)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r S ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡
♣♦✐♥t✳ ■❢ S ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡♠♣t② ❜❛❧❧s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ s♠❛❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛✈♦✐❞s
❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦✳

❆s t❤✐s ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢ ✐s q✉✐t❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ♣r♦♦❢ ❢♦r ❛ s❧✐❣❤t❧②
✇❡❛❦❡r r❡s✉❧t ❤❡r❡✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳ ▲❡t S ⊂ Dc ❛♥❞ T ∈ D4c ❜❡ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ■❢ Dc ✐s ❛ ❝✉❜❡✱ t❤❡♥ π64(DTR(Sc ∪ T 4c))
✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
4c
✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t S = {p} ❢♦r s♦♠❡ p ∈ Dc✳ ❚❤❡♥ π64(Sc) ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✻✹ ♣♦✐♥ts
❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ❤❛s ❞✐❛♠❡t❡r d = ‖c‖ =

√
3 c✳ ❆s ❡❞❣❡s

❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡♠♣t② ❜❛❧❧s✱ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② d < 2c✳ ❚❤❡ ❝✉❜❡ D4c t❤❛t ❢♦r♠s t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ T

3
4c

❤❛s ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ 4c✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ π64(DTR(Sc)) ❛r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ 2c✱ ♥♦
❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ π64(DTR(Sc))✳ ❋r♦♠ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✺✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✱
π64(DTR(Sc)) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■❢ ✇❡ ❛❞❞ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧
❝❛♥♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s✳

◆♦t❡ t❤❛t ✉♥❧✐❦❡ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✸ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ T t♦ ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❣r✐❞ ϕc({p}×
Z

3) ❢♦r s♦♠❡ ♣♦✐♥t p ∈ Dc✳
❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡❞❣❡✲❧❡♥❣t❤ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✹✳ ■❢ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ DTR(Sc) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❡❞❣❡s s❤♦rt❡r t❤❛♥ 1√
6
c✱ ✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ ❡❞❣❡

❧❡♥❣t❤ ♦❢ Dc✱ t❤❡♥ π(DTR(T c)) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ T ⊂ Dc ✇✐t❤ S ⊆ T ✳

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❛❧❧ B ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r d t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ Sc ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ∆ ✐♥ DTR(Sc) t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ B✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡❞❣❡
♦❢ ∆ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ B✱
✇❤✐❝❤ ✐s 2d√

6
✳ ❙♦ ✐❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ DTR(Sc) ❛r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ 1√

6
c✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛♥② ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ✐s

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1
2 c✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳

◆♦t❡ t❤❛t ▲❡♠♠❛ ✺✳✹ ♦♥❧② ❣✐✈❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦✐♥t s❡ts ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♠♣t②
❜❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r s❤♦rt❡r t❤❛♥ 1

2 c ❜✉t ❡❞❣❡s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ 1√
6
c✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦

t❡st ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r✳
▲❡♠♠❛s ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✹ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✷ ❈❛r♦❧✐ ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

◆♦♥✲❝✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Dc ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❝✉❜♦✐❞✱ ✐✳❡✳ c = (cx, cy, cz)✳ ❖♥❧② t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❡❡ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ t♦ st❛rt
✇✐t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞✳

■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✸✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛♥ ❡♠♣t② s♣❤❡r❡ ✐s
❛❧✇❛②s ❤❛❧❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡st ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t②
❜❛❧❧ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ‖c‖✳ ❈♦♥s✐❞❡r Dh∗c❀ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥

t♦ cihi > 2‖c‖ ❢♦r i = x, y, z✳ ❙♦✱ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ t♦ st❛rt ✇✐t❤ ✐s T 3
h∗c ✇✐t❤ hi =

⌈
2‖c‖

ci

⌉
✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✇✐t❝❤ t♦ t❤❡ ✶✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ T
3
c✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t②

❜❛❧❧s ❤❛✈❡ ❞✐❛♠❡t❡r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1
2 cmin✱ ✇❤❡r❡ cmin = min{cx, cy, cz}✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✹

s✐♠♣❧② ❜❡❝♦♠❡s 1√
6
cmin✳

❲❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ♦r r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
✇❤❡♥ t❤❡ s✐t❡s ❛r❡ s♣❤❡r❡s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✽❪✮✳

▲✐❦❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉♥✐q✉❡❧②✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❞❡❣❡♥✲
❡r❛t❡ ❝❛s❡s ❬✶✺❪✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❢♦r
r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ ❛♥ ❡❞❣❡✲❧❡♥❣t❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ▲❡♠♠❛ ✺✳✹✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦
❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳

▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ R
3✱ ✐✳❡✳ ♣❛✐rs pw = (p, wp) ∈ R

3 × R✳ pw ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ ❝❡♥t❡r p ❛♥❞ r❛❞✐✉s

√
wp✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ pw ❛♥❞ qw ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Π(pw, qw) = ‖p − q‖2 − wp − wq✳ pw ❛♥❞ qw ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✐❢ Π(pw, qw) = 0✱ ✐✳❡✳ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧②✳ ■♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡✱ ❛ ❢♦✉r✲t✉♣❧❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts
❛❞♠✐t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t✳ ▲❡t ow = (o, wo) ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❢♦✉r✲t✉♣❧❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r
♣♦✐♥t pw ♦❢ S✱ Π(ow, pw) ≥ 0✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ♦r r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐s t❤❡
s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❢♦✉r✲t✉♣❧❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ❤❛✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ S ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳

▲❡t Dc ❜❡ ❛ ❝✉❜❡ ♦❢ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ c ❛♥❞ S ❛ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ Dc✳ ▲❡t W ❛♥❞ w r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥❞ s♠❛❧❧❡st ✇❡✐❣❤t ✐♥ S✳ ▲❡t RTR(Sc) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Sc ✐♥
R

3✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✺✳ ■❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ♦❢ RTR(Sc) ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
√

1
6 c2 − 8

3(W − w)✱ t❤❡♥ π(RTR(T c)) ✐s

❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
c ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ T ⊂ Dc ✇✐t❤ S ⊆ T ✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ W = w✱ t❤✐s ❜♦✉♥❞ r❡❞✉❝❡s t♦ 1√
6
c✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❉❡❧❛✉♥❛②

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ✉s❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛r② r❡s✉❧t✿

o
√

wp

q

p

√
wo

√
wo

√
wq

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❞❣❡
♦❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✇✐t❤ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s

√
wo✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r RTR(Sc)✳ ■❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t
♦❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❤❛s ✇❡✐❣❤t wo✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡
✐s ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 2

√
wo + W − w✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ow = (o, wo) ❜❡ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞
(p, wp), (q, wq) t✇♦ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ow✳ ❚❤❡♥
‖o−p‖ =

√
wp + wo✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ‖p−q‖ ❛tt❛✐♥s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✐❢

t❤❡ s❡❣♠❡♥t [p, q] ❝♦♥t❛✐♥s o✳ ❚❤❡♥ ‖p−q‖ =
√

wo + wp+
√

wo + wq✳
❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✐❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❲❡ ❦♥♦✇
t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡
s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡

■◆❘■❆



✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✶✸

W − w t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥
✷❉✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✺✳ ▲❡t λ ❜❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ✐♥ RTR(Sc)✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠r❛❞✐✉s ♦❢

❛♥② t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ RTR(Sc) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
√

3
8λ✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✺✳✻ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣❡st

♣♦ss✐❜❧❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② λmax := 2

√(√
3
8λ

)2

+ W − w✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❝❤♦♦s❡ λ

t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
√

1
6 c2 − 8

3(W − w)✱ t❤❡♥ λmax ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1
2 c✳ ❚❤✉s ♥♦ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦

❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛♥❞ π(RTR(Sc)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✺✳✶ ❢♦r r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ♣♦✐♥ts ❝❛♥♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st
❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ❛♥❞ s♦ π(RTR(T c)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✼✳ ▲❡t T ηc
p ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷ ✇✐t❤ η ∈ N✳ ■❢ η =

⌈
8·(3 + 4

c (W − w))3/2
⌉
✱ t❤❡♥

❢♦r h = η3✱ πh(RTR(Sc ∪ T ηc
p )) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
ηc✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ S ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Sc ❛❝t✉❛❧❧② ✐s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t✳ ❙♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

s♣❤❡r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝✐r❝✉♠s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❤❛s r❛❞✐✉s
√

3
2 c✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥

t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✺ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s♣❤❡r❡ ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r ♣♦✐♥t ✐s

❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 2·
√

(
√

3
2 c)2 + W − w✳ ❚♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 2·η ·c ✇❡ ❝❤♦♦s❡

η = ⌈8·(3 + 4
c (W − w))3/2⌉✳

✻ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❍✐❡r❛r❝❤② ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❛s❡

■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❬✶✸❪ ✐s ❜✉✐❧t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s✿ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s
st♦r❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❧❛st ❧❡✈❡❧ st♦r❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦✐♥t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❧❡✈❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❢❛st ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳

❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▲❡t T
3
h∗c ❜❡ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞

❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❊❛❝❤ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② st♦r❡s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
h∗c ✇❤❡♥ ✐t

✐s ❝r❡❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
c✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ ❛

❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ l st♦r❡s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
c✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧ l + 1 ✐s ❛❧s♦ ✐♥ T

3
c✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡

♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ st♦r❡s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
c ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✳✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ l ❝❛♥ st♦r❡ ❛

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
h∗c ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧ l + 1 ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥ T

3
c✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❛t ❧❡✈❡❧ l✱ t❤❡✐r ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ l + 1
❥✉st ❛❧❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡rt❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♥♦♥✲❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥ T

3
c✳

❚❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❬✶✸❪ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ S t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠
♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
h∗c✱ ❛r❡ ♠✐♥♦r✿ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥

s❡ts ♦❢ ❝♦♥st❛♥t s✐③❡ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ s❡ts ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳

✼ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s

❈♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣♦✐♥ts✿ ✭✶✮ ❍♦✇ t♦ t❡st ❢♦r t❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ❛♥❞ ✭✷✮ ❤♦✇ t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
h∗c t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
c✳

✭✶✮ ❲❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛♥ ✉♥s♦rt❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ E t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❧❧ ❡❞❣❡s t❤❛t ❛r❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ 1√

6
cmin✳ ❆s s♦♦♥ ❛s E ✐s ❡♠♣t②✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✹ ❈❛r♦❧✐ ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ E ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡str♦②❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss ❢r♦♠ t❤❡
s✐♠♣❧✐❝❡s t♦ t❤❡✐r ❡❞❣❡s ✐♥ E ✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ E ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✭✷✮ ❚♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
h∗c t♦ DTT(S) ✇❤❡♥ ✇❡ s✇✐t❝❤ t♦ T

3
c✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r

❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s t♦ ❞❡❧❡t❡ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡❀ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✇❤♦s❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❧❡t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣✳

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ❬✶✸❪✳
❋r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✿

❚❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❬✶✸❪✱ ❛♥❞
t❤✉s ✐t ❤❛s r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst✲❝❛s❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n2)✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❣❛❧✱ s♦✱ ✐t ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❈❣❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ R

3 ❬✷✺❪✱
s✉❝❤ ❛s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❬✶✷❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ ♦♥❧② r❡♣♦rt ❛ ❢❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝
t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❛s❡✳

❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t s❡ts ❝♦♥s✐st ♦❢
✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ r♦✉❣❤❧② r❛♥❞♦♠✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s
❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ✉s✉❛❧❧② ❧❡ss t❤❛♥ ✹✵✵ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❞❣❡s ❛♥❞ s✇✐t❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
c✳ ❲✐t❤ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥t s❡ts✱ ✉s✉❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✹✵✵ ❛♥❞

✽✵✵ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳

◆♦✳ ♦❢ ♣♦✐♥ts R
3

T
3 ❢❛❝t♦r

✶✵✵✵ ✵✳✵✶✺ ✵✳✵✷✷ ✶✳✹✼

✶✵✵✵✵ ✵✳✶✷ ✵✳✷✶ ✶✳✼✺

✶✵✵✵✵✵ ✶✳✸ ✷✳✶ ✶✳✻✶

✶✵✵✵✵✵✵ ✶✺ ✷✸ ✶✳✺✸

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈✉rr❡♥t r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ✐♥ s❡❝♦♥❞s ♦♥ ❛ ✷✳✸✸
●❍③ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ ♣r♦❝❡ss♦r✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢
❛❜♦✉t ✶✳✺ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
✐♥ T

3
c ❛♥❞ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉✲

♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ R
3 ✇✐t❤ t❤❡ ❈❣❛❧ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✷✺❪

❢♦r ❧❛r❣❡ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t s❡ts ✭✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣♦✐♥ts✮✳ ❙❡❡
❚❛❜❧❡ ✶✳

❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❈❣❛❧ ❊❞✲
✐t♦r✐❛❧ ❜♦❛r❞ ❢♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❧✐❜r❛r②✳ ❲❡ ❛✐♠ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ✐♥t❡r✉s❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♦t❤❡r
❈❣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ α✲s❤❛♣❡s✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ✜♥✐t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t s❡t✳
❲❡ ❛✈♦✐❞ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡ ♣♦✐♥t s❡t
✐♥ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s T

3
c✱ ✇❡ ♦✉t♣✉t ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ t❤❛t ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T

3
c✳ ❚❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ♦♣t✐♠❛❧ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳
❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t✇♦ t♦♣✐❝s✿ ✭✶✮ ❊①t❡♥❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② s♦♠❡ ♠❡s❤✐♥❣

❛♥❞ α✲s❤❛♣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞❛t❛✳ ✭✷✮
❊①t❡♥❞ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦r❜✐❢♦❧❞s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ t♦ ✉♥✐❢② ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ❬✶❪✳

■◆❘■❆



✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✶✺

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❲❡ ❛r❡ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ◆✐❝♦ ❑r✉✐t❤♦❢✱ ✇❤♦ ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❤❡
✈✐s✐t❡❞ ■◆❘■❆ ❢♦r ❛ s❤♦rt ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛❧ st❛② ✐♥ ✷✵✵✻✳ ❲❡ t❤❛♥❦ ▼r✐❞✉❧ ❆❛♥❥❛♥❡②❛ ❢♦r ❢r✉✐t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞ ❖❧✐✈✐❡r ❉❡✈✐❧❧❡rs ❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ ❤✐s ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤②✳

❆❧s♦✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ ❘✐❡♥ ✈❛♥ ❞❡ ❲❡✐❥❣❛❡rt ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✉s ✇✐t❤ ❞❛t❛ s❡ts ❢r♦♠ ❝♦s♠♦❧♦❣② r❡s❡❛r❝❤

♣r♦❥❡❝ts t♦ t❡st ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼r✐❞✉❧ ❆❛♥❥❛♥❡②❛ ❛♥❞ ▼♦♥✐q✉❡ ❚❡✐❧❧❛✉❞✳ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡✳ ■♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ♦❢
❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✵✵✼✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲s♣✐r❛❧✳❧✐♣✻✳❢r✴▼❆❈■❙✷✵✵✼✴P❛♣❡rs✴

❛❛♥❥❛♥❡②❛✲t❡✐❧❧❛✉❞✲♠❛❝✐s✵✼✲❢✐♥❛❧✳♣❞❢✳

❬✷❪ ▼❛r❦ ❆✳ ❆r♠str♦♥❣✳ ❇❛s✐❝ ❚♦♣♦❧♦❣②✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✷✳
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