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❈♦✉♥t✐♥❣ ◗✉❛❞r✐❝s ❛♥❞ ❉❡❧❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❈♦♥✈❡① ❍✉❧❧ ❚❤❡♦r❡♠

❖s✇✐♥ ❆✐❝❤❤♦❧③❡r∗ ✱ ❋r❛♥③ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r† ✱ ❖❧✐✈✐❡r ❉❡✈✐❧❧❡rs ✱

❚❤♦♠❛s ❍❛❝❦❧‡ ✱ ▼♦♥✐q✉❡ ❚❡✐❧❧❛✉❞ ✱ ❇✐r❣✐t ❱♦❣t❡♥❤✉❜❡r§

❚❤è♠❡ ❙❨▼ ✖ ❙②stè♠❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s
➱q✉✐♣❡✲Pr♦❥❡t ●❡♦♠❡tr✐❝❛

❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥➦ ✻✼✹✽ ✖ ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✽ ✖ ✶✻ ♣❛❣❡s

❆❜str❛❝t✿ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t S ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ q✉❛❞r✐❝s s♣❛♥♥❡❞ ❜② s✉❜s❡ts ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ S ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✳
❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❡♠♣t② ♦r ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❤❛s Θ(n4) ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❡♠♣t② ❣❡♥❡r❛❧ ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❡♠♣t② ❝✐r❝✉❧❛r
❝②❧✐♥❞❡rs ❛ ❣❛♣ r❡♠❛✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ Ω(n3) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ O(n4) ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞✳

❲❡ ❛❧s♦ t❛❦❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❡♠♣t② ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t② Θ(n6)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ②✐❡❧❞ Θ(n5) ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❤♦♠♦✲
t❤❡t✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ❛♥❞ Ω(n4) ❛♥❞ O(n5) ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❝t ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ S ♦♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣❧❛♥❡ ✐s Ω(n4) ❛♥❞ O(n5)✳

❖✉r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
✐ts ✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❛✐❧♦r❡❞ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ✐♥
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ r❡s✉❧t ♦♥ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
✐♥t❡r❡st✿ ■♥ ❡✈❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s d✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ n ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡
❤❛❧❢ ❧✐❡s ✐♥ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ♦❞❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ > d

2
✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ✐s t❤❡ ✭♠✉❧t✐✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ✱ ❤❛s

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♥❧② O
(

n
d

2
−1

)

✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❈♦♥✈❡① ❤✉❧❧✱ ◗✉❛❞r✐❝s✱ ❈②❧✐♥❞❡rs✱ Pr♦❥❡❝t✐♦♥

∗ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❙♦❢t✇❛r❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ●r❛③ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♦❛✐❝❤❅✐st✳t✉❣r❛③✳❛t
† ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❢♦r ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ●r❛③ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛✉✲

r❡♥❅✐❣✐✳t✉❣r❛③✳❛t
‡ ■❙❚✱ ●r❛③✱ t❤❛❝❦❧❅✐st✳t✉❣r❛③✳❛t
§ ■❙❚✱ ●r❛③✱ ❜✈♦❣t❅✐st✳t✉❣r❛③✳❛t



❈♦♠♣t❡r q✉❛❞r✐q✉❡s ❡t tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡

❉❡❧❛✉♥❛②✱ ❡t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t❤é♦rè♠❡ s✉r ❧❡s

❡♥✈❡❧♦♣♣❡s ❝♦♥✈❡①❡s

❘és✉♠é ✿ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ n ♣♦✐♥ts ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♥♦✉s
ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ q✉❛❞r✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ♣❛r
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ S✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡❧❧✐♣✲
s♦ï❞❡s ✈✐❞❡s ♦✉ ❡♥❣❧♦❜❛♥ts ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té Θ(n4)✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❜♦r♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡
❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝②❧✐♥❞r❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝②❧✐♥❞r❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ✉♥ é❝❛rt
❞❡♠❡✉r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ Ω(n3) ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ O(n4)✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣❛✐r❡s ❞❡ ❞✬❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s ✈✐❞❡s ❡t ❤♦✲
♠♦t❤ét✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st Θ(n6)✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s s♣é❝✐❛❧✐sé❡s
❞♦♥♥❡♥t Θ(n5) ♣♦✉r ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝②❧✐♥❞r❡s ❣é♥ér❛✉① ✈✐❞❡s ❡t ❤♦♠♦t❤ét✐q✉❡s
❡t ❞❡ Ω(n4) à O(n5) ♣♦✉r ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝②❧✐♥❞r❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ✈✐❞❡s ❡t ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳
❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡♠❡♥t
❞✐st✐♥❝t❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ S s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❡st ❡♥tr❡ Ω(n4)
❡t O(n5)✳

◆♦s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s s♦♥t ❞é♠♦♥tré❡s ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ s❝❤é♠❛s
❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡s ❝♦♥✈❡①❡s✱
♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ✐♥térêt ❡♥ s♦✐ ✿ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛✐r❡ d ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ♣♦✐♥ts ❞♦♥t ✉♥❡ ♠♦✐t✐é ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ δ > d

2
✱ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♠♦✐t✐é ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

♠♦✐té s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ✱ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t

O
(

n
d

2
−1

)

✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❈♦♠♣❧❡①✐té✱ ❊♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡✱ ◗✉❛❞r✐q✉❡s✱ ❈②❧✐♥❞r❡s✱ Pr♦❥❡❝✲
t✐♦♥



❈♦✉♥t✐♥❣ q✉❛❞r✐❝s ✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦✉♥t✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜❥❡❝ts s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❛r❡ t♦♣✐❝s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ Pr♦♠✐♥❡♥t ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡s ♦❢ ♠❛♥② ❝❡❧❧s ✐♥ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✉r✈❡s ❬✶✼❪✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s t♦✉❝❤✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ s♣❤❡r❡s ❬✶✽❪✱ ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❡♠♣t② s♣❤❡r❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s
♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✮✱ ❛♥❞ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❣r❛♣❤s s♣❛♥♥❡❞ ❜②
❛ ♣❧❛♥❛r s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❬✹❪✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❵❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✬ q✉❛❞r✐❝s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ✐♥ R

3✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t S ♦❢
n ♣♦✐♥ts ✐♥ R

3✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r q✉❛❞r✐❝s ❤❛✈✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ S ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡✳
❋♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ♦r ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ s✉❝❤ ❛
q✉❛❞r✐❝ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ♦r ❡♠♣t②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ ❜♦✉♥❞s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣❛✐rs
♦❢ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ q✉❛❞r✐❝s✳ ❖✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ s✉❝❤ ♣❛✐rs ✇❛s
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧②
❞✐✛❡r❡♥t ✷❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ❜② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢
S✳ ❙✉❝❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r
r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❡rr❛✐♥s✳

◆❛t✉r❛❧❧②✱ ♦✉r ❜♦✉♥❞s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦❜❥❡❝t ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss
✐♥ ❛♥② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
r❡❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✭❧♦❝❛❧❧②✮ s♣❡❝✐❢② ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✳ ❇❡❢♦r❡ ❞❡✲
s❝r✐❜✐♥❣ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❧❡t ✉s ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t q✉❛❞r✐❝s✳

❚②♣❡s ♦❢ q✉❛❞r✐❝s

❆ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛❞r✐❝ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✾ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❧✉s ❛
❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ q✉❛❞r✐❝ ❤❛s ✾ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ●✐✈❡♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ k

♣♦✐♥ts ❢r♦♠ S ❛♥❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ q✉❛❞r✐❝s ❤❛✈✐♥❣ d ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ q✉❛❞r✐❝s ✇✐t❤ d − k ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t❤❛t ❛r❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ q✉❛❞r✐❝ ✭❛♥❞ ❛❧s♦ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
❜② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ✐t t♦ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ✾ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t✇♦ q✉❛❞r✐❝s
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ S ♦♥ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❞r✐❝s s♣❛♥♥❡❞ ❜② S ❛r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥
♦✉r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s✳

❈✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ✺ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧②
s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ✺ ♣♦✐♥ts✳ ✭■♥ ❢❛❝t✱ ✉♣ t♦ s✐① ❝②❧✐♥❞❡rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ♠❛②
❡①✐st ❬✶✹✱ ✾❪✮✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✜♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❡♠♣t② ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs ✐s
♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤❛♥ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛❞r✐❝s✳ ❲❡ ❛❧s♦ st✉❞② t❤❡ s♦♠❡❤♦✇ ✐♥t❡r♠❡✲
❞✐❛t❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ✭❡❧❧✐♣t✐❝✮ ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ✼ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❆
❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❉✉♣♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪✳ ❖❜s❡r✈❡
t❤❛t t✇♦ q✉❛❞r✐❝s ❛r❡ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ✐❢ t❤❡✐r ❡q✉❛t✐♦♥s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❞r❛t✐❝
♣❛rt✳ ❚❤✉s✱ ❛ s❡❝♦♥❞ q✉❛❞r✐❝ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦♥❡ ❤❛s ✹ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡✲
❞♦♠ ✭✸ ❢♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦t❤❡t② ❢❛❝t♦r✮✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡rs✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝②❧✐♥❞❡r ❤❛s ✸ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❋♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ❜❡✐♥❣ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❜❡✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

❘❘ ♥➦ ✻✼✹✽



✹ ❖✳ ❆✐❝❤❤♦❧③❡r✱ ❋✳ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r✱ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs✱ ❚✳ ❍❛❝❦❧✱ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞✱ ✫ ❇✳ ❱♦❣t❡♥❤✉❜❡r✳

✖ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡♠♣t②✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢
n ♣♦✐♥ts ✐s Θ(n5)✱
✖ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs ✐s Θ(n8)✱
✖ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡rs ✐s Θ(n7)✱
✖ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ✐s Θ(n10)✱
✖ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛❞r✐❝s ✐s Θ(n9)✱ ❛♥❞
✖ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ q✉❛❞r✐❝s ✐s Θ(n13)✳

❘❡s✉❧ts ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❞r✐❝s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ R

3✳ ❚❤❡s❡
❜♦✉♥❞s ♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛❞r✐❝s✱ Θ(n4)✱ ❛♥❞ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡♠✱ Θ(n6)✳
❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞s ❛❧s♦ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❚❤✉s✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧ ❝②❧✐♥❞❡rs ❤❛✈❡ ✷ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❧❡ss t❤❛♥ q✉❛❞r✐❝s✱ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡✳ ●❛♣s r❡♠❛✐♥ ✐♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r
❝②❧✐♥❞❡rs✱ Ω(n3) ❛♥❞ O(n4)✱ ❛♥❞ ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs✱ Ω(n4)
❛♥❞ O(n5)✳

❚❤❡ ❧❛st ♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡s✉❧t ❝❛rr✐❡s ♦✈❡r t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✷❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t s❡t
✐♥ R

3✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❜♦✉♥❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❜✲
❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛s ✜♥❞✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r s❡q✉❡♥❝❡s ❬✶✸❪ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ Θ(n2)✳

▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ q✉❛❞r✐❝s ❛r❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥ts✳ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❛✐❧♦r❡❞ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ q✉❛❞r✐❝s ✐♥ ✾
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ q✉❛❞r✐❝s ✐♥ ✶✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✷ ❢♦r ❝②❧✐♥❞❡rs✮✳ ❚❤❡s❡ s♣❛❝❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
♥♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ s♣❛❝❡s ♦❢ ❝✐r❝❧❡s✱ s♣❤❡r❡s✱ ♦r ❝♦♥✐❝s ❬✽✱ ✶✵✱ ✶✸✱ ✶✺❪✳

❖✉r s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
♥❡✇ t❤❡♦r❡♠ ✭♦❢ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥t❡r❡st✮ t❤❛t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡①
❤✉❧❧ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ◆❛♠❡❧②✱
✐❢ n

2
♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❧✐❡ ✐♥ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ > d

2
✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢

✐s t❤❡ ✭♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢

❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O
(

n⌊
δ

2⌋+⌊
d−δ

2 ⌋
)

✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ O
(

n⌊
d

2 ⌋
)

t♦ O
(

n
d

2
−1

)

✐❢ d ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞ δ ✐s ♦❞❞✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❝❛s❡ δ = d − 1 ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡♥ ❬✼❪✳

❲♦r❦ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉rs ♠♦st❧② ❝♦♥❝❡r♥s ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ q✉❛❞r✐❝
✉s❡❢✉❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♠❡tr♦❧♦❣② ❬✷✱ ✶✶❪ ❢♦r q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡✲
✈✐❝❡s✱ ♦r ✐♥ ✸❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t s♣❡❝✐❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ s❡t ✭❡✳❣✳✱
tr②✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣✐♣❡s ✐♥ ❛ ❢❛❝t♦r②✮✳ ❆❣❛r✇❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✸❪ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡♠♣t②
✉♥✐t r❛❞✐✉s ❝②❧✐♥❞❡rs ✐♥ O(n3+ε) t✐♠❡ ❛♥❞ s❤♦✇ ❛♥ Ω(n2) ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞✳
❉❡✈✐❧❧❡rs ❬✼❪ ❣✐✈❡s O(n4) ❛♥❞ Ω(n3) ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❛①✐❛❧ ❝✐r❝✉❧❛r
❝②❧✐♥❞❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✻ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❚❤❡r❡
✐s s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛❜♦✉t s♠❛❧❧❡st ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❆❣❛r✇❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✸❪ ♣r♦♣♦s❡

■◆❘■❆



❈♦✉♥t✐♥❣ q✉❛❞r✐❝s ✺

❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ♥❡❛r ❝✉❜✐❝ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❈❤❛♥ ❬✺❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛
❢❛st❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ❙❝❤ö♠❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✻❪ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤
❜✐t✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳

✷ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞s

✷✳✶ ❊♠♣t② ❛♥❞ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ♦r ❝②❧✐♥❞❡rs

▲❡♠♠❛ ✶ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠♣t② ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ♦r ❝②❧✐♥✲
❞❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t S ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ R

3 ✐s O(n4)✳

Pr♦♦❢✿ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✿ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t p = (xp, yp, zp) ∈
R

3 ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦✐♥t p⋆ = (x2
p, y

2
p, z2

p, xpyp, xpzp, ypzp, xp, yp, zp) ∈ R
9✳ ❋✉r✲

t❤❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝

Qφ = φ1x
2 + φ2y

2 + φ3z
2 + φ4xy + φ5xz + φ6yz + φ7x + φ8y + φ9z = φ0

✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✾ ✭✇❤❡r❡ χi ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ R
9✮✿

Hφ : φ1χ1 + φ2χ2 + φ3χ3 + φ4χ4 + φ5χ5 + φ6χ6 + φ7χ7 + φ8χ8 + φ9χ9 = φ0

◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡

p ∈ Qφ ⇐⇒ (φ1, φ2, φ3, φ4, φ5, φ6, φ7, φ8, φ9) · p
⋆ = φ0 ⇐⇒ p⋆ ∈ Hφ,

❛♥❞ ✐❢ φ1, φ2, φ3 ≥ 0 ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ✐s ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ♦r ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❡ ❣❡t

p ✐♥s✐❞❡ Qφ ⇐⇒ (φ1, φ2, φ3, φ4, φ5, φ6, φ7, φ8, φ9) · p
⋆ < φ0 ⇐⇒ p⋆ ❜❡❧♦✇ Hφ.

❆♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✭❝②❧✐♥❞❡r✮ Qφ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ♣♦✐♥ts p1, p2 . . . pk ∈ S ❛♥❞ ✐s
❡♠♣t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ S ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Hφ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ p⋆

1, p
⋆
2 . . . p⋆

k ∈ S⋆ ✭✇❤❡r❡
S⋆ = {p⋆ | p ∈ S}✮ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ♦❢ S⋆ ❛r❡ ❛❜♦✈❡ Hφ✳ ❚❤✉s ❡♠♣t②
❡❧❧✐♣s♦✐❞s ♦r ❝②❧✐♥❞❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦♥✈❡①

❤✉❧❧ ♦❢ S⋆✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O
(

n⌊
d

2 ⌋
)

✱ ✇❤❡r❡ d = 9 ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♣❛❝❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(n4)✳

❘❡♠❛r❦ ✷ ❚❤❡ s❛♠❡ O(n4) ❜♦✉♥❞ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ♦r ❝②❧✐♥❞❡rs
✭♦r q✉❛❞r✐❝s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮✱ ❜② ❛r❣✉♠❡♥ts ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢✳

✷✳✷ P❛✐rs ♦❢ ❡♠♣t② ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s

▲❡♠♠❛ ✸ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs ♦❢ ❡♠♣t② ❤♦♠♦t❤❡t✐❝
❡❧❧✐♣s♦✐❞s ♦r ❝②❧✐♥❞❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t S ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ R

3 ✐s O(n6)✳

Pr♦♦❢✿ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❤❡r❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❛❜♦✈❡
❛♥❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✶✱ ✼❪✳ ❚♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t p = (xp, yp, zp) ∈ R

3 ✇❡
❛ss♦❝✐❛t❡ ♥♦t ♦♥❡ ❜✉t t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ R

13✿

p⋆ = (x2
p, y

2
p, z2

p, xpyp, xpzp, ypzp, xp, yp, zp, 0, 0, 0, 0) ∈ R
13

❛♥❞ p† = (x2
p, y

2
p, z2

p, xpyp, xpzp, ypzp, 0, 0, 0, xp, yp, zp, 1) ∈ R
13.

❘❘ ♥➦ ✻✼✹✽



✻ ❖✳ ❆✐❝❤❤♦❧③❡r✱ ❋✳ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r✱ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs✱ ❚✳ ❍❛❝❦❧✱ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞✱ ✫ ❇✳ ❱♦❣t❡♥❤✉❜❡r✳

●✐✈❡♥ t✇♦ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ q✉❛❞r✐❝s Qφ ❛♥❞ Q′
φ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s

φ1x
2 + φ2y

2 + φ3z
2 + φ4xy + φ5xz + φ6yz + φ7x + φ8y + φ9z = φ0

❛♥❞ φ1x
2 + φ2y

2 + φ3z
2 + φ4xy + φ5xz + φ6yz + φ′

7x + φ′
8y + φ′

9z = φ′
0,

✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡

Hφ,φ′ : φ1χ1 + φ2χ2 + φ3χ3 + φ4χ4 + φ5χ5 + φ6χ6

+φ7χ7 + φ8χ8 + φ9χ9 + φ′
7χ10 + φ′

8χ11 + φ′
9χ12 + (φ0 − φ′

0)χ13 = φ0

✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✸ ✭✇❤❡r❡ χi ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ R
13✮✳ ◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡

p ∈ Qφ ⇐⇒ p⋆ ∈ Hφ,φ′

❛♥❞ p ∈ Qφ′ ⇐⇒ p† ∈ Hφ,φ′ .

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿ ✭✶✮ ❆♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ Qφ ♣❛ss❡s
t❤r♦✉❣❤ ♣♦✐♥ts p1, p2, . . . , pj ∈ S✱ ❛♥❞ ❛ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ Qφ′ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ t♦ Qφ ♣❛ss❡s
t❤r♦✉❣❤ pj+1, pj+2, . . . , pk ∈ S✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ Qφ ❛♥❞ Qφ′ ❛r❡ ❡♠♣t② ♦❢ ♦t❤❡r ♣♦✐♥t ♦❢
S✳ ✭✷✮ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ Hφ,φ′ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ p⋆

1, p
⋆
2, . . . , p

⋆
j , p

†
j+1, . . . , p

†
k ∈

S⋆† = {p⋆, p† | p ∈ S} ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ♦❢ S⋆† ❛r❡ ❛❜♦✈❡ Hφ,φ′ ✳
❚❤✉s ♣❛✐rs ♦❢ ❡♠♣t② ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ♦❢ t❤❡

❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ S⋆†✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O
(

n⌊
d

2 ⌋
)

✱ ✇❤❡r❡ d = 13 ✐s t❤❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♣❛❝❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(n6)✳

✷✳✸ P❛✐rs ♦❢ ❡♠♣t② ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs

▲❡♠♠❛ ✹ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs ♦❢ ❡♠♣t② ❤♦♠♦t❤❡t✐❝
❝②❧✐♥❞❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t S ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ R

3 ✐s O(n5)✳

Pr♦♦❢✿ ❆ss✉♠❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝②❧✐♥❞❡r✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❜② ❛ ❤♦♠♦t❤❡t② ❛♥❞ ❛
❤♦r✐③♦♥t❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠✿

p⋆ = (x2
p, y

2
p, z2

p, xpyp, xpzp, ypzp, xp, yp, zp, 0, 0, 0) ∈ R
12

❛♥❞ p† = (x2
p, y

2
p, z2

p, xpyp, xpzp, ypzp, 0, 0, zp, xp, yp, 1) ∈ R
12.

●✐✈❡♥ t✇♦ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs Qφ ❛♥❞ Q′
φ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s

φ1x
2 + φ2y

2 + φ3z
2 + φ4xy + φ5xz + φ6yz + φ7x + φ8y + φ9z = φ0

❛♥❞ φ1x
2 + φ2y

2 + φ3z
2 + φ4xy + φ5xz + φ6yz + φ′

7x + φ′
8y + φ9z = φ′

0,

✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡

Hφ,φ′ : φ1χ1 + φ2χ2 + φ3χ3 + φ4χ4 + φ5χ5 + φ6χ6

+φ7χ7 + φ8χ8 + φ9χ9 + φ′
7χ10 + φ′

8χ11 + (φ0 − φ′
0)χ12 = φ0

✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 12✳ ❲✐t❤ ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣t② ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t S⋆ ∪ S† ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 12✱ ✇❤❡r❡ S⋆ = {p⋆ | p ∈ S}

■◆❘■❆



❈♦✉♥t✐♥❣ q✉❛❞r✐❝s ✼

❛♥❞ S† = {p† | p ∈ S}✳ ◆♦t❡ t❤❛t S⋆ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ 9✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ χ10 =
χ11 = χ12 = 0✱ ❛♥❞ S† ✐s ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ χ7 = χ8 = 1 − χ12 = 0
♣❛r❛❧❧❡❧❧② t♦ t❤❡ 3✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② (0, . . . ,−1, 0, 0, 1, 0, 0)✱
(0, . . . , 0,−1, 0, 0, 1, 0)✱ ❛♥❞ (0, . . . , 0, 1)✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✻ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❣❡t ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢

O
(

n⌊
9

2⌋+⌊ 3

2⌋
)

= O(n5)✳

❘❡♠❛r❦ ✺ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❡♠♣t②
❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❡❧❧✐♣s❡s ✐♥ ✷❉ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ Θ(n3) ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ s♣❛❝❡
❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 + 3✱ t❤✉s ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ r❡s✉❧ts ✐♥

❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O
(

n⌊
5

2⌋+⌊ 3

2⌋
)

= O(n3)✳ ❆ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❡❛s② t♦

❝♦♥str✉❝t❀ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✾ ❛♥❞ ✶✶✳

✸ ●❡♥❡r❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠

❋♦r s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡①

❤✉❧❧ ❝❛♥♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ♦❢ Θ
(

n⌊
d

2 ⌋
)

✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❬✼❪ ♣r♦✈❡s t❤❛t ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t s❡t V ♦❢ s✐③❡ 2n✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ n

♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✱ t❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐ts ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ CH(V) r❡❞✉❝❡s t♦ O
(

n⌊
d−1

2 ⌋
)

✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st

✐❢ d ✐s ❡✈❡♥✳
❆ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ~V ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

d − δ✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t p✱ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p′ ♦♥ Π′ ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ Π′ ❛♥❞ t❤❡
❛✣♥❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ~V ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ p❀ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t
✐❢ ~V ✐s s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ Π′ ✭♥♦ ~v ∈ ~V ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ Π′✮✳

❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ R
d ❧✐✈❡

✐♥ t✇♦ δ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛✣♥❡ s✉❜s♣❛❝❡s✱ ✇✐t❤ d
2

< δ < d − 1✳ ■❢ d ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞
δ ✐s ♦❞❞✱ ✇❡ s❛✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢❛❝t♦r ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
t❤❡♦r❡♠✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❚❤❡♦r❡♠ ✻ ✭●❡♥❡r❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✮ ❋♦r ❛♥② ❝♦♥st❛♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱

❧❡t Π✱ Π′ ❜❡ t✇♦ δ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛✣♥❡ s✉❜s♣❛❝❡s ✐♥ R
d✱ ✇✐t❤ δ > d

2
✱ ❛♥❞ ❧❡t ~V ❜❡

❛ ✭d− δ✮✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ R
d s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤

Π ❛♥❞ Π′✳ ▲❡t U ⊂ Π ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ n ♣♦✐♥ts✱ s✉❝❤ t❤❛t CH(U) ∩ Π′ = ∅✱ ❛♥❞ ❧❡t

U ′ ⊂ Π′ ❜❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ~V ♦❢ U ♦♥ Π′✳ ▲❡t V = U ∪U ′✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡①

❤✉❧❧ CH(V) ♦❢ V ❤❛s ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O
(

n⌊
δ

2⌋+⌊
d−δ

2 ⌋
)

✳ ■❢ d ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞

δ ✐s ♦❞❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❡❝♦♠❡s O
(

n
d

2
−1

)

✳

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❝❛s❡ δ ≤ d
2
❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡❛s✐❧②✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦❢

O
(

n2⌊ δ

2⌋
)

✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞ t✇♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛t❛✳ ●✐✈❡♥ t✇♦

❢❛❝❡s G ❛♥❞ F ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡✱ ❝❛❧❧ G ❛ s✉♣❡r❢❛❝❡ ♦❢ F ✐❢ F ✐s ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ G✳

▲❡♠♠❛ ✼ ▲❡t F ❜❡ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ P ✐♥ d ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r❢❛❝❡s ♦❢ F ✐s O
(

n⌊
d−k−1

2 ⌋
)

✳

❘❘ ♥➦ ✻✼✹✽



✽ ❖✳ ❆✐❝❤❤♦❧③❡r✱ ❋✳ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r✱ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs✱ ❚✳ ❍❛❝❦❧✱ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞✱ ✫ ❇✳ ❱♦❣t❡♥❤✉❜❡r✳

Pr♦♦❢✿ ❲❡ ♣r♦❥❡❝t P ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ✐ts ❢❛❝❡ F t♦ s♦♠❡ s✉♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛✣♥❡ s✉❜✲
s♣❛❝❡ A ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d − k✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ (d − k)✲♣♦❧②t♦♣❡ P ′✳ ❚❤❡ ❢❛❝❡ F

♣r♦❥❡❝ts t♦ ❛ ♣♦✐♥t p✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ s✉♣❡r❢❛❝❡ ♦❢ F ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ j > k ♣r♦❥❡❝ts t♦ ❛
s✉♣❡r❢❛❝❡ ♦❢ p ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ j−k > 0✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✣❝❡s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❢❛❝❡s✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ P ′ ✇✐t❤ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥ A t❤❛t ❝✉ts
♦✛ t❤❡ ✈❡rt❡① p ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈❡rt❡① ✜❣✉r❡ ♦❢ p✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ P ′′ ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥ d − k − 1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ P ′′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐♥ ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ t❤❡

s✉♣❡r❢❛❝❡s ♦❢ p t♦ ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ✐s O
(

n⌊
d−k−1

2 ⌋
)

✳

▲❡♠♠❛ ✽ ▲❡t F ❜❡ ❛ (d − 1)✲❢❛❝❡ ♦❢ CH(V)✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ FΠ ♦❢ F ♦♥ Π
❝♦♥t❛✐♥s ❛ (δ − 1)✲❢❛❝❡ fU ♦❢ CH(U)✳

Pr♦♦❢✿
Pr♦❥❡❝t✐♥❣ F ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✭d− δ✮✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ~V r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣♦❧②✲

❤❡❞r♦♥ ✐♥ Π ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛t ❧❡❛st δ − 1✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ F ✇❛s d− 1✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ FΠ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✭δ − 1✮✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛❝❡ ♦❢ CH(U)✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦
♣❛✐r ♦❢ ♣♦✐♥ts x, y ∈ CH(U) \ FΠ s✉❝❤ t❤❛t xy ∩ FΠ 6= ∅ ✇❤❡r❡ xy ❞❡♥♦t❡s t❤❡
❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t xy✳

❚♦ ❣❡t ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦✐♥ts x, y ❞♦❡s ❡①✐sts✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s H0 ❛♥❞ H1 s✉❝❤ t❤❛t Π ⊂ H0

❛♥❞ Π′ ⊂ H1✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛❧❧ H0 t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛♥❞
H1 t❤❡ ❜❡❧♦✇ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳ ❙✐♥❝❡ H0 ❛♥❞ H1 ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ U ′ ✐s ❜❡❧♦✇ H0 ❛♥❞ U
❛❜♦✈❡ H1✱ t❤✉s CH(V) ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳ ▲❡t Hλ, λ ∈ [0, 1]✱ ❜❡ ❛
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ H0 s✇❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❧✐❝❡ ♦❢ R

d ❜❡t✇❡❡♥ H0 ❛♥❞ H1 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
CH(V)✳ ▲❡t z0 ❛♥❞ zΠ

1 ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ xy ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ FΠ✱ z1

t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ zΠ
1 ♦♥ Π′✳ ▲❡t zλ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ (1−λ)z0+λz1 ♦♥ Hλ ❛♥❞ zΠ

λ

✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ Π✳ ▲❡t ❛❧s♦ Fλ ❜❡ F ∩Hλ ❛♥❞ FΠ
λ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ Π✳ ❉✉r✐♥❣

t❤❡ s✇❡❡♣✱ zλ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥t✱ zΠ
λ ✐s ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ z0 t♦

zΠ
1 ✐♥s✐❞❡ FΠ✱ ❛♥❞ FΠ

λ ✐s s✇❡❡♣✐♥❣ FΠ ❢r♦♠ F0 t♦ FΠ
1 ✳ ❚❤✉s ❢♦r s♦♠❡ λ ∈]0, 1[✱

zΠ
λ ∈ FΠ

λ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ zλ ♠✉st ❜❡ ✐♥ CH(x, y, x′, y′) ✭✇❤❡r❡
x′, y′ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ x, y ✐♥ Π′✮ ✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝❧② ✐♥s✐❞❡ CH(V) ❛♥❞ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥ Fλ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ CH(V)✳

❚❤❡ t✇♦ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s H0 ❛♥❞ H1 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Π ❛♥❞ Π′ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥✲
str✉❝t❡❞✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦✈✐♥❣ Π ∩ Π′ ⊂ H0 ∩ H1 t♦ ✐♥✜♥✐t② ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
H0 ❛♥❞ H1 ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ V ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t CH(U) ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡s❡❝t Π ∩ Π′✳

Pr♦♦❢✿ ✭♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✮ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✽ ✇❡ ❝❤❛r❣❡ ❡❛❝❤ (d−1)✲❢❛❝❡ F ♦❢ CH(V)
t♦ FU ✱ ❛ (δ − 1)✲❢❛❝❡ ♦❢ CH(U) ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ FΠ✳ ▲❡t G ❜❡ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ CH(V)
❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ δ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ F t❤❛t ♣r♦❥❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ FU ✳

●✐✈❡♥ FU ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st 2δ s✉❝❤ ❢❛❝❡s G ✭❝❤♦♦s✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ U ♦r U ′✮✳
❆❧❧ t❤❡ s✉♣❡r❢❛❝❡s ♦❢ G ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♦♥ FU ✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✼ t♦ G✱ ✇❡

❣❡t t❤❛t FU ✐s ❝❤❛r❣❡❞ ❛t ♠♦st O
(

2δn⌊
d−δ

2 ⌋
)

= O
(

n⌊
d−δ

2 ⌋
)

t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ (δ − 1)✲❢❛❝❡s FU ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ CH(U)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s O
(

n⌊
δ

2⌋
)

✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❛♣♣❧✐❡s ❛❧s♦ t♦ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛❝❡s
♦❢ CH(V)✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

■◆❘■❆



❈♦✉♥t✐♥❣ q✉❛❞r✐❝s ✾

s♦♠❡ (d − 1)✲❢❛❝❡s ♦❢ CH(V) ❛r❡ ♥♦t s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ d ♣♦✐♥ts✳ ■❢
✇❡ ❛ss✉♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t U ✐♥ Π✱ ❛♥② k✲❢❛❝❡ ♦❢ CH(U) ❤❛s
❡①❛❝t❧② k + 1 ≤ δ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤✉s ❛ (d − 1)✲❢❛❝❡ ♦❢ CH(V)✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦s ❛ ❢❛❝❡
♦❢ CH(U) t♦ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ CH(U ′)✱ ❤❛s ❧❡ss t❤❛♥ 2δ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ 2δ = O(1) t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❢❛❝❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ (d − 1)✲❢❛❝❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ U ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞
♦♥ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ❜② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ✐♥ U
♦♥❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ s✐③❡✳

✹ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❡①❤✐❜✐t ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢
♣♦✐♥ts ❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❢❡✇ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣t② ✭♦r
❡♥❝❧♦s✐♥❣✮ q✉❛❞r✐❝s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s✳ ❇② s❧✐❣❤t❧② ♣❡rt✉r❜✐♥❣ t❤❡s❡ s❡ts ✇❡ ❝❛♥
❛❝❤✐❡✈❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❝♦✉♥t❡❞✳

✹✳✶ ❊♠♣t② ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs

▲❡♠♠❛ ✾ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t S ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ R
3 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠♣t② ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② S ✐s Ω(n3)✳

Pr♦♦❢✿ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦✐♥ts p0 = (1, 0, 0) ❛♥❞ q0 = (0, 1, 0)✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s ✐♥
t❤❡ ♣❧❛♥❡ z = 0 ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ x ❛①✐s ❛t p0 ❛♥❞ t♦ t❤❡ y ❛①✐s ❛t q0 ❢♦r♠ ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢❛♠✐❧② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② λ ∈ [1,∞[✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣
❛①✐s t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛①✐s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✲r✐❣❤t✮✳ ❉❡♥♦t❡ ✇✐t❤ Eλ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❧✐♣s❡s ❛♥❞
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s E1+ k

n

❢♦r 0 ≤ k < N ❢♦r N = n
3
✳

❚❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❧✐♣s❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜t ♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛①✐s ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✭t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② x ❛♥❞ y ✈❛❧✉❡s ♥❡❣❛t✐✈❡✮✳

◆♦✇✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❧♦♣❡s ♦❢ t❤♦s❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✇❡ ❣❡t ❞✐s❥♦✐♥t ❡❧❧✐♣s❡s
✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ z = h ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ h✳
❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ♣♦✐♥ts rk ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ x − y = z − h = 0 t❤❛t s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡
❡❧❧✐♣s❡s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✲❧❡❢t✳ ❇② s❧✐❣❤t❧② t✐❧t✐♥❣ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ✉♥t✐❧ ❢♦r
❡✈❡r② k t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ E1+ k

n

t♦✉❝❤❡s rk✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ❧✐♥❡❛r s✐③❡
❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡rs t❤r♦✉❣❤ p0✱ q0 ❛♥❞ rk ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ x ❛♥❞ y ❛①❡s✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts pi = (1 + iε
n

, 0, 0) ❛♥❞ qj = (0, 1 + jε
n

, 0) ✭0 ≤ i, j < N✮
❢♦r s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ε ♣❡r❢♦r♠s ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s ❛♥❞ s♦ ❞♦❡s
♥❡✐t❤❡r ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ♥♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❡♠♣t②✱
s✐♥❝❡ ❛❧❧ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛r❡ t❛♥❣❡♥t t♦ x ❛♥❞ y ❛①❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ pi ❛♥❞ qj

♣♦✐♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❡♠♣t② ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs t❤r♦✉❣❤
pi, qj , rk ❢♦r ❛❧❧ i, j, k✳

❘❡♠❛r❦ ✶✵ ❚♦ ❝♦♥str✉❝t ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✺ ♣♦✐♥ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥
♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❜♦✈❡
♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✸ ♣♦✐♥ts ♦❢ S✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❧❛① t❤❡ t❛♥❣❡♥❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ x✲❛①✐s ❛♥❞ y✲❛①✐s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ✐♥ ❛ t✇♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ❢❛♠✐❧② ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts✳ P❧❛②✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs t❤r♦✉❣❤ ✜✈❡ ♣♦✐♥ts pi, pi+1, qj , qj+1, rk

❢♦r ❛❧❧ i, j, k✳

❘❘ ♥➦ ✻✼✹✽



✶✵ ❖✳ ❆✐❝❤❤♦❧③❡r✱ ❋✳ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r✱ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs✱ ❚✳ ❍❛❝❦❧✱ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞✱ ✫ ❇✳ ❱♦❣t❡♥❤✉❜❡r✳

p0

q0

r0

r1

rN−1

plane z = 0

plane z = h

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡rs t❤r♦✉❣❤ p0 ❛♥❞ q0 ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t t♦ x ❛♥❞
y ❛①❡s✳

✹✳✷ ❊♠♣t② ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs

▲❡♠♠❛ ✶✶ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t S ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ R
3 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs ♦❢ ❡♠♣t② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② S
✐s Ω(n4)✳

Pr♦♦❢✿ ▲❡t ♥♦✇ N = n
4
✳ ❲❡ ❛❞❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✾✱ ♥❛♠❡❧② sl = (L + lε
n

, 0, 0)✱ 0 ≤ l < N ✱ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t
u = (L − 1, 1, 0)✱ ❢♦r L ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ Ω(n3) ❝②❧✐♥❞❡rs t❤r♦✉❣❤
pi, qj , rk ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ i, j, k < N ✇❡ ❝❛♥ ♣❧❛❝❡ ❛ ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡r
t❤r♦✉❣❤ u ❛♥❞ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts sl ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ x ❛①✐s✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
♣♦✐♥ts pi, qj , rk✳

❘❡♠❛r❦ ✶✷ ●❡tt✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣t② ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❢ ♦♥❡ ✜①❡s ❛ ❝②❧✐♥❞❡r✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✬s ❛①✐s ❛ss♦❝✐❛t❡s ❡♠♣t② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝②❧✐♥❞❡rs t♦
❡♠♣t② ❝✐r❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r s✐③❡ ✭❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❤❛s ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✮✳ ❚❤✉s ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✾
❢♦r ❣❡tt✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛♥ ❡①tr❛ ❧✐♥❡❛r ❢❛❝t♦r s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳

✹✳✸ ❊♠♣t② ❣❡♥❡r❛❧ ❝②❧✐♥❞❡rs ✭❛♥❞ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡♠✮

▲❡♠♠❛ ✶✸ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t S ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ R
3 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠♣t② ❣❡♥❡r❛❧ ❝②❧✐♥❞❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② S ✐s Ω(n4)✳ ▼♦r❡✲

■◆❘■❆



❈♦✉♥t✐♥❣ q✉❛❞r✐❝s ✶✶

p0

q0

r1

r0

rN−1

pN−1

qN−1

plane z = 0

plane z = h

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡rs t❤r♦✉❣❤ pi ❛♥❞ qj ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t t♦ x ❛♥❞ y

❛①❡s✳

❘❘ ♥➦ ✻✼✹✽



✶✷ ❖✳ ❆✐❝❤❤♦❧③❡r✱ ❋✳ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r✱ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs✱ ❚✳ ❍❛❝❦❧✱ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞✱ ✫ ❇✳ ❱♦❣t❡♥❤✉❜❡r✳

♦✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs ♦❢ ❡♠♣t② ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❣❡♥❡r❛❧
❝②❧✐♥❞❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② S ✐s Ω(n5)✳

Pr♦♦❢✿ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✾✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ t❛❦❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts p0 ❛♥❞ q0 ❛♥❞ t❤❡
❡❧❧✐♣s❡s E1+ k

n

❢♦r 0 ≤ k < N ✇✐t❤ N = n
4
✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦✐♥t

t0 = (0, 0,−1)✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝②❧✐♥❞❡rs t❤❛t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❡❧❧✐♣s❡s E1+ k

n

❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t t0✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ x+y = z+1 = 0✳
◆♦✇ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✾ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❡ z = h ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ h ❧❡❛❞s t♦ ❞✐s❥♦✐♥t ❡❧❧✐♣s❡s
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✲r✐❣❤t✳ ❚❤✉s ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts pi ❛♥❞ qj ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✾✱
❛♥❞ ♣♦✐♥ts tm = (mε

n
,−mε

n
,−1)✱ 1 ≤ i, j, m < N ✱ ❣✐✈❡s Ω(n4) ❝②❧✐♥❞❡rs t❤r♦✉❣❤

♣♦✐♥ts pi✱ qj ✱ rk ❛♥❞ tm ❢♦r ❛♥② i, j, k,m✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✶✱ t❛❦✐♥❣ N = n

5
❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts sl =

(L+ lε
n

, 0, 0)✱ 0 ≤ l < N ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r Ω(n5) ♣❛✐rs ♦❢ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝
❝②❧✐♥❞❡rs✳

❘❡♠❛r❦ ✶✹ ❚❤❡ Ω(n4) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❡♠♣t② ❝②❧✐♥❞❡rs ♠❛t❝❤❡s t❤❡
O(n4) ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❡♠♣t② q✉❛❞r✐❝s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛
t✐❣❤t s✐t✉❛t✐♦♥✱ Θ(n4)✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳

✹✳✹ ❊♠♣t② ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✭❛♥❞ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡♠✮

▲❡♠♠❛ ✶✺ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t S ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ R
3 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠♣t② ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❞❡✜♥❡❞ ❜② S ✐s Ω(n4)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs ♦❢ ❡♠♣t② ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❞❡✜♥❡❞
❜② S ✐s Ω(n6)✳

Pr♦♦❢✿ ❲❡ ♥❡❡❞ ✾ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ q✉❛❞r✐❝✱ ❡✳❣✳ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts✿ pi = (1, iε

n
, 0)✱ qj = (−1, 0, jε

n
)✱ rk = (kε

n
, 1, 0)✱ ❛♥❞

sl = (0, lε
n

, 1)✱ 0 ≤ i, j, k, l < N = n
5
❛♥❞ t = (0, 0,−1)✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s

t❤r♦✉❣❤ pi, qj , rk, sl, t ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦✉r ❢♦✉r ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢
♣♦✐♥ts ❛t pi, qj , rk, sl ❢♦r ❛♥② i, j, k, l✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥
Ω(n4) s✐③❡ s❡t ♦❢ ❡♠♣t② ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳ ❋♦r i = j = k = l = 0 t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐s ❛
s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❤♦♠♦t❤❡t ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r s♣❤❡r❡✳ ❚❤✉s ✉s✐♥❣ ❛
s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
s✉❝❤ ❛s tm = (L + m,m2,m3)✱ 0 ≤ m ≤ N ✱ ❢♦r L ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇❡ ❣❡t ❛
q✉❛❞r❛t✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ s♣❤❡r❡s✿ t❤❡ s♣❤❡r❡ t❤r♦✉❣❤ p0✱ q0✱ r0✱ ❛♥❞ s0 ❛♥❞
t❤❡ Θ(n2) s♣❤❡r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦✐♥ts tm✳

❋♦r ε s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ Θ(n4) ❛❧♠♦st
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❞❡✜♥❡❞ ❜② pi✱ qj ✱ rk✱ ❛♥❞ sl✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✐♠❡❞ ❜♦✉♥❞✳

✹✳✺ ❊♥❝❧♦s✐♥❣ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ♦r ❝②❧✐♥❞❡rs

▲❡♠♠❛ ✶✻ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t S ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ R
3 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❞❡✜♥❡❞ ❜② S ✐s Ω(n4)✳

Pr♦♦❢✿ ❲❡ ❝❛♥ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✺✳ ●✐✈❡♥
❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ E ❛♥❞ ✜✈❡ ♣♦✐♥ts p0✱ q0✱ r0✱ s0✱ ❛♥❞ t ♦♥ ✐t✱ ✇❡ ❛❞❞ ❢❛♠✐❧✐❡s pi✱ qj ✱

■◆❘■❆



❈♦✉♥t✐♥❣ q✉❛❞r✐❝s ✶✸

p0
q0

pN−1

qN−1

t

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ Ω(n2) ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❡❧❧✐♣s❡s ✭s❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
▲❡♠♠❛ ✶✻✮

rk✱ ❛♥❞ sl ❧②✐♥❣ ♦♥ ❝✐r❝❧❡s t❛♥❣❡♥t t♦ E ❛t ♣♦✐♥ts p0✱ q0✱ r0✱ ❛♥❞ s0 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❛♥❞ ✐♥s✐❞❡ E ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✲❧❡❢t ❢♦r ❛ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ q✉❛❞r✐❝
♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ pi✱ qj ✱ rk✱ sl✱ ❛♥❞ t ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s✳ ■❢ ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ✐s
❝❧♦s❡ t♦ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s r❛❞✐✐ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡♥ t❤❡
q✉❛❞r✐❝ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ E ❛♥❞ ✐s ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥s✐❞❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞
Ω(n4) ♣❡rt✉r❜❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ E t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳

▲❡♠♠❛ ✶✼ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t S ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ R
3 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② S ✐s Ω(n3)✳

Pr♦♦❢✿ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤r❡❡ ❢❛♠✐❧✐❡s
♦❢ ♣♦✐♥ts pi✱ qj ✱ rk✱ ❛♥❞ ❛ ❢♦✉rt❤ ♣♦✐♥t t s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ✼ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳

❘❡♠❛r❦ ✶✽ ❚❤❡ Ω(n2) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
r❛❞✐✉s s❤♦✇♥ ❜② ❆❣❛r✇❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✸❪ ❛♣♣❧✐❡s ❛❧s♦ t♦ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✳

✺ ✷❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✾ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ R
3✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧②

❞✐✛❡r❡♥t ✷❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ♦♥
❛ ♣❧❛♥❡ ✐s O(n5)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s❡ts ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ R

3 s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s
♥✉♠❜❡r ✐s Ω(n4)✳

Pr♦♦❢✿ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t S ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ R

3✱ ✐✳❡✳ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ S2✳ ❲❤❡♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠♦✈❡s✱ t❤❡
✷❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❡①❝❡♣t ❛t s♦♠❡
♣❧❛❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ s♦♠❡ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ✢✐♣s ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✜♥❡s ❛ ✢✐♣✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❢♦✉r ♣♦✐♥ts ❧♦♦❦ ❝♦❝✐r❝✉❧❛r✱ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❝✐r❝✉❧❛r
❝②❧✐♥❞❡rs ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ R

3✳ ❚❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞❡✜♥❡ ❛ ❝✉❜✐❝ ❝✉r✈❡ ✐♥ S2 ❬✾❪✳ ❖♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ S2 ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ s✉❝❤
t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❝❡❧❧✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐✲
❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✳ ❊❞❣❡s ♦❢ t❤❛t
❞✐❛❣r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✢✐♣ ❛♥❞ ❛r❡ ♣✐❡❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❝✉r✈❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞

❘❘ ♥➦ ✻✼✹✽



✶✹ ❖✳ ❆✐❝❤❤♦❧③❡r✱ ❋✳ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r✱ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs✱ ❚✳ ❍❛❝❦❧✱ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞✱ ✫ ❇✳ ❱♦❣t❡♥❤✉❜❡r✳

x

y

z

vertical view

horizontal views

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✹ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢
❛ r❡❣✉❧❛r t❡tr❛❤❡❞r♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✾❪✮✳

❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡
❝✉r✈❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤ ♦♥ S2✳ ■ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❧✐♥❡❛r
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✇❤❡r❡ t✇♦ ✭♦r ♠♦r❡✮ ✢✐♣s ♦❝❝✉r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡
♦❢ ✭❛t ❧❡❛st✮ t✇♦ ❡♠♣t② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❢♦✉r ♣♦✐♥ts ♦♥ ✐ts
❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳
❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✇❤❡r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦♥ S2 ✐s s❤♦✇♥✳

❋♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✶ s♦ t❤❛t ❜♦t❤ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ❛ ♣❛✐r ❤❛✈❡ 4 ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r②✳
■♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ z = h ✇❡ ✜t t❤❡ ♣♦✐♥ts rk ✭s❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✾✮
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❡❧❧✐♣s❡s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦✐♥ts sl ✭s❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
▲❡♠♠❛ ✶✶✮✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣✉tt✐♥❣ t❤❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡rs ❜✉✐❧t ♦♥ E1+ k

n

✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ Ω(n4) ♣❛✐rs

♦❢ ❡♠♣t② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs ❤❛✈❡ Ω(n4) ❞✐✛❡r❡♥t ❝②❧✐♥❞❡r ❛①✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
❚❤✉s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ Ω(n4) ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✷❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✵ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ❢♦r ❝♦♥✈❡① ♠❡tr✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❧✲
❧✐♣s❡s✱ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ✭✉♣ t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦♠♦t❤❡t②✮ ❜② t✇♦ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❡♥tr✐❝✐t②✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡ ✇❤♦s❡ ❝❡❧❧s ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❧❧✐♣s❡s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❡♠♣t② ❡❧❧✐♣s❡s ❛♥❞
❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② Θ(n3) ❜② ❘❡♠❛r❦ ✺✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s

▲❡t ✉s s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r q✉❛❞r✐❝s ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡
❜❡❧♦✇✳

❯s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡♦r② ❬✻❪✱ ♦✉r ❜♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ q✉❛❞r✐❝s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ♠♦st k ♣♦✐♥ts✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❜♦✉♥❞s ♦❢ O(kn4) ❢♦r
❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs✱ O(k3n4) ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ❛♥❞ O(k5n4) ❢♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳

❖♥❡ ♦❜✈✐♦✉s ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞s ❢♦r ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ❡♠♣t② ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ❛♥❞ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
❡♠♣t② ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs✳

❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ Ω(n3) ❢♦r ❡♠♣t② ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs ✐s
t✐❣❤t✿ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡♠♣t② ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ♠♦st k ♣♦✐♥ts

■◆❘■❆



❈♦✉♥t✐♥❣ q✉❛❞r✐❝s ✶✺

✐♥ ✷❉✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② O(n) ❛♥❞ O(k2n) ✐✳❡✳ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ k✱ s♦
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ k ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs ✐♥ ✸❉ s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ O(kn4)
❜♦✉♥❞ ✇♦✉❧❞ ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ s✉r♣r✐s✐♥❣✳ ❆♥ O(n3) ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❡♠♣t② ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs
✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧②✱ ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ❛♥ O(k2n3) ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r
❝②❧✐♥❞❡rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ♠♦st k ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❤❛♥
t❤❡ ❛❜♦✈❡ O(kn4) ❜♦✉♥❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢ ❡♠♣t② ❝✐r❝✉❧❛r
❝②❧✐♥❞❡rs ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t✐❣❤t✳

❖❜❥❡❝t Pr♦♣❡rt② ❉❡❣r❡❡s ♦❢ ❘❡❢✳ ♦r ❈♦♠♣❧❡①✐t②
❋r❡❡❞♦♠ ▲❡♠♠❛s

❈✐r❝✉❧❛r ❈②❧✐♥❞❡rs ❊♠♣t② ✺ ✶✱ ✾ O(n4)✱ Ω(n3)
❋✐①❡❞ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❡♠♣t② ✹ ❬✶❪ O(n3+ε)✱ Ω(n2)
❊♥❝❧♦s✐♥❣ ✺ ✷✱ ❬✶❪ O(n4)✱ Ω(n2)

P❛✐rs ♦❢ ❈♦❛①✐❛❧ ❛♥❞ ✏s❛♥❞✇✐❝❤✐♥❣✑⋆ ✻ ❬✼❪ O(n4)✱ Ω(n3)
P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❡♠♣t② ✽ ✹✱ ✶✶ O(n5)✱ Ω(n4)

●❡♥❡r❛❧ ❈②❧✐♥❞❡rs ❊♠♣t② ✼ ✶✱ ✶✸ Θ(n4)
❊♥❝❧♦s✐♥❣ ✼ ✷✱ ✶✼ O(n4)✱ Ω(n3)

P❛✐rs ♦❢ ❍♦♠♦t❤❡t✐❝ ❛♥❞ ❡♠♣t② ✶✵ ✹✱ ✶✸ Θ(n5)

❊❧❧✐♣s♦✐❞s ❊♠♣t② ✾ ✶✱ ✶✸ Θ(n4)
❊♥❝❧♦s✐♥❣ ✾ ✷✱ ✶✻ Θ(n4)

P❛✐rs ♦❢ ❊♠♣t② ✶✸ ✸✱ ✶✺ Θ(n6)

❋r♦♠ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
❛❝t✉❛❧❧② ✜♥❞ t❤❡ ✭♣❛✐rs ♦❢✮ ❡♠♣t② q✉❛❞r✐❝s ♦r ❝②❧✐♥❞❡rs ✐♥ O(n4) t✐♠❡ ✭O(n6)
♦r O(n5) t✐♠❡ ❢♦r ♣❛✐rs✮✳ ❋♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✐♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✾ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣t② q✉❛❞r✐❝s✳ ❖♥❡ 4✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡①
❤✉❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❧❧ t❤❡ ❡♠♣t② q✉❛❞r✐❝s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✺ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡
t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛t ♠♦st ✻ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✺ ♣♦✐♥ts✱
❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤✐s s❡t ♦❢ q✉❛❞r✐❝s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦r ❛ ❢❛❝❡✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❆✉t❤♦rs t❤❛♥❦ ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❆✐❣♥❡r✱ ❏✉❧✐❡♥ ❇❛s❝❤✱ ▼❛♥✉❡❧ ❈❛r♦❧✐✱ ❇❡r♥❤❛r❞ ❑♦r♥❜❡r❣❡r✱
▼❛r❝ ✈❛♥ ❑r❡✈❡❧❞✱ ❙②❧✈❛✐♥ ▲❛③❛r❞✱ ❛♥❞ ❆♥t♦✐♥❡ ❱✐❣♥❡r♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ Pr♦s❡♥❥✐t ❇♦s❡ ❢♦r ♦r✲
❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡ ✶✾✾✾ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ✇♦r❦s❤♦♣ ❤❡❧❞ ❛t t❤❡ ❇❡❧❧❛✐rs ❘❡s❡❛r❝❤
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❝●✐❧❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❇❛r❜❛❞♦s ✇❡r❡ ❡❛r❧② ❞✐s❝✉ss✐♦♥s t♦♦❦ ♣❧❛❝❡✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ✓P❛rt❡♥❛r✐❛t ❍✉❜❡rt ❈✉r✐❡♥✔ ❆♠❛❞❡✉s
◆♦ ✶✸✼✾✷❚❉ | ❋❘✵✶✴✷✵✵✼ ✏●❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❈●❆▲✑
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♥r✐❛✳❢r✴s♦♣❤✐❛✴❣❡♦♠❡tr✐❝❛✴❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s✴❆♠❛❞❡✉s✴✳

⋆ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦❛①✐❛❧ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡r s❛♥❞✇✐❝❤❡s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❝②❧✐♥❞❡rs✳

❘❘ ♥➦ ✻✼✹✽
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s
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✉♥✐t ❜❛❧❧s ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦♠♣✉t✳ ●❡♦♠✳✱ ✸✹✿✷✸✶✕✷✺✵✱ ✷✵✵✺✳
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❛♥❞ s♠❛❧❧❡st ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡rs ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✽t❤ ❆❈▼✲❙■❆▼

❙②♠♣♦s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣❛❣❡s ✹✽✸✕✹✾✷✱ ✶✾✾✼✳
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❛♥❞ s♠❛❧❧❡st ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡rs ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦♠♣✉t✳ ●❡♦♠✳✱
✷✶✿✸✼✸✕✸✽✽✱ ✶✾✾✾✳

❬✹❪ ❖✳ ❆✐❝❤❤♦❧③❡r✱ ❚✳ ❍❛❝❦❧✱ ❈✳ ❍✉❡♠❡r✱ ❋✳ ❍✉rt❛❞♦✱ ❍✳ ❑r❛ss❡r✱ ❛♥❞ ❇✳ ❱♦❣t❡♥❤✉❜❡r✳
❖♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❣r❛♣❤s✳ ●r❛♣❤s ❛♥❞ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✱ ✷✸✿✻✼✕✽✹✱
✷✵✵✼✳

❬✺❪ ❚✐♠♦t❤② ▼✳ ❈❤❛♥✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ✇✐❞t❤✱ s♠❛❧❧❡st ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❝②❧✐♥✲
❞❡r✱ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠✲✇✐❞t❤ ❛♥♥✉❧✉s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✶✻t❤ ❆♥♥✉✳ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✳ ❈♦♠♣✉t✳

●❡♦♠✳✱ ♣❛❣❡s ✸✵✵✕✸✵✾✱ ✷✵✵✵✳

❬✻❪ ❑✳ ▲✳ ❈❧❛r❦s♦♥ ❛♥❞ P✳ ❲✳ ❙❤♦r✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ ■■✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦♠♣✉t✳ ●❡♦♠✳✱ ✹✿✸✽✼✕✹✷✶✱ ✶✾✽✾✳

❬✼❪ ❖❧✐✈✐❡r ❉❡✈✐❧❧❡rs✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❡❧❧s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

●❡♦♠❡tr②✱ ✸✵✿✹✺✸✕✹✺✽✱ ✷✵✵✸✳

❬✽❪ ❖❧✐✈✐❡r ❉❡✈✐❧❧❡rs✱ ❙t❡❢❛♥ ▼❡✐s❡r✱ ❛♥❞ ▼♦♥✐q✉❡ ❚❡✐❧❧❛✉❞✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♣❤❡r❡s✱ ❛
❣❡♦♠❡tr✐❝ t♦♦❧ t♦ ✉♥✐❢② ❞✉❛❧✐t② r❡s✉❧ts ♦♥ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✹t❤ ❈❛♥❛❞✳
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❬✾❪ ❖❧✐✈✐❡r ❉❡✈✐❧❧❡rs✱ ❇❡r♥❛r❞ ▼♦✉rr❛✐♥✱ ❋r❛♥❝♦ P✳ Pr❡♣❛r❛t❛✱ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣♣❡ ❚r❡✲
❜✉❝❤❡t✳ ❈✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡rs ❜② ❢♦✉r ♦r ✜✈❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❈♦♠✲
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