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1. L’espace des K-means axiales

Cette méthode est basée sur le principe de classification par centres mobiles, plus connue sous
le nom de K-means — cf. [Forgy 65] pour sa variante non adaptative et [MacQueen 67] pour sa
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variante adaptative. La variante d’Alain Lelu, les K-means axiales, réalisant une analyse factorielle de
chaque classe dégagée dans I’ « espace distributionnel », il est donc dans un premier temps intéressant
de se faire une idée de cet espace et de cette analyse factorielle.

1.1. Distance et cosinus distributionnels

Toute méthode d’analyse des données est caractérisée a la base par trois choix : 1) une
transformation opérée sur les vecteurs-données bruts, 2) une métrique, ou pondération des
dimensions dans lesquels ces vecteurs sont définis, 3) une pondération de ces vecteurs. Sur le
nuage de points ainsi défini, de nombreuses techniques de synthése d’information et réduction
des dimensions peuvent é&tre appliquées: classification ascendante ou descendante
hiérarchique, classification a centres mobiles, décomposition aux valeurs singuli¢res, incluant
toutes les méthodes d’analyse factorielle qui en sont les variantes. Notre méthode des K-
means axiales n’échappe pas a la régle ; voyons tout d’abord la transformation des données et
la métrique choisies, qui définissent notre distance :

Une lignée ancienne de travaux [Matusita 1955] [Escofier 1978] [Domengés et Volle 1979]
[Fichet et Gbegan 1985] s’est intéressée a ce que ces auteurs appellent distance
distributionnelle (ou encore : distance de Hellinger) :

La distance distributionnelle est la distance euclidienne, classique (équipondération des
dimensions), entre les 2 points tl et t2, de coordonnées les vecteurs z, et z, , situés sur
I’hypersphére unité dans 1’espace des I mots et représentant chacun une unité textuelle, définis
par la transformation suivante sur les données :

zo (N (Kol xa) s ze Y (xio/ X0) }

ou x;; désigne la fréquence du mot i dans le document t, et x; le nombre total de mots
du document t

La distance distributionnelle Dd(t1, t2) entre les textes t1 et t2 est donc :

Dd(t1, t2) = || zy - zs, ||
ou || x || désigne la norme euclidienne du vecteur x .

Cette distance est la longueur de la corde correspondant a 1’angle (zi, z) - égale au plus a 2
quand ces 2 vecteurs sont opposés, égale a V2 quand ils sont orthogonaux. Cette distance
semble triviale et arbitraire en apparence (pourquoi cette normalisation insolite plutdt que la
normalisation classique {xi/ |[x{| } 7), mais elle jouit de propriétés intéressantes :

- Contrairement a la distance du khi-deux utilisée en Analyse Factorielle des
Correspondances (AFC), elle peut prendre en compte des vecteurs ayant des composantes
négatives, propriété utile pour certains types de codage « symétriques » (comme Oui, Non,
Ne sait pas) ou pour des tableaux de flux orientés — économiques, physiques, ...

- Elle est liée a la mesure du gain d’information de Renyi d’ordre 2 [Renyi 1966] apporté
par une distribution X, quand on connait la distribution x,, :

IWZ%( Xq/ Xp) = -2 log, (cos(zp, zg) )= -2 log, (1 -Dd’/2)

- Elle est rapide a calculer dans le cas des données textuelles, ou les vecteurs y; sont trés

« CTeux ».
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- et surtout Escofier et Volle ont montré qu’elle satisfaisait a la méme propriété
d’équivalence distributionnelle que la distance du khi-deux utilisée en AFC : si on
fusionne deux descripteurs de mémes profils relatifs, les distances entre les unités
textuelles sont inchangées. En d'autres termes, dans le cas ou les descripteurs sont des
mots et les unités décrites des textes, cette propriété assure la stabilit¢ du systeme des
distances entre textes au regard de l'éclatement ou du regroupement de mots de
distributions proches.

- Nous avons confirmé empiriquement ces considérations théoriques a partir des données du
défi Amaryllis 2003 de recherche d’information [Lelu 03].

1.2. Décomposition aux valeurs singuliéres dans I’espace distributionnel

Si I’on transforme le tableau (textes x mots) des données brutes comme suit :
. Coordonnées : - des vecteurs-lignes Xi: { Xt} Ve {\/ Xit }
- des vecteurs-colonnes Xi:{xi¢} 2y { vV x }
. Poids de ces vecteurs : unité
. Métrique : euclidienne standard
les cosinus entre vecteurs-ligne y; (resp. entre vecteurs-colonnes y;) possédent dans cet espace
des propriétés intéressantes. Ils sont liés en effet a la notion de distance distributionnelle Dd
par la relation :
Dd(t1,t,) 2 = 2(1-cos(t;,t))
(resp. Dd(i;,i)? = 2(1-cos(in,i)) )

Si on calcule les k premiéres directions propres U= { u® } (resp W = { w® } ) du nuage des
points-colonnes y; (resp, des points-lignes y; ) défini plus haut, au moyen de la décomposition
aux valeurs singuliéres du tableau des racines carrées' des données, on démontre que les
cosinus ci-apres se déduisent des directions propres :

Cos(ys, u™) = w® VM /x ) (1)

Cos(yi, w") = u® VY /x;) )

Ces cosinus peuvent &tre considérés comme les facteurs d’un cas particulier et simple
d’analyse factorielle sphérique, pour reprendre la terminologie de M. Volle, dite centrée sur le
« tableau nul ». Nous les nommerons désormais respectivement F t(k) et Gi(k). IIs sont liés entre
eux et avec les Wt(k) et ui(k) par des formules de transition, en particulier :

Ft(k) =3 ui(k) \/(Xit/ x(k))

Gi(k) =2 Wt(k) \/(Xit/ 7\4(1())

Ce qui permet de les calculer a partir de 1’extraction des éléments propres de celui des deux
nuages qui comporte le moins de points.

Le principe de notre algorithme K-means axiales [Lelu, 1994] est de réaliser la partition en
classes des unités textuelles dans 1’espace distributionnel, et d’extraire pour chaque classe les
facteurs mots et documents définis ci-dessus. Chaque facteur est alors un indicateur de
centralité (ou « typicité ») du texte (« document ») ou du mot dans sa classe.

! Pour des données négatives, racines des valeurs absolues, signées : cf. infra.
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Contrairement a la distance du khi-deux [Benzecri et al., 1981] et au cosinus de Salton
[Salton, 1983], les calculs de similarité dans cet espace ne font pas intervenir une métrique de
type inverse document frequency (IDF). Ceci dit, il est a noter que le passage d’un ensemble
de documents a 1’ensemble des mots qui en sont les plus caractéristiques se fait en deux
étapes :

1) Calcul du 1* vecteur propre du tableau des racines carrées des fréquences brutes,

2) Calcul des facteurs-mots via la formule (2), qui fait intervenir une correction de type IDF.
On peut donc dire que la pondération de type IDF intervient aussi dans 1’espace
distributionnel, mais de fagon implicite, et non directe comme dans le cosinus de Salton ou la
distance du khi-deux.

Ce type de représentation posséde des propriétés intéressantes :

e L’inertie autour du premier axe issu de la décomposition, somme des carrés des
projections pondérées des points sur I’axe, se compare a la somme totale du tableau et
s’interpréte en terme de « part de données décrite».

o Elle posséde également la propriété de dualité entre 1’analyse des lignes et des colonnes ce
qui signifie que les représentations des lignes et des colonnes sont identiques, que
I’analyse soit faite sur le nuage des vecteurs-lignes ou des vecteurs-colonnes [Lebart et al.
82].

e Le premier facteur de cette analyse permet la reconstitution optimale des données au sens
précisé dans [Domengés & Volle 79] (approximation d’un tableau de données par un
produit de deux vecteurs).

e Cette analyse se généralise a la prise en compte des nombres négatifs, ce qui élargit les
possibilités de codage et les champs d’application, moyennant la transformation

E&[signe(éi)]m et les conventions & :z"f” , fzzznéz” et sz”fn"

(cf. notations ci-dessous)

2. Présentation formelle de I’analyse

Soit X = {él} le tableau des données brutes de T lignes et / colonnes.

e A= {\/gf_n } le tableau transformé
e a, =[\/a,...,\/§_ﬂ]vecteur ligne de 4

e qa, = [,/ & seeea S Ivecteur colonne de A (u' désigne la transposée de u)

!
o u= [ul ,...,u,] premier vecteur propre de A4' 4

!
° w= [wl yeres Wy ] premier vecteur propre de AA'

Il est possible d’interpréter ces deux dernicres entités comme des axes pointant dans la direction
d’inertie maximale de deux nuages de points dans 1’espace des colonnes et des lignes respectivement
en supposant les lignes et les colonnes équipondérées.

Ces vecteurs propres sont les mémes que ceux des nuages de points transformés [Lelu 99]:

. agi) = [\/él/é ,...,\/é,/é]pondéré par & situés sur I"hypersphére dans I’espace R’
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L4
. alm =[\/§1i/§i ,...,\/§Ti/§i] pondéré par & situés sur I’hypersphére dans 1’espace R’

Les facteurs ¢, et y; sont définis respectivement comme les projections des vecteurs normés agl) et

t . . . . . .
af ) sur ces directions propres — ce sont donc des cosinus des angles qu’ils forment avec les directions

propres. Trois couples de formules de transition permettent de calculer les composantes des vecteurs
propres, ainsi que les facteurs, attachés aux lignes comme aux colonnes, & partir de n’importe quel

¢élément :

u; =(1/\/Z)Zwt\/§_ﬁ w, =(1/\/E)Zui\/§_ﬁ
§0t:(1/\//1_§z.)z7/i\/m 7’1':(1//15.1‘)240:\/%
0, =wA/E, v =uJA/E

La projection 7, de chaque ligne a, sur la premiére direction propre est donnée par :

m, :<at9u>zwtﬁ:¢t\/§_p

A représente la premiére valeur propre, inertie du premier vecteur propre :
2
A= z Un
t
L’inertie totale du tableau des données n’est autre que la somme totale des données :

V=Y YE =YY=

Une approximation de premier ordre des données peut étre obtenue a partir du premier facteur :
- 2.2, _ 2 2 2.2
én‘ :Wtuiﬂ’_(ot}/iéiélx/i_uint

Contrairement a 1’analyse factorielle des correspondances, ou le premier facteur dit « facteur trivial »
est négligé, I’intérét de I’analyse factorielle sphérique porte sur ce facteur puisqu’il traduit la « densité
angulaire » des vecteurs données. D’autre part, ce type d’analyse s’adapte particuliérement aux
vecteurs données dont la norme importe peu, c¢’est-a-dire aux tableaux de correspondance (comptages
d’occurrences) utiles a4 I’analyse de données documentaires et textuelles et ce du fait de la

normalisation du tableau de données.

2.1 Algorithme des K-means axiales (KMA)

Cette méthode fait appel dans un premier temps a un algorithme de type agrégation autour de centres
mobiles, la méthode des K-means, qui a pour principe de former des groupements d’individus en
affectant les ¢léments a des centres provisoires de classes, puis en recentrant ces classes, et en
affectant de fagon itérative ces éléments. Dans un second temps, la méthode des K-means axiales
réalise une analyse factorielle sphérique sur chaque classe dégagée par la classification de type centres
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mobiles. De méme que la méthode des K-means classique, la classification K-means axiales existe
sous deux versions, une version adaptative qui effectue une mise a jour immédiate des centres des
classes et une version non adaptative qui met a jour ces centres aprés passage de tous les individus.
Dans le cas des K-means axiales, les centres des classes sont des demi axes représentatifs des
individus.

Les étapes de ’algorithme KMA sous sa version adaptative (en une seule passe sur les données) sont
les suivantes :

2.1.1 Initialisation

Choix au hasard de K demi axes u(O)(k) = [ul(O)(k) yeees U (0)(k)] normalisés : u(O)(k) =1

et de K scalaires : Z'O(k) =0 ; k est ’indice des classes (k=1,...,K)

2.1.2 Passage de -1 a ¢

Pour chaque ligne a, = [1/@1 Uy ] du tableau de données transformé :

. Calcul des K projections sur les demi axes ut®) soit I]Sk) = <u(t)(k) ,a,>

. a, estintégré a la classe k pour laquelle sa projection I]t(k) est maximale

cu™l est alors mis a jour par la loi d’Oja modifiée [Oja 82] [Lelu 99]:

u(t) = (e - 1) + (77}” I 7,(K)

I’inertie de la classe k.

(at - ryt(k)u(t - 1)(k)j avec ‘rt(k) = ‘rH(k) + n(k)z qui représente

t

2.1.3 Test d’arrét

L’algorithme se termine lorsque la totalité des vecteurs lignes a été parcourue et le calcul des valeurs
factorielles (issues d’une analyse factorielle sphérique) donne :

e Facteurs colonne 7’1-(k) = ul(") 1/@(“/5&_")

e Facteurs ligne (o,=77,(k)/ S

Comme il a été vu dans la présentation de 1’analyse factorielle sphérique minimale (§ 1.2), ces deux
facteurs représentent des cosinus, a savoir la projection des points représentatifs des individus
normalisés sur les directions propres issues de cette analyse. Ce qui constitue une facon de positionner
les individus d’une classe les uns par rapport aux autres, par des valeurs de centralité dans la classe.
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2.2 Erreur relative de reconstitution et indicateur de qualité

L’erreur relative de reconstitution des données s’écrit :

-r _;r(k)] /;

La valeur de I’indicateur de qualité de 1’analyse est par conséquent :
l-e= Zr(k)/§
k

Cette valeur permet d’attribuer un critére quantitatif de qualité a la méthode K-means axiales et donc
de déterminer, parmi plusieurs classifications KMA sous différentes graines d’initialisation et a K
constant, laquelle regroupe les individus de la fagon la plus homogene.

Avantage : Cet algorithme est rapide (O(TK)) et consomme trés peu de mémoire (O(IK)). De plus, il
est incrémental ce qui signifie que I’introduction d’un nouvel individu ne nécessite pas de reprendre
toutes les étapes du processus.

Inconvénient : Le résultat de cet algorithme varie sensiblement 1) avec I’initialisation 2) avec 1’ordre
d’entrée des données.

2.3 La version non adaptative de I’algorithme

2.3.1 Initialisation

Choix au hasard de K demi axes u(O)(k) = [ul(O)(k) yeeeslly (0)(“} normalisés :

u(O)(k)H 1

et de K scalaires : ro(k) =0 ; kest ’indice des classes (k=1,...,K)

2.3.2 Passage de -1 a ¢

Pour chaque ligne a, = [\/él N ] du tableau de données transformé

e Calcul des K projections sur les demi axes u) soit nfk) = <u(t)(k) ,a,>

e g, estintégré a la classe k pour laquelle sa projection nt( “) est maximale
02
b Z't(k)= Tt—l(k)+77t( )

e le vecteur « accumulateur d’apprentissage » u'® représentatif de la classe est mis a jour

u(t)®) = ult 1) + (% /7, (k))a, et normalise.
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2.3.3 Test d’arrét

La totalité des vecteurs lignes est parcourue. Les axes des classes sont remplacés par les u®. Le

calcul du critére 7= Zz’(k) définit le test d’arrét. En effet, si ce critére augmente par rapport au
e

passage précédent d’une quantité inférieure a un seuil paramétrable ou s’il n’y plus de changements
d’affectation 1’algorithme passe au calcul des valeurs factorielles :

e Facteurs colonne 7’1-(k) = “z(k) \ ,A(k)/;fgk)

e Facteurs ligne ¢, = nt(k) /&,
L’interprétation de ces valeurs est la méme que dans le version adaptative.

2.3.4 Erreur relative de reconstitution et indicateur de qualité

L’erreur relative de reconstitution des données s’écrit :

RO

La valeur de I’indicateur de qualité de 1’analyse est par conséquent :

1—35;7(@/5“

&

I

Avantage de I’algorithme : 1 est rapide (O(TK)) et consomme peu de mémoire (O(IK)).

Inconvénient : Le résultat varie avec D’initialisation des K demi axes, car la fonction objectif
T= z r(k) converge vers des maxima locaux, en fonction de ’initialisation.
k

Une heuristique efficace pour accélérer le calcul et améliorer la qualité de 1’analyse consiste a
commencer le processus par une passe adaptative, qui améne 1’inertie intra-classes proche d’un de ses
maxima locaux et ensuite d’utiliser la version non adaptative de 1’algorithme qui converge aprés
plusieurs passes sur les données [Lelu 93]. Une autre voie consiste a utiliser I’heuristique
d’initialisation « K-means++ » [Arthur & Vassilvitskii 06].

D’autre part, il est possible d’adapter cet algorithme a des tableaux de données a valeurs négatives, il
suffit pour cela d’effectuer les changements suivants :

G al sl <Xl s XXl

Les tableaux de données négatives donnent la possibilité de gérer des questionnaires d’enquétes
(Oui=1, Non=-1, Sans opinion=0), ainsi que des ensembles de données comportant des valeurs
négatives dans le domaine de descriptions de flux économiques ou autres, ou d’utiliser des
transformations de données donnant lieu a des valeurs négatives.

Il faut également préciser que le nombre de classes résultant des algorithmes précédents n’est pas
nécessairement égal au nombre de classes choisies au départ. En effet, il se peut qu’aucun individu ne
soit affecté a une classe : le nombre de demi axes choisis au départ correspond au nombre maximum
de classes désiré.
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3. Interprétation des valeurs factorielles
La direction du premier axe factoriel est proche du point {\/5_ } [Domenges, Volle 79], qui est le

1

transformé du centre de gravité {é} du nuage de points d’origine. Les valeurs du premier vecteur

propre pour les colonnes sont donc ordonnées de fagon voisine des proportions de chaque descripteur
dans la sous-population formée par les individus d’une classe issue de la classification. Mais on peut
également interpréter les facteurs-colonnes comme les centralités des nceuds du graphe (pondéré) dont
les arétes ont pour valeur les cosinus entre colonnes (resp. lignes). Ainsi cet indicateur fait ressortir les
descripteurs dont les proportions au sein de la classe sont les plus constantes, quel que soit leur valeur
absolue (par ex. des mots rares équirépartis dans la classe, sans concentration de leur fréquence sur un
petit nombre de documents, aussi bien que des mots fréquents équirépartis auront une faible valeur).

L’information précédente (« intrinséque ») permet de décrire la structure dominante dans la classe
mais ne permet pas de la différencier par rapport a celle des autres classes ; ¢’est pourquoi, de fagon a
faire ressortir les descripteurs spécifiques d’une classe et rares dans 1’ensemble, nous pondérons
I’importance absolue d’un descripteur dans une classe par I’inverse de sa fréquence dans la base :

y,(k) = ufk)\//i(k)/(;('k) devient pl.(k) = ul.(k)ﬂ/i(k)/é‘i‘ , en multipliant par (;('k)/é' .

Ce deuxiéme indicateur (« relatif ») réalise un compromis entre la répartition des descripteurs dans la
classe tout en faisant ressortir les descripteurs fréquents dans une classe et rares dans I’ensemble : c’est
le plus « parlant », celui que nous employons généralement pour prendre rapidement connaissance
d’un corpus inconnu.

4. Considérations sur le recouvrement des thémes

11 est possible de projeter n’importe quel individu sur I’axe représentatif d’une classe, ceci permet de
faire apparaitre des individus extérieurs a une classe mais qui peuvent se projeter trés haut sur 1’axe
représentatif de cette classe, ce qui signifie que 1’individu n’est pas loin de faire partie de cette classe.
C’est pourquoi, en introduisant un seuil dit de #ypicité, il est possible d’obtenir des classes
recouvrantes - cependant comme tout parameétre ce seuil influe sur les résultats de classification.

Il faut également remarquer que les axes représentatifs d’une classe ne sont pas nécessairement
orthogonaux, a la différence des analyses factorielles classiques. Un avantage de cette considération
angulaire est que 1’ajout ou le retrait de vecteurs données ne modifie que localement la représentation
obtenue. En effet, la théorie et la pratique des K-means axiales montrent que si les données
correspondant a une certaine classe sont retranchées aux données analysées et que 1’analyse est refaite
pour K-1 classes, la représentation des classes restantes reste voisine [Lelu 93], a la variabilité
résultant de I’initialisation prés.

5. Dualité de I’analyse des individus et des descripteurs

Dans I’algorithme des KMA, qui utilise ’analyse factorielle sphérique minimale, la dualité entre
analyse des lignes et des colonnes ne se situe qu’au niveau local, c¢’est-a-dire a ’intérieur de chacune
des classes obtenues. Les formules de dualité vues plus haut sont valables en se restreignant a une
classe k. Par contre, au niveau global, 1’analyse sur les descripteurs et celle sur les individus n’ont
aucune raison de se ressembler méme si pratiquement, dans le domaine des données documentaires et
textuelles qui sont trés multidimensionnelles et a faible nombre de descripteurs présents par
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description (données « pick-any » [Lelu 93]), on constate qu’a des classes d’individus correspondent
des classes de descripteurs.

6. Stabilité de I’analyse

A nombre de classes K fixé, il est possible de varier les graines d’initialisation : & chacune d’elles
correspond une valeur de critére de qualité de classification (la somme des inerties intra-classes). Cette
procédure de recherche des « meilleures classes » auxquelles les utilisateurs puissent se fier est de
nature différente, mais aussi fastidieuse que la recherche des « formes fortes » [Diday 79] communes a
de nombreux passages sous différentes initialisations. De telles procédures sont inévitables dans les
méthodes de classification a centres mobiles, qui réalisent des « quasi-optimisations » dépendantes des
conditions initiales. C’est justement pour éviter de tels inconvénients qu’il est souhaitable de trouver
des méthodes qui fournissent directement un optimum absolu et qui, par conséquent, pointent
d’emblée sur les « formes fortes ». Nous poursuivons nos recherches sur des méthodes basées sur la
« densité » des données répondant a ce cahier des charges ([Lelu & Ferhan 98], premiére variante de
I’algorithme ultérieur GERMEN [Lelu et al. 06]).

7. Reconstitution des données et projections obliques

Notons X” la matrice des données transformées: x, < ./x, (T lignes = documents, I

colonnes = mots)
Une fois convergé 1’algorithme des KMA, soit w; le vecteur projection du vecteur-ligne x”
sur I’ensemble des K axes de clusters ui rassemblés dans la matrice U :
_
wi=x" UD

ou D est la matrice diagonale des W

Ce qui peut s’écrire aussi, matriciellement :

W=X*UD

Ou encore, en posant V=UD :

On en déduit, dans le cas général ou la matrice V n’est pas orthogonale (V> V = I), la
reconstitution approximative au sens des moindres carrés :

ou V" est la pseudo-inverse de V :

V =V’ V) Vv’ (dans le cas toujours vérifié en pratique ou K<T)

A noter que si K = rang(X”) alors X”*= W V"

La matrice des projections obliques Wp; se déduit de celle des projections orthogonales W :
Wb =W (V’V) N

Ce qui permet d’écrire plus simplement la reconstitution :
Xl/2 = Wobl \'% ‘

W, s’écrit aussi, en fonction des facteurs normalisés F et G :
Wou =Dt F (G’ Di G) ™

Ou Dt et Di sont les matrices diagonales des /x, etdes x, respectivement.

Les projections obliques « augmentent le contraste » et constituent un type de représentation
intermédiaire entre 1’appartenance en tout ou rien a une seule classe d’une part, et les
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projections orthogonales sur I’ensemble des axes des classes d’autre part. Alors que ces
derni¢res sont nécessairement toutes positives, certaines valeurs de projections obliques
peuvent étre négatives, et peuvent s’interpréter en terme d’opposition entre les extrémités de
tel ou tel « facteur local ».
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