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❆❜str❛❝t✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✈✐s✉❛❧ s❡♥s✐♥❣ ❢♦r ❛❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♥❦♥♦✇♥
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐s ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦♣t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r❡❛t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♣♦✇❡r ♦❢ ✈✐s✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ✈✐s✐♦♥ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦t ✇❡❧❧ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ t❤✉s r❡q✉✐r✲
✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❣❡♥t ♥❡❡❞s t♦
♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥✲❧✐♥❡✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ ♦✛✲❧✐♥❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✉❛❧ ❙▲❆▼ ✇✐t❤ ❞❡♥s❡
✈✐s✉❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ s✉❝❤
❛s ♣❛t❤ ♦r ❣r❛s♣ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ❛ r♦❜♦t✐❝ s②st❡♠✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✈✐s✐♦♥ ♦♥❧②
♠♦♥♦❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r✉♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ♦♥ ❝♦♠♠♦❞✐t② ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❚❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t❧② ♥♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st✱
t❤♦✉❣❤ s✐♠✐❧❛r ♦✛✲❧✐♥❡ s②st❡♠s ❛r❡ q✉✐t❡ ♠❛t✉r❡✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✈✐s✉❛❧ s❡♥s✐♥❣ ❢♦r ❛❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐s ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ r♦❜♦t✐❝s✱ ❛s ✈✐s✐♦♥ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥✈❡②
❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✈✐s✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛❣❡♥t
❛❝t✐♦♥s ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ❋✐rst✱ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ❛♥❞ s♣❛rs❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✈✐s✉❛❧ ❙▲❆▼ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s♣❛rs❡ s❡t ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❧♦✲
❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜✉t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉s❡ ❢♦r ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ❙❡❝♦♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ✈✐s✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❝t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝❛♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡ ❞✐✲
✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡ ✜rst ♣✉r❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ❬✶❪✮✱ ❜✉t t❤❡✐r ✉s❡ ✐s st✐❧❧ ✐♥ ✐ts
✐♥❢❛♥❝②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ t♦ ❛❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡①✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧②
✉s❡❞ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❜♦t❤ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t
✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
❛s t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✸❉ ♠♦❞❡❧s ✐s q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ❞❡♥s❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ✉♥✲
str✉❝t✉r❡❞ s❝❡♥❡s ✉s✐♥❣ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ ❝♦♠♠♦❞✐t② ❤❛r❞✇❛r❡✳

⋆ ♣❛❛❧❛♥❡♥❅❧✉t✳❢✐✱ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❊❛st ❋✐♥❧❛♥❞ ●r❛❞✉❛t❡ ❙❝❤♦♦❧ ❊❈❙❊✳
⋆⋆ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❋✐♥❧❛♥❞ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳



❱✐s✉❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t♦ ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋✐rst✱
t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✉s✉❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ s♣❛rs❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❞❡♥s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ t❡①t✉r❡❞
✸❉ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡s❡ ❜♦t❤ st❡♣s ✐♥ ♥❡❛r r❡❛❧✲
t✐♠❡✱ ✉s✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ❙▲❆▼ ❢♦r t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❋♦r
t❤❡ ❞❡♥s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❡♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ ❞✐s♣❛r✐t② ❛♥❞ ❞❡♣t❤ ♠❛♣s✳ ❊✈❡r②
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♠❛♣ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥t♦ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❛ ❝♦❧♦✉r❡❞ s❡♠✐✲❞❡♥s❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✳

❚♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✬ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ✜rst t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥❡❛r
r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞❡♥s❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❡♠♣❧♦②✐♥❣
♦♥❧② ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✉❛❧ ❙▲❆▼✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② r❡❛❧✲
t✐♠❡ ♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✐s❡❞✱ ❜✉t s❤♦✇s t❤❛t r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♠♦❞✐t② ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✶✳✶ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❖✛✲❧✐♥❡ s②st❡♠s ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ t❡①t✉r❡❞ ✸❉✲♠♦❞❡❧ ❛r❡ q✉✐t❡ ♠❛t✉r❡ ❛♥❞
❛❝❝✉r❛t❡ ✭❡✳❣✳ ❬✷✱ ✸❪✮✱ ❜✉t ❞❡♣❧♦② ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥✲❧✐♥❡✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❜✉♥❞❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ s❝❡♥❡
❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❆♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞
♥❡❡❞s t♦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦❝❡ss ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❛t ❛ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r t❤❡② ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆ ❜✉♥❞❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ s❡♣❛r❛t❡ r❡❛❧✲t✐♠❡
✸❉ tr❛❝❦✐♥❣ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✹❪ ✇❤✐❝❤ ❜✉✐❧❞s ❛ ❜r✐❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞
✐t❡r❛t✐✈❡ ♦✛✲❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♦♥✲❧✐♥❡ ❛❝t✐✈❡ ✈✐s✐♦♥✳

❋❡✇ ✇♦r❦s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✈✐s✉❛❧ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✱ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ♠♦st❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ♦♥✲❧✐♥❡ ❝❛♠❡r❛ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❆s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥✱ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✈✐s✉❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ st❡r❡♦ ✭❡✳❣✳ ❬✺❪✮✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ✭❡✳❣✳ ❬✻❪✮✱ ❛❝t✐✈❡
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ str✉❝t✉r❡❞ ❧✐❣❤t ❬✼❪✮✱ ♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♥s♦rs ✭❡✳❣✳ ❬✽✱ ✾❪✮✳

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ✐♥t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ✐♠♣r❡ss✐✈❡ r❡✲
s✉❧ts ❢r♦♠ ✜tt✐♥❣ s✉♣❡rq✉❛❞r✐❝s ✭❡✳❣✳ ❬✶✵❪✮✳ ▲❛t❡❧②✱ ❛ s✐♠♣❧❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❬✶✶❪ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛s♣ ♣❧❛♥✲
♥✐♥❣ ❢r♦♠ st❡r❡♦ ❞❛t❛ ❛s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✷ ❉❡♥s❡ ❱✐s✉❛❧ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❊❑❋✲❜❛s❡❞ ✈✐s✉❛❧ ❙▲❆▼ r✉♥♥✐♥❣
❛t ❢r❛♠❡r❛t❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ▼♦♥♦❙▲❆▼ ❬✶✷❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ③❡r♦t❤
♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ st❛t✐♦♥❛r② ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦s❡✳ ❚❤❡
♣♦s❡ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐s❡❞ ❜② ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✸✲✈❡❝t♦r ❢♦r ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ❢♦r
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❛♥❞♠❛r❦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❡❞ ❜② ✐♥✈❡rs❡ ❞❡♣t❤ ❛s ✐♥ ❬✶✸❪✳



EKF

prediction

predict

tracker

visibility

measure

selected

trackers

EKF

update

frame to

stereo?

rectify left

and right

image

compute

dense

depth map

transform depth pixels

to 3D world points

with color

yes

nocurrent camera location

Visual SLAM

3D reconstruction

❋✐❣✳ ✶✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ❙▲❆▼✳ ❙▲❆▼ ❛♥❞
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦✉❧❞ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❙▲❆▼ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
▲❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡ r❡❢❡r t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❞❡♥s❡ st❡r❡♦✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t tr❛❝❦❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡ ❘●❇ t❡♠♣❧❛t❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❙❙❉✲s❝♦r❡ t♦ ✜♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
s❝❛❧❡ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ❚r❛❝❦❡rs ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❍❛rr✐s
❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t❡
❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❙▲❆▼✳ ❚❤❡ ♣♦s❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡s ❢♦r st❡r❡♦✱ ❢♦r
r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦ ♣❛✐r✱ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛s ♣♦s❡ ♦❢ ✸❉ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ✇✐t❤♦✉t
❢✉rt❤❡r r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ✐t❡r❛t❡❞ ❊❑❋ ✭■❊❑❋✮ ❬✶✹❪ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡ st❡♣ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✭♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦✉t❧✐❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ s❡❛r❝❤ ❬✶✺❪ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❥♦✐♥t ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ◆❡✐r❛ ❛♥❞ ❚❛r❞♦s ❬✶✻❪✳

❆♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶ ✐s t❤❡ ❢r❛♠❡✲t♦✲st❡r❡♦ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ s✉✣❝✐❡♥t ❜❛s❡❧✐♥❡✳
❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡❧❧ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ t♦ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡
♠❛♣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡✱ ✐s t♦ ✐♥s♣❡❝t t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛s ✐s✳

❊❛❝❤ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❡✈❡♥ ❢r♦♠ ❛ ♣♦♦r❧② ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✭✐♥ t❤❡ ❙▲❆▼ ♠❛♣✮
❧❛♥❞♠❛r❦ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞✐❝❛t♦r U ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✿

U =

√

√

√

√

(

∑

i

1

Tr Q3,i

)

−1

, ✭✶✮

✇❤❡r❡ Q3,i ✐s t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ it❤ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞
❧❛♥❞♠❛r❦✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ❣♦❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❧❛♥❞♠❛r❦s✳ ❚❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ Q3,i

✭t♦t❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❚❱❆❘✮ ♠❡❛s✉r❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱
t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✇❡✐❣❤t t❤❡ ❧❛♥❞♠❛r❦ ❤❛s ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s❡✳ ❙✉♠ ♦✈❡r
✐♥✈❡rs❡s ♦❢ ❚❱❆❘s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✑❝❡rt❛✐♥t②✑✱ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ s✉♠
✐s ❛❣❛✐♥ ✑✉♥❝❡rt❛✐♥t②✑ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙q✉❛r❡ r♦♦t ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✐♥



t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t❡✳
U ✐s ❢❛st t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ♥❡❛r✲③❡r♦ ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥♦ ❧❛♥❞♠❛r❦✱ ❤❛s ❛ ♥❡❛r✲③❡r♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚✐♠❡ ✐♥❞❡① t r❡❢❡rs
t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡ ♦r ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t s❡❧❡❝t❡❞ ❧❡❢t ✈✐❡✇ ✐s ♠❛r❦❡❞
✇✐t❤ t✐♠❡ ✐♥❞❡① p✳ ❇❡❢♦r❡ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛ ✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡ t✱ t❤❡ ❙▲❆▼ ♣r❡❞✐❝ts ✇❤✐❝❤
❦♥♦✇♥ ❧❛♥❞♠❛r❦s ✐♥ t❤❡ ❙▲❆▼ ✸❉ ♠❛♣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡ s❡t Vt✳
❆❢t❡r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❧❛♥❞♠❛r❦s✱ t❤❡ s❡t Mt ⊆ Vt ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞
❧❛♥❞♠❛r❦s✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ s❡t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ | · |✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙▲❆▼✮

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥st❛♥ts p ❛♥❞ t ✐s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r b̂p,t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♠❡r❛
♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥tr❡ p t♦ t✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡s✿

✶✳ |Mt| ≥ Tmeas = 5✳
✷✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② U < TU = 0.02 ✭✶✮✳
✸✳ ■❢ t❤❡ ❧❡❢t ✈✐❡✇ p ✐s ♥♦t s❡t✱ s❡t p← t ❛♥❞ s❦✐♣ st❡r❡♦✳
✹✳ |Mp ∩ Vt| ≥ Tpcomm = 5✳ ■❢ ♥♦t✱ s❡t p← t ❛♥❞ s❦✐♣ st❡r❡♦✳

✺✳ ‖b̂p,t‖ ≥ Tbase = 0.09 ❙▲❆▼ ♠❛♣ ✉♥✐ts ✭≈ 5
◦ ♣❛r❛❧❧❛① ❛♥❣❧❡✮✳

✻✳ |Mp ∩Mt| ≥ Tcorr = 4

■❢ ❛♥② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢❛✐❧s✱ t❤❡ r✐❣❤t ✈✐❡✇ ✐s ♥♦t ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ st❡r❡♦ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✐s s❦✐♣♣❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈✐❡✇ t ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ r✐❣❤t ✈✐❡✇✱ ❛ ❞✐s♣❛r✐t②
♠❛♣ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭❬✶✼✱ ✶✽❪ ✇✐t❤ ❇✐r❝❤✜❡❧❞✲❚♦♠❛s✐ ♠❡❛s✉r❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ r✐❣❤t
✈✐❡✇ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♥❡✇ ❧❡❢t ✈✐❡✇ ✭p← t✮✳

❘✉❧❡ ✶ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t②✳ ❘✉❧❡ ✷ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❛♥❞ ❛❧s♦ ❛ss✉r❡s ♠❛♣ s❝❛❧❡ st❛❜✐❧✐t②✳ ❘✉❧❡ ✸ s✐♠♣❧② ✐♥✐t✐❛❧✐s❡s t❤❡ ❧❡❢t ✈✐❡✇✱ ✐❢
♥❡❝❡ss❛r②✳ ❘✉❧❡ ✹ ✐s t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❜♦rt r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t
✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ✐t ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ✈✐❡✇ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤
t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❧❡❢t ✈✐❡✇✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✐t r❡st❛rts t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
❜② r❡s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ✈✐❡✇✳ ❘✉❧❡ ✺ ❡♥❢♦r❝❡s s✉✣❝✐❡♥t ❜❛s❡❧✐♥❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❘✉❧❡
✻ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ✈✐❡✇s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✈✐❡✇s ❛♥❞ t♦ ❛✐❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳

✸ ❊①❛♠♣❧❡s

❲❡ s❤♦✇❝❛s❡ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✣❝✉❧t ✈✐❞❡♦ ♦❢ ❛ ❝❧✉tt❡r❡❞ ❞❡s❦✳ ❈❛♠❡r❛ tr❛❥❡❝✲
t♦r② ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦st❧② tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ ❛ s✇❡❡♣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❛♥❞ ❜❛❝❦✳ ❚❤❡
❢✉rt❤❡st ✈✐❡✇s ❤❛✈❡ ♥♦ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ❛ ▲♦❣✐t❡❝❤ ◗✉✐❝❦❝❛♠ Pr♦ ✹✵✵✵✱
r✉♥♥✐♥❣ ❛t 30 ❍③ ❛♥❞ 320①240 r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ✐s 471 ❢r❛♠❡s ♦r
15.7 s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ♠♦✈❡❞ ❜② ❛ ❢r❡❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ s❤❛❦❡s ♥♦t✐❝❡❛❜❧②✱ ❛♥❞ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡✲❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳ Pr♦❣r❡ss ♦❢ t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✷✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✇♦ ♥♦✈❡❧ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ 124799 ♣♦✐♥ts✳
❘❡❧❛t❡❞ ✈✐❞❡♦s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐t✳❧✉t✳❢✐✴♣r♦❥❡❝t✴rt♠♦s❛✐❝✴✳
❲✐t❤ ❛♥ ❆▼❉ ❆t❤❧♦♥✻✹ ✸✺✵✵✰ ❈P❯ ❛♥❞ ◆✈✐❞✐❛ ●❡❢♦r❝❡ ✻✻✵✵ ❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞



❋✐❣✳ ✷✳ ❚❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ st❡r❡♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t t = {78, 362, 383, 437} ❛♥❞
✐♥ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ❢r♦♠ t✇♦ ♥♦✈❡❧ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② ♠❛♣✳ ◆♦ ♣r✉♥✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❥♦✐♥❡❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✳

✭❢♦r ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥❧②✮✱ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ 135✪ ♦❢
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡ ♣❡r ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ 30 ❍③ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❜♦t✲
t❧❡♥❡❝❦ ✐s t❤❡ st❡r❡♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✹ ❙✉♠♠❛r②

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ r✉❞✐♠❡♥t❛r② s②st❡♠ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♥❡❛r❧② r❡❛❧✲t✐♠❡ ✸❉ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ❙▲❆▼✳ ■ts ✐♥♣✉t ✐s ❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛
st❛t✐❝ s❝❡♥❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐s ❛ s❡♠✐✲❞❡♥s❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✱ ❜✉t ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❡t ♦♥
t❤❡ s❝❡♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ❱✐s✉❛❧ ❙▲❆▼ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s❡ ❢♦r ❡❛❝❤
✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡✳ ❆ st❡r❡♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝r❡❛t❡s ✸❉ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ s❡❧❡❝t❡❞
✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡ ♣❛✐rs✳ ❚❤✉s✱ ❛♥② ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ❛ ✸❉
♠♦❞❡❧✱ ✉s❛❜❧❡ ❢♦r ❛❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ❣r❛s♣ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦r ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❢✉t✉r❡
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