✉ ♠ ❡r 
  
✾✷✾✷✵ P❛r✐s✲▲❛ 
  
Xkδ )N (0, 1)

dX t = α(X t )dt + dB t . ✭✶✮ ❚❤❛♥❦s t♦ •✐rs❛♥♦✈ ❚❤❡♦r❡♠✱ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ E f (X t , t ∈ [0, T ]) = E f (B t , t ∈ [0, T ]) exp T 0 α(B s )dB s - T 0 α 2 (B s ) 2 ds ✇❤❡r❡ B t ✐s ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡② r❡♠♦✈❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡❣r❛•✿ T 0 α(B s )dB s = A(B T ) -A(B 0 ) - T 0 α ′ (B s ) 2 ds, ✷ ✇❤❡r❡ A(x) = x 0 α(y)dy✳ ❋✐♥❛••②✱ E f (X t , t ∈ [0, T ]) = E f (B T , t ∈ [0, T ]) exp A(B t ) -A(B 0 ) - T 0 α 2 (B t ) + α ′ (B t ) 2 dt .
■♥ ❬✽(✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡♣•❛❝❡ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ B ❜② ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ B ✇✐t❤

BT ∼ C exp - (x -x 0 ) 2 2T +
x 0 α(y)dy dx ✭t❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ exp - ✐s ❡①❛❝t•② exp -T 0 ϕ( Bt )dt ✳ ❙♦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ❛ tr❛•❡❝t♦r②✱ ✇❡ ♦♥•② ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ✈❛•✉❡ ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛•✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss✱ t❤❛t ✐s ❛t ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✳ ❆ tr❛•❡❝t♦r② ♦❢ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐•✐t②

(x -x 0 ) 2 2T + x 0 α(y)dy ✱ x ∈ R ✐s ✐♥t❡✲ ❣r❛❜•❡✮✳ ❚❤❡② ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ϕ(x) = 1 2 α 2 (x) + α ′ (x) ✳ ❆ss✉♠❡ ✜rst t❤❛t ϕ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ t → ϕ( Bt ) ✐s ❛•♠♦st s✉r❡•② ❜♦✉♥❞❡❞✳ E [f (X t , t ∈ [0, T ])] = KE f ( Bt , 0 ≤ t ≤ T ) exp - T 0 ϕ( Bt )dt
a = E exp - T 0 ϕ( Bt )dt . ✭✸✮ ■♥ t❤❡✐r ♣❛♣❡r✱ ❇❡s❦♦s ❡t ❛•✳ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❛•❣♦r✐t❤♠✿ ❙t❡♣ ✶ ❙✐♠✉•❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜•❡ Y ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② h(u) = C 1 exp u 0 α(y)dy - (u -x 0 ) 2 2T , ✭✹✮ ✇❤❡r❡ C 1 ✐s ❛ ♥♦r♠❛•✐③❛t✐♦♥ ❙t❡♣ ✷ ❙✐♠✉•❛t❡ ❛ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ✇✐t❤ ✉♥✐t ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥ [0, T ] × [0, K]✳ ❚❤❡ r❡s✉•t ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ ♣♦✐♥ts✿ ((t 1 , z 1 ), • • • , (t n , z n )) ✸ ❙t❡♣ ✸ ❙✐♠✉•❛t❡ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❇r✐❞❣❡ ❛t t✐♠❡s t 1 , • • • , t n ❙t❡♣ ✹ ■❢ ∀i ∈ 1, • • • , n✱ ϕ( Bti ) ≤ z i ✱ ❛❝❝❡♣t t❤❡ tr❛•❡❝t♦r②✳ ❊•s❡✱ r❡t✉r♥ t♦ ❙t❡♣ ✶ |❡♠❛r❦ ✶✳ ✶✳ ■❢ ϕ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✉t ♦♥•② ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡••♦✇✱ ✇❡ r❡♣•❛❝❡ ϕ ❜② ϕ(x) -inf y∈R ϕ(y)✳ ✷✳ ■♥ ❬✻(✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❣❡♥❡r❛•✐③❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞r✐❢t α s✉❝❤ t❤❛t ❛t •❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✿ ✭❛✮ lim sup x→+∞ α 2 (x) + α ′ (x) < +∞ ✭❜✮ lim sup x→-∞ α 2 (x) + α ′ (x) < +∞ ❙✉♣♣♦s❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✿ t❤❡② ✜rst s✐♠✉•❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ m ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❇r✐❞❣❡ B ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥t θ ✇❤❡r❡ t❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛•✐③❡❞✳ ❚❤❡ •❛✇ ♦❢ B ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② (m, θ) ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t s✐♠✉•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❛✈❛✐•❛❜•❡✳ ✸✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❇r♦✇♥✐❛♥ tr❛•❡❝t♦r② ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛✲ ❜✐•✐t② ♦❢ ❜❡❡✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s✐♠✉•❛t✐♦♥ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐t ✇♦♥✬t r❡•❡❝t ❡✈❡r② tr❛•❡❝t♦r②✳ ✷✳✷ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ s✐♠✉•❛t❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ Pr♦❝❡ss ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♦♥•② t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ ✭❛t ♠♦st✮ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ Pr♦❝❡ss ✐s ❜❡•♦✇ t❤❡ ❝✉r✈❡ ((t, ϕ( Bt ))✱ 0 ≤ t ≤ T )✳ ❙♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ s✐♠✉•❛t❡ t❤❡ ✇❤♦•❡ P♦✐ss♦♥ Pr♦❝❡ss✳ ❲❡ st♦♣ t❤❡ s✐♠✉•❛t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ PP r❡•❡❝t t❤❡ tr❛•❡❝t♦r②✳ ❙♦♦♥❡r t❤❡ r❡•❡❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❢❛st❡r ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❙♦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s✐♠✉•❛t❡ t❤❡ PP (t 1 , z 1 ), • • • (t n , z n ) ✇✐t❤ z 1 ≤ z 2 ≤ • • • ≤ z n ✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜•❡ z 1 ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛• •❛✇ ♦❢ ♣❛✲ r❛♠❡t❡r T ✭E(T )✮ ❛♥❞ t 1 ❤❛s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ •❛✇ ♦♥ [0, T ]✳ ❲❡ s✐♠✉•❛t❡ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ Bt1 ❛t t✐♠❡ t 1 ✳ • ■❢ z 1 < ϕ( Bt1 )✱ ✇❡ r❡•❡❝t t❤❡ s✐♠✉•❛t✐♦♥ • ❊•s❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ z 2 -z 1 ∼ E(T )✱ t 2 ∼ U (0, T )✱ ✇❡ s✐♠✉•❛t❡ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ Bt2 ❛t t✐♠❡ t 2 ✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛••② ♦♥ ( B0 , Bt1 , BT )✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ z 2 ❛♥❞ ϕ( Bt2 )✱ ❡t❝✳ ✷✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣❡r♠✐ts t♦ st❛rt t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❡✈❡♥ ✐❢ K(ω) = sup t∈[0,T ] ϕ( Bt ) ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❡st✐♠❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♦♥•② ♥❡❡❞ K(ω) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ t♦ st♦♣ t❤❡ s✐♠✉•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ n ✜rst ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ PPP✱ t❤❛t ✐s (t 1 , z 1 ), • • • (t n , z n ) ✇✐t❤ z 1 ≤ z 2 ≤ • • • ≤ z n ✳ ■❢ z n ≥ K(ω)✱ ✇❡ ❛❝❝❡♣t t❤❡ tr❛•❡❝t♦r② ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t r❡❛•✐③❛t✐♦♥ ♦❢ X✳ ■❢ ✇❡ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇ ❡①❛❝t•② ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ K(ω) ✭♦r ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛•✐③❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ n ✜rst ♣♦✐♥ts (t 1 , z 1 ), • • • (t n , z n ) ♦❢ t❤❡ ✹ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡•❡❝t❡❞ t❤❡ tr❛•❡❝t♦r②✱ t❤❛t ✐s t❤❡ r❡s✉•t ✐s s✉❝❤ t❤❛t ∀i = 1, • • • , n✱ ϕ( Bti ) < z i ✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛ ✇r♦♥❣ tr❛•❡❝t♦r②✳ ✸ ❈♦♥tr♦• ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❲❡ s✉♣♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜•❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①❛❝t•② ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ K(ω) = sup 0≤t≤T ϕ( Bt ) ❛♥❞ ✇❡ s✐♠✉•❛t❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞✐♥❛t❡ z✳ ■❢ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ st♦♣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ tr❛•❡❝t♦r②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛ ✇r♦♥❣ tr❛•❡❝t♦r② ✭✇❡ s❛② t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♠✐ss❡❞ ❛ r❡•❡❝t✐♦♥✮✳ ❆♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ tr❛•❡❝t♦r② ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ z n ✿ P sup t∈[0,T ] ϕ( Bt ) > z n Bt1 , • • • , Btn ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ♦❢ ♠✐ss❡❞ r❡•❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛t❤ ♦❢ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❇r✐❞❣❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ s✐♠✉•❛t❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ♦♥ [0, T ] × [0, K] ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ K ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣•❡t❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ♦♥ [0, T ] × R + ✳ ✸✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛ •❡❝t♦r② ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ r❡s✉•t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ • t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ t✐♠❡s 0 = t (0) < t (1) < • • • < t (n) < t (n+1) = T • t❤❡ s❡t S(z n ) S(z n ) = ϕ -1 ((z n , +∞)) = {x ∈ R s✳t✳ ϕ(x) > z n } ✭✺✮ • t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣♦✐♥t x ❛♥❞ ❛ s❡t S✿ d(x, S) = inf y∈S |x -y|✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t • ❚❤❡ tr❛•❡❝t♦r② ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r❡•❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ n ✜rst ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss • ❚❤❡ ♣♦✐♥ts B(ti) ✱ i = 0, • • • , n + 1 ❛r❡ ✐♥ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣•❡♠❡♥t ♦❢ S(z n )✿ min i=0,••• ,n+1 B(ti) , max i=0,••• ,n+1 B(ti) ∩ S(z n ) = ∅ ✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ♦❢ ♠✐ss❡❞ r❡•❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ tr❛✲ •❡❝t♦r② t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡•❡❝t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 2 n+1 i=1 exp -2 d( Bt (i) , S(z n ))d( Bt (i-1) , S(z n )) t (i) -t (i-1) ✺ Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ r❡❛•✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ♦♥ [0, T ]×R ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts (t i , z i ), i ≥ 1✳ ❚❤❡ s✐♠✉•❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ∀i ∈ N✱ ϕ Bti < z i ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ s✐♠✉•❛t❡ t❤❡ PPP s✉❝❤ t❤❛t ∀k > n✱ z k > z n ✳ ❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ k>n ϕ( Bt k ) > z k ⊂ sup t∈[0,T ] ϕ( Bt ) > z n ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝✉•❛r ❡①tr❡♠❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S(z n )✿ m n = sup x ∈ S(z n ) s✳t✳ x < ϕ( B(ti) ) ❢♦r i = 0, • • • , n + 1 M n = inf x ∈ S(z n ) s✳t✳ x > ϕ( B(ti) ) ❢♦r i = 0, • • • , n + 1 ❙♦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿ P sup t∈[0,T ] ϕ( Bt ) > z n ≤ i P sup t∈[t (i-1) ,t (i) ] Bt > M n +P inf t∈[t (i-1) ,t (i) ] Bt < m n ❲❡ r❡❝❛•• t❤❡ •❛✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ P sup 0≤s≤t B s > y B 0 = x, B t = z = exp - 2(y -x)(y -z) t . ✭✻✮ ❚❤✐s ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ |❡♠❛r❦ ✷✳ ❛✲ ❚❤❡ r❡•❡✈❛♥t q✉❛♥t✐t② ✐s β i = d( Bt (i) , S(z n ))d( Bt (i-1) , S(z n )) t (i) -t (i-1) ✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ β = min i β i ✳ ❙♦✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲ ♣•❛❝❡❞ ❜② 2(n + 1) exp(-2β)✳ ■❢ β ✐s ♥♦t ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ✭t❤❛t ✐s exp(-2β) ✐s ♥♦t s♠❛•• ❡♥♦✉❣❤✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢❛st ❛•❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ♦♥ (t (i-1) , t (i) ) × (z n , +∞) ❢♦r i s✉❝❤ t❤❛t β i ✐s s♠❛••✳ ❜✲ ❖❜✈✐♦✉s•②✱ ✇❡ ❛•s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② θ ❛♥❞ Bθ = m(= inf t∈[0,T ] Bt ) ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡s❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜•❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ( Bθ+t -m, t ∈ [0, T -θ]) ❛♥❞ ( Bθ-t -m, t ∈ [0, θ]) ❛r❡ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❇❡ss❡• ❇r✐❞❣❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✳ ❚♦ s✐♠✉•❛t❡ t❤❡ ❇❡ss❡• ❇r✐❞❣❡ B st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ ♣❛t❤s✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤r❡❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡s W 1 ✱ W 2 ❛♥❞ W 3 ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② Bt = (W 1 t ) 2 + (W 2 t ) 2 + (W 3 t ) 2 ✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ♦❢ ♠✐ss❡❞ r❡•❡❝t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ✸✳✷ |❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦✲ ❝❡ss ■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ s✐♠✉•❛t❡ ❛ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ✇✐t❤ ✉♥✐t ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥ [0, T ] × [0, K] ✐♥st❡❛❞ ♦❢ [0, T ] × R + ✳ ❙♦✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛ tr❛✲ •❡❝t♦r② ✐s E exp - T 0 ϕ( B(t)) ∧ Kdt ✐♥st❡❛❞ ♦❢ E exp - T 0 ϕ( B(t))dt ✳ ✻ ❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ S(K) ✭✺✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t K ✐s •❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t S(K) = (-∞, m K ) ∪ (M K , +∞) ✭-∞ ≤ m K < x < M K ≤ +∞✮✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❲❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛•✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ♦♥ [0, T ] × R + ✐s ❛ ❝♦✉♥t❛❜•❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts (t i , z i ) ✇❤❡r❡ (z i ) i∈N ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② A(K) t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ♥♦t r❡•❡❝t✐♥❣ t❤❡ tr❛•❡❝t♦r② ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t z i ≤ K✱ t❤❛t ✐s A(K) = zi≤K ϕ Bti < z i ❆♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ♦❢ ♠✐ss❡❞ r❡•❡❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② P x>K A (x) C |A (K) ≤P Y > M K 2 + exp - M K (M K -x) T + P Y < m K 2 + exp - m K (m K -x) T ✇❤❡r❡ Y ✐s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜•❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❙t❡♣ ✶ ♦❢ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠✱ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✮✳ Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❛❣❛✐♥ ❝♦♥tr♦• t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ♦❢ r❡•❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛•❡❝t♦r② ✐♥ A (K) ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② t❤❛t ✐t r❡❛❝❤❡s m K ♦r M K ✳ •✐✈❡♥ Y = u✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ •❛✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ ✭✻✮ P x>K A (x) C A (K) = P x>K A (x) C ∩ A(K) P(A(K)) ≤ P x>K A (x) C P(A(∞)) ≤ P sup 0≤t≤T Bt > M K Y = u h(u)du P(A(∞)) + P inf 0≤t≤T Bt < m K Y = u h(u)du P(A(∞)) ❆s ♥♦t❡❞ ✐♥ |❡♠❛r❦ ✶ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s str✐❝t•② ♣♦s✐t✐✈❡✱ P (A(∞)) ✐s t❤❡ ❣•♦❜❛• ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ tr❛•❡❝t♦r②✳ ▲❡t ✉s ❞❡t❛✐• t❤❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② ❢♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ I 1 = P sup 0≤t≤T Bt > M K Y = u h(u)du ≤ ∞ M K 2 h(u)du + M K 2 -∞ exp - 2(M K -x)(M K -u) T h(u)du ≤P Y > M K 2 + exp - M K (M K -x) T ❲❡ ✉s❡ ❛ s✐♠✐•❛r ✐♥❡q✉❛•✐t② ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ t♦ ❡♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✼ |❡♠❛r❦ ✸✳ ✶✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞r✐❢t α ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ■❢ lim x±∞ α(x) x = 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ✷✳ ❆♥♦t❤❡r ❛•❣♦r✐t❤♠ ♦❢ s✐♠✉•❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❦❡❡♣✐♥❣ ✜①❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣❡r♠✐ts t♦ ❝♦♥tr♦• t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ♦❢ s✐♠✉•❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ tr❛•❡❝t♦r②✳ ❲❡ ❛•s♦ ❛r❡ ❛❜•❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♥tr♦• ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r✳ ✭✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ •❛st r❡s✉•t ✐♥ K ❛❣❛✐♥st t❤❡ •❛✇ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ z n ✮✳ ✹ ❈■| ▼♦❞❡•✿ ❉❡t❛✐•s ♦❢ t❤❡ ❆•❣♦r✐t❤♠ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❛♣♣•② ♦✉r ❛•❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ s✐♠✉•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦① ■♥❣❡rs♦•• |♦ss Pr♦❝❡ss ✭❈■|✮✱ ✉s✉❛••② ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡• s❤♦rt r❛t❡ ♦r ✈♦•❛t✐•✐t② ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦•❛t✐•✐t② ♠♦❞❡• ♦♥ ❛ss❡t✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② V T = V 0 + T 0 κ (V ∞ -V t ) dt + ε T 0 V t dB t ✭✼✮ ✇❤❡r❡ κ✱ V ∞ ❛♥❞ ε ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❛ ❝•❛ss✐❝❛• tr❛♥s❢♦r♠ ✭▲❛♠✲ ♣❡rt✐✮ ♣❡r♠✐ts t♦ r❡♣•❛❝❡ t❤❡ ✈♦•❛t✐•✐t② ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ X t = 2 √ V t ε =: η(V t )
❚❤❡ ❙❉❊ s❛t✐s✜❡❞ ❜② X ✐s✿

dX t = η ′ (V t )dV t + 1 2 η ′′ (V t )d V t = 1 ε √ V t κ(V ∞ -V t )dt + ε V t dB t - ε 2 V t 4εV 3/2 t dt = 1 X t 2κV ∞ ε 2 - 1 2 - κX t 2 dt + dB t ❚❤✉s X s❛t✐s✜❡s ❛♥ ❙❉❊ ♦❢ t②♣❡ ✭✶✮ ✇✐t❤ α(x) = 1 x 2κV ∞ ε 2 - 1 2 - κx 2 ❢♦r x > 0. ❋♦••♦✇✐♥❣ ❇❡s❦♦s ❡t ❛•✳ ❛•❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜rst t♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t ϕ 1 (x) = 1 2 (α 2 (x) + α ′ (x)) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡•♦✇✳ ϕ 1 (x) = α 2 (x) + α ′ (x) 2 = 2κV ∞ ε 2 -1 2 - 1 4 1 2x 2 + κ 2 8 x 2 - κ 2 V ∞ ε 2 ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡•♦✇ ♦♥ (0, +∞) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ 2κV ∞ ε 2 -1 2 ≥ 1 4 ✽ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ d ✭❞❡✜♥❡❞ ❛s d = 4κV∞ ε 2 ✮ ♦❢ t❤❡ ❈■| ❤❛s t♦ s❛t✐s❢②✿ d ∈ (0, 1] ∪ [3, ∞). ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ •✐♠✐t ♦✉r ✇♦r❦ t♦ d ≥ 3✳ ❲❡ ❢♦••♦✇ t❤❡ ❣❡♥❡r❛• ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛♣♣•② t❤❡ ❊①❛❝t ❙✐♠✉•❛t✐♦♥ ❆•❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ❋✐♥❛• ❱❛•✉❡ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜•❡ Y ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t②✿ h(x) = Rx c exp - -(x -x) 2 2σ 2 ✶ x≥0 ✇❤❡r❡ c = 2κV ∞ ǫ 2 - 1 2 x = 2σ 2 x 0 2T x 0 = 2 ǫ V 0 σ 2 = 1 κ 2 + 1 T ❲❡ ✉s❡ ❛ ❝•❛ss✐❝❛• r❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s✐♠✉•❛t❡ t❤✐s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜•❡✳ h(x) ≤ K exp - (x -x) 2 2σ 2 ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ x ❛♥❞ σ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t K ✐s ♠✐♥✐♠❛•✳ ❖✉r ❝❤♦✐❝❡ ✐s σ = σ x = x + √ x2 + 4cσ 2 2 ✹✳✷ ❙✐♠✉•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜•❡s (m, θ) ✇❤❡r❡ m = inf 0≤t≤T Bt B0 = x 0 , BT = Y Bθ = m ❚❤✐s •❛✇ ✐s ❦♥♦✇♥ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❑❛r❛t③❛s✲❙❤r❡✈❡❬✶✷✱ ♣✳ ✶✵✷(✮ P m ∈ dα, θ ∈ ds BT = Y = α(α -Y ) t 3 (T -s) 3 exp - α 2 2s - (α -Y ) 2 2(T -s) dαds ■♥ ❇❡s❦♦s ❡t ❛•✳ ❬✻✱ Pr♦♣✳ ✷(✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡t❛✐• ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜•❡s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉•❛t❡ (m, θ)✱ t❤❛t ✐s ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ •❛✇✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛• •❛✇ ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ •❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❙❡❡ ❉❡✈r♦②❡ ❬✾✱ ♣✳✶✹✾( ❢♦r ■♥✈❡rs❡ •❛✉ss❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ✹✳✸ ❙✐♠✉•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ❲❡ ❛♣♣•② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡t❛✐•❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ z 1 ∼ E(T )✱ t 1 ∼ U(0, T )✱ Bt1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② B0 , BT , m, θ✳ ■❢ ϕ( Bt1 ) > z 1 ✱ ✇❡ r❡•❡❝t t❤❡ tr❛✲ •❡❝t♦r②✳ ❊•s❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ z 2 -z 1 ∼ E(T )✱ t 2 ∼ U(0, T )✱ Bt2 ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② B0 , Bt1 , BT , m, θ✳ ■❢ ϕ( Bt2 ) > z 2 ✱ ✇❡ r❡•❡❝t t❤❡ tr❛•❡❝t♦r②✱ ❡t❝✳ ✾ ✹✳✹ ❙t♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣•❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜•❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❡①❛❝t•② K(ω)✳ ❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ st♦♣ ✭❛♥❞ ❛❝❝❡♣t ✜♥❛••② t❤❡ tr❛•❡❝t♦r②✮ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ z n ≥ ϕ(m) n ≥ N 0 ✇❤❡r❡ N 0 ✐s ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ✺ ❙✐♠✉•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡❦s ✭❉❡•t❛ ❛♥❞ •❛♠♠❛✮ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❛✐•❡❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r✐❝❡s ♦❢ ♦♣t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛•s♦ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❡❞❣❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❉❡•t❛✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ∆(x) = d dx E x [ϕ(X t , 0 ≤ t ≤ T )]
❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ 

∆(x) = lim δx→0 E x+δx [ϕ(X t , 0 ≤ t ≤ T )] -E x [ϕ(X t , 0 ≤ t ≤ T )] δx . ❇✉t ✇❡ r❡❛••② ♥❡❡❞ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦t❤ ❡①♣❡❝✲ t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ∆(x)✳ ✺✳✶ Pr❡•✐♠✐♥❛r✐❡s ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❛♣♣•② ▼❛••✐❛✈✐♥ ❝❛•❝✉•✉s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❣r❡❡❦s ✭s❡❡ ❋♦✉r♥✐é ❡t ❛•✳ ❬✶✵(✮✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛•• t❤❡ ♠♦❞❡•✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭♣♦ss✐❜•② ❛❢t❡r ❛ ▲❛♠♣❡rt✐ tr❛♥s❢♦r♠✮ dX t = α(X t )dt + dW t . ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞r✐❢t ❝♦❡✣❝✐❡♥t α s❛t✐s✜❡❞ inf x∈R α 2 (x) + α ′ (x) > -∞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣•❛✐♥❡❞ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ♦♣t✐♦♥s V (T, x) = E x [ϕ(X T )]✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Y x t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ X x ✭❢♦r ❝♦♥✈❡✲ ♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ X x ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss X s✉❝❤ t❤❛t X 0 = x ✮✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡❞ ❜② Y x ✳        Y x t = d dx X x t dY x t = Y x t α ′ (X x t )dt Y x 0 = 1 ✶✵ ❚❤❡ s♦•✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s •✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s Y x t = exp t 0 α ′ (X x s )ds . ✭✽✮ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② D t X x T t❤❡ ▼❛••✐❛✈✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss X x ❀ t❤✐s ♣r♦❝❡ss s❛t✐s✜❡s dD t X x s = D t X x s α ′ (X x s )ds D t X x t = 1 ✭✾✮ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s Y x ❛♥❞ D t X x s❛t✐s❢② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✿ D t X x T = Y x T Y x t ✭✶✵✮ ❙♦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ Y x T = Y x t D t X x T = T 0 1 T Y x t D t X x T dt. ■♥ t❤✐s r❡•❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣•❛❝❡ 1 T ❜② ❛♥② L 2 ❢✉♥❝t✐♦♥ a s✉❝❤ t❤❛t T 0 a(t)dt = 1✳ ✺✳✷ ❉❡•t❛ ❋♦••♦✇✐♥❣ ❋♦✉r♥✐é ❡t ❛•✳ ❬✶✵(✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❝•❛ss✐❝❛• r❡s✉•ts ♦♥ ▼❛••✐❛✈✐♥ ❝❛•❝✉•✉s ✭✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ❢♦r♠✉•❛✱ s❡❡ ❬✶✺(✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ∆(x) = E x [ϕ ′ (X x T )Y x T ] = 1 T E x T 0 ϕ ′ (X x T )D t (X x T )Y x t dt = 1 T E x T 0 D t (ϕ(X x T ))Y x t dt = 1 T E x [ϕ(X x T )δ(Y x t )] = 1 T E x ϕ(X x T ) T 0 Y x t dW t |❡♠❛r❦ ✹✳ ❚❤✐s r❡•❛t✐♦♥ ✐s st✐•• ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ϕ ✐s ♥♦t ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❣❛✐♥ ✉s❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❜•❡♠ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡❣r❛•✳ T 0 Y x t dW t = W T Y x T -W 0 Y x 0 - T 0 W t dY x t T 0 Y x t dW t = W T Y x T -W 0 Y x 0 - T 0 W t Y x t α ′ (X x t )dt ✭✶✶✮ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ❛♥ ❡①❛❝t s✐♠✉•❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ❞♦♥✬t ✇❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛• ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦✉•❞ ✉s❡ ❛ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛• ❜✉t ✐t ✇♦✉•❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❜✐❛s✮✳ ❙♦✱ ✇❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ ❝•❛ss✐❝❛• ♣r♦♣❡rt②✿ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss γ✱ T 0 γ t dt = T Ē(γ U T ) ✭✶✷✮ ✇❤❡r❡ U ✐s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜•❡ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ [0, 1]✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ γ ❛♥❞ Ē ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ U ✳ ✶✶ |❡♠❛r❦ ✺✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❙❡❡ ❬✶✸( ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Y ✭✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ∆(x) = E ϕ(X x T ) T W T exp T 0 α ′ (X x s )ds - W 0 T -W U1T α ′ (X x U1T ) exp U1T 0 α ′ (X x s )ds ❲❡ ♥♦✇ ❛♣♣•② •✐rs❛♥♦✈ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ∆(x) = E ϕ( BT ) T exp - 1 2 T 0 α 2 ( Bs ) + α ′ ( Bs )ds × ( BT - T 0 α( Bt )dt) exp T 0 α ′ ( Bx s )ds - x T -BU1T - U1T 0 α( Bs )ds α ′ ( BU1T ) exp U1T 0 α ′ ( Bx s )ds ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t α 2 + α ′ ❛♥❞ α 2 -α ′ ❛r❡ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡••♦✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ❛♣♣•② t❤❡ s❛♠❡ r❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ∆(x) = -E xϕ( BT ) T 2 exp - 1 2 T 0 α 2 ( Bs ) + α ′ ( Bs )ds + E ϕ( BT ) T BT -T α( BU2T ) exp - 1 2 T 0 α 2 ( Bs ) -α ′ ( Bs )ds -E ϕ( BT ) T BU1T -U 1 T α( BU1U2T ) α ′ ( BU1T ) exp - 1 2 T 0 α 2 ( Bs ) + (1 -2✶ U1T ≤s≤T )α ′ ( Bs )ds ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❡r♠✐ts t♦ s✐♠✉•❛t❡ ❡①❛❝t•② ∆(x) ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s✳ ✺✳✸ ❆✉①✐•✐❛r② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛• r❡s✉•ts ✉s❡❢✉• t♦ ❛♣♣•② ❛ s✐♠✐•❛r ❛•❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ •❛♠♠❛✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❝❛•❝✉•✉s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❣✐✈❡ ♦♥•② t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ❛♥❞ •❡❛✈❡ t❤❡ ❞❡t❛✐•s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Z x t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ X x t        Z x t = d 2 dx 2 X x t Z x T = T 0 α ′′ (X x t ) (Y x t ) 2 + α ′ (X x t )Z x t dt ✶✷ ❲❡ s♦•✈❡ t❤✐s •✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ Z x T = Y x T T 0 α ′′ (X x s )Y x s ds. ✭✶✸✮ ❲❡ ♥❡❡❞ ❛•s♦ t❤❡ ▼❛••✐❛✈✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss Y x ✇❤✐❝❤ ✐s s♦•✉t✐♦♥ ♦❢ D t Y x T = T 0 α ′′ (X x s )Y x s D t X x s + α ′ (X x s )D t Y x s ds ❲❡ s♦•✈❡ t❤✐s •✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ D t Y x T = Y x T Y x t T t α ′′ (X x s )Y x s ds ✭✶✹✮ ✺✳✹ •❛♠♠❛ ❋♦••♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ϕ ✐s s♠♦♦t❤✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛•• ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ∆(x) ❛♥❞ ❣✐✈❡ Γ(x) ∆(x) = E ϕ(X x T ) T T 0 Y x t dW t Γ(x) = E Ψ ′ (X x T ) T Y x T T 0 Y x t dW t Γ1(x) + E ϕ(X x T ) T T 0 Z x t dW t Γ2(x) ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Γ 2 ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❞✐✣❝✉•t✐❡s Γ 2 (x) = E ϕ(X T ) T W T Y x T T 0 α ′′ (X x t )Y x t dt - T 0 W t (Y x t ) 2 α ′′ (X x t )dt - T 0 t 0 W t α ′ (X x t )α ′′ (X x u )Y x u Y x t dudt ✭✶✺✮ ❲❡ ✇✐•• ✉s❡ t❤❡ ▼❛••✐❛✈✐♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rt ❢♦r♠✉•❛ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ tr❛❝t❛❜•❡ ❢♦r♠✉•❛t✐♦♥ ❢♦r Γ 1 ✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ✭✶✵✮✱ Γ 1 (x) = 1 T 2 E T 0 D t ϕ(X x T )Y x t T 0 Y x s dW s dt = 1 T 2 E ϕ(X x T )δ Y x t T 0 Y x s dW s ❲❡ ✜♥❛••② ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ ❡①♣•✐❝✐t t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ •❛st ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛♣♣•② ❬✶✺✱ Pr♦♣✳ ✶✳✸✳✸( t♦ ♦❜t❛✐♥ δ Y x t T 0 Y x s dW s = T 0 Y x s dW s δ (Y x t ) - T 0 D t T 0 Y x s dW s Y x t dt ❛♥❞ D t T 0 Y x s dW s = Y x t + T t D t Y x s dW s ✶✸ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ❝❛♥ r❡♠♦✈❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡❣r❛•s✿ T t D t Y x s dW s = (D t Y x T ) W T - T t W s α ′′ (X x s )Y x s Y x s Y x t ds - T t W s α ′ (X x s )Y x s Y x t s t α ′′ (X x u )Y x u duds ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Γ ❛♥❞ ✉s❡ ❛❣❛✐♥ ✭✶✷✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② U 1 ✱ U 2 ❛♥❞ U 3 t❤r❡❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜•❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ W ✳ Γ(x) = E Ψ(X x T ) x 2 T 2 - 2x T 2 W T Y x T + 1 T 2 (W T ) 2 (Y x T ) 2 + 2x T W U1T α ′ (X x U1T )Y x U1T - 1 T Y x U1T 2 + (U 1 -1) W U1T α ′′ (X x U1T ) Y x U1T 2 +W U1T α ′ (X x U1T )W U2T α ′ (X x U2T )Y x U1T Y x U2T - 2W T T W U1T α ′ (X x U1T )Y x T Y x U1T + W x (T ) (1 -U 1 ) α ′′ (X x U1T )Y x T Y x U1T +U 1 T (U 1 U 2 -1) W U1T α ′ (X x U1T )α ′′ (X x U1U2T )Y x U1U2T Y x U1T ❋✐♥❛••②✱ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ✉s❡ •✐rs❛♥♦✈ ❚❤❡♦r❡♠ t♦ r❡♣•❛❝❡ t❤❡ •❛✇ ♦❢ X ❜② t❤❡ •❛✇ ♦❢ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡❀ ✇❡ r❡♣•❛❝❡ W t ❜② Bt -tα( BUt ) ❲❡ ♥❡❡❞ ♥♦✇ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t α 2 + α ′ ✱ α 2 -α ′ ❛♥❞ α 2 -3α ′ ❛r❡ t❤r❡❡ ❢✉♥❝✲ t✐♦♥s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡••♦✇✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠✉•❛t❡ ❡①❛❝t•② t❤❡ q✉❛♥t✐t② ✐♥ t❤❡ •❛st ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ |❡♠❛r❦ ✻✳ ■♥ ❬✷(✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❣✐✈❡ ❡①♣•✐❝✐t ❢♦r♠✉•❛ ♦❢ t❤❡ ▼❛••✐❛✈✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉•❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈■|✱ ✻ ◆✉♠❡r✐❝❛• |❡s✉•ts ■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛• r❡s✉•ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✜rst st✉❞✐❡❞ ❛♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❡①❛♠♣•❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♦✉r ✇❛② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❈■|✳ ✻✳✶ ❆♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❡①❛♠♣•❡✿ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❖r♥st❡✐♥ ❯❤•❡♥❜❡❝❦ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①❛♠♣•❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉•❛r ❞r✐❢t α s✉❝❤ t❤❛t lim -∞ α 2 + α ′ = +∞ ❛♥❞ lim +∞ α 2 + α ′ < ∞ X 0 = x 0 dX t = α(X t )dt + dB t α(x) = -M x + x 2 ✶ x≤-1 + M 2 x 2 ✶ -1≤x≤0 . ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡①❛❝t r❡❛•✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss X✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✐♠❡s ♦❢ s✐♠✉•❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t✉r✐t② T ✳ ❋✐❣✳ ✶ ♣r❡s❡♥t
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ s✐♠✉•❛t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ s✐♠✉•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss✳ ❚❤❡ r❡s✉•t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛• t✐♠❡ T ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡s ♦❢ s✐♠✉•❛t✐♦♥ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝•♦s❡ ❢♦r s♠❛•• ✈❛•✉❡ ♦❢ T ✳ ❚❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛• r❛t❡ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s s♠❛••❡r ✇✐t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ✻✳✷ ❈■| ■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛• r❡s✉•ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■| ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✳ ❲❡ r❡❝❛•• t❤❡ ❙❉❊ ✭✼✮ V T = V 0 + T 0 κ (V ∞ -V t ) dt + ε T 0 V t dB t .
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✜①❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛•✉❡s 

κ = 0.5 V ∞ = 0.04 ε = 0.1 T = 1. ❲❡ ❛♣♣•② ♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ E V0 f (V T ) ✭Pr✐❝❡s✮✱ ∂ ∂V 0 E V0 f (V T ) ✭❉❡•t❛✮ ❛♥❞ ∂ 2 ∂V 2 0 E V0 f (V T ) ✭•❛♠♠❛✮ ✇❤❡r❡ f ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭f(x) = x 2 ) ♦r f ✐s ♥♦t s♠♦♦t❤ ✭f(x) = ✶ x>0.06 )✳ ❆ ❙♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ f (z) = z 2 ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ V 0 = 0.04 ∂ ∂V 0 E V0 (V 2 T ) = 0.0533178 ± 1.6 × 10 -5 E V0 (V 2 T ) = 0.00185282 ± 5.8 × 10 -8 ∂ 2 ∂V 2 0 E V0 (V 2 T ) = 0.
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❊rr♦r ❢♦r E(f (V T ) ❢♦r •✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❆ ♥♦♥ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ f (z) = ✶ z>0.06 ■♥ ❚❛❜•❡ ✶ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ V 0 → P V0 (V 1 > 0.06) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼♦♥t❡✲❈❛r•♦ s✐♠✉•❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡①tr❛♣♦•❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r t✇♦ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛rr♦✉♥❞ V 0 = 0.04 ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡•t❛ ❛♥❞ •❛♠♠❛✳ |❡♠❛r❦ ✼✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠✉•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■|✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ m ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥•② ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❡ tr❛•❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥✜♠✉♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛•s♦ ✐♠♣♦s❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ K ≥ ϕ(m) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ❛ tr❛•❡❝t♦r②✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✱ ✇❡ ✐••✉str❛t❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② F t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ✉s❡❞ t♦ r❡•❡❝t ❛ tr❛•❡❝t♦r②✳ ✼ ❈♦♥❝•✉s✐♦♥ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡•❛①❡❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ❛♣♣•② t❤❡ ❡①❛❝t s✐♠✉•❛t✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡s❦♦s ❡t ❛•✳ ❬✻(✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛•s♦ ✉s❡❞ ▼❛••✐❛✈✐♥ ❝❛•❝✉•✉s t♦ ❣✐✈❡ ❡①❛❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❉❡•t❛ ❛♥❞ t❤❡ •❛♠♠❛✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦•♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜✈✐♦✉s•② ❛♣♣•② t♦ ❡st✐♠

✷

  ❊①❛❝t ❙✐♠✉•❛t✐♦♥ ✷✳✶ ❇❡s❦♦s✲P❛♣❛s♣✐•✐♦♣♦✉•♦s✲|♦❜❡rts ▼❡t❤♦❞ ❇❡s❦♦s ❡t ❛•✳ ❬✼✱ ✻( ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①❛❝t s✐♠✉•❛t✐♦♥ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❙❉❊ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② r❡❝❛•• ❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡② ❝❛♥ s✐♠✉•❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss X s♦•✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❙❉❊✿

  ✭✷✮ ❚❤✐s ✐❞❡♥t✐t② ♣❡r♠✐ts t♦ s✐♠✉•❛t❡ ❡①❛❝t•② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ X ✇✐t❤ ❛ r❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦✲ ❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡② s✐♠✉•❛t❡ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t t❤❡ tr❛•❡❝t♦r② ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② exp -T 0 ϕ( Bt )dt ✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② K(ω) t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠✉•❛t❡ ❛ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ♦♥ [0, T ] × [0, K(ω)]✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ D(ω) = (t, y) ∈ [0, T ] × [0, K(ω)], y ≤ ϕ( Bt )

  ❛t❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡•✳ ❲❡ ❤❛✈❡ r❡♠♦✈❡❞ t❤❡ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥•② t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r•♦ ❡rr♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥✿ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣❡♥❡r❛•✐③❡❞ ❡❛s✐•② t♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ❜✐❣ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❡s♣❡❝✐❛••② ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ •❛♠♠❛✮ ❛♥❞ ✐t s❤♦✉•❞ ♣r♦❜❛❜•② ❜❡ ❛ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥❝❡ ✐❢ ✇❡ ❝♦✉•❞ ♣r♦♣♦s❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

  ♠✉•❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡•❡❝t

  736373 ± 4.6 × 10 -3 , ✶✺ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛•✉❡ ❛❢t❡r ± ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛•✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❋✐❣✳ ✷ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡rr♦r ✇❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇✐t❤ ❛ •✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

	3e-006			Standard Deviation Quadratic Extrapolation	
					Standard Deviation Linear Extrapolation	
						Error Quadratic Extrapolation	
	2.5e-006					Error Linear Extrapolation	
	2e-006								
	1.5e-006								
	1e-006								
	5e-007								
	0								
	-5e-007								
	-1e-006								
	0.02	0.025	0.03	0.035	0.04	0.045	0.05	0.055	0.06

  ✶✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr✐❝❡s ✭A 0 (f )✮✱ ❉❡•t❛ ✭A 1 (f )✮✱ •❛♠♠❛ ✭A 2 (f )✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈■| ✇✐t❤ ❛ ❞✐❣✐t❛• ♦♣t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s f (z) = ✶ z>0.06 ✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼♦♥t❡ ❈❛r•♦ s✐♠✉•❛t✐♦♥s ✐s 30 × 10 6 ✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❤♦✉•❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ ✉s✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①❛❝t tr❛•❡❝t♦r② s✐♠✉•❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬✶✶(✮✳ ■t s❤♦✉•❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜•❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❣r❡❡❦s ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛

	V 0			Pr✐❝❡	st❞❞❡✈	❉❡•t❛	st❞❞❡✈	•❛♠♠❛	st❞❞❡✈
	✵✳✵✶			✵✳✾✾✻✺✾✾	✶✳✵✻✷✾❡✲✵✺	✲✵✳✼✶✽✹✽✽	✵✳✵✸✸✹✸✷✷	✲✶✵✼✳✻✺✷	✶✶✳✸✸✸✸
	✵✳✵✷	1.2	✵✳✾✽✷✾✷✺	✷✳✸✻✺✷✼❡✲✵✺	✲✷✳✶✼✻✹✻	✵✳✵✷✼✻✼✸✷	✲✷✶✺✳✽✻✹	✽✳✷✹✶✸✷
	✵✳✵✸			✵✳✾✹✾✶✽✾	✹✳✵✵✾✺✹❡✲✵✺	✲✹✳✻✸✽✹✻	✵✳✵✷✹✹✹✶ Monte Carlo approximation ✲✷✽✵✳✽✷✸	✻✳✾✾✷✽
	✵✳✵✸✻ ✵✳✵✸✽	1	✵✳✾✶✻✹✵✺ ✵✳✾✵✸✵✺✶	✺✳✵✺✸✷✽❡✲✵✺ ✺✳✹✵✷✶✺❡✲✵✺	✲✻✳✸✹✷✸✸ ✲✻✳✾✶✵✷✶	✵✳✵✷✷✽✹✶✶ ✵✳✵✷✷✸✸✸✶ Polynomial approximation ✲✷✽✼✳✵✵✼ ✲✷✼✻✳✵✻✻	✻✳✷✾✷✹✾ ✻✳✹✺✻✵✽
	✵✳✵✹			✵✳✽✽✽✻✼✻✺	✺✳✼✹✷✸✷❡✲✵✺	✲✼✳✹✼✷✷✻	✵✳✵✷✶✽✸✷✻	✲✷✼✻✱✾✵✽	✻✳✶✸✺✽✺
	✵✳✵✹✷	0.8	✵✳✽✼✸✷✹✻	✻✳✵✼✹✷❡✲✵✺	✲✽✳✵✶✸✺✸	✵✳✵✷✶✸✸✼	✲✷✼✷✳✾✾✹	✺✳✾✽✷✺✽
	✵✳✵✹✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✺ ✵✳✵✻ ✵✳✵✼ x P (V < 0.06) 1	0.4 0.6	✵✳✽✺✻✻✷✺ ✵✳✽✽✽✻✽✻ ✵✳✽✵✶✵✻✹ ✵✳✻✾✷✶✻ ✵✳✺✼✷✽✽✻	✻✳✸✾✽✹❡✲✵✺ ✺✳✼✹✷✸✷❡✲✵✺ ✼✳✷✽✽✸✻❡✲✵✺ ✽✳✹✷✼✻✸❡✲✵✺ ✾✳✵✸✶✷❡✲✵✺	✲✽✳✺✹✺✺✹ ✲✼✳✹✽✺✹✻ ✲✾✳✾✾✸✶✾ ✲✶✶✳✺✽✺✸ ✲✶✷✳✵✽✼✹	✵✳✵✷✵✽✺✵✽ ✵✳✵✷✶✽✸✷✻ ✵✳✵✶✾✹✶✷✸ ✵✳✵✶✼✵✼✽✺ ✵✳✵✶✹✽✹✻✶	✲✷✺✸✳✽✷✻ ✲✷✼✾✳✻✼✼ ✲✷✶✸✳✹✼✸ ✲✶✶✶✳✻✸✶ ✶✸✳✷✻✺✻	✺✳✽✸✷✼✻ ✻✳✶✸✺✽✺ ✺✳✹✵✸✼✺ ✹✳✼✷✷✺✶ ✹✳✵✼✺✼✻
	✵✳✵✽			✵✳✹✺✹✷✵✼	✾✳✵✾✵✸✹❡✲✵✺	✲✶✶✳✹✼✻✽	✵✳✵✶✷✼✸✺✻	✶✵✻✳✸✾✻	✸✳✹✻✺✹✹
	✵✳✵✾			✵✳✸✹✺✺✹✺	✽✳✻✽✷✷✸❡✲✵✺	✲✶✵✳✶✷✶✼	✵✳✵✶✵✼✾✷✺	✶✻✵✳✸✸✻	✷✳✾✵✹✸✼
		0.2					
	❚❛❜•❡ ♠❡t❤♦❞✳	0.01	0.02	x 0.05 ❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr✐❝❡s 0.03 0.04 0.06	0.07	0.08	0.09
							✶✻ ✶✼