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Résumé
Dans ce papier, nous proposons une méthode per-

mettant d’étudier la prouvabilité des formules implica-
tives par analyse statique. Elle consiste à caractériser
les formules et les programmes par des (in)équations
mathématiques permettant de vérifier si une formule
est satisfiable ou non sans effectuer le processus de
preuve.
Nous nous sommes aussi intéressés à la correction
des formules fausses. En effet, nous proposons une
méthode qui permet de synthétiser, pour une classe
particulière de programmes et de formules implica-
tives, les prédicats de correction qui symbolisent les
hypothèses manquantes à la formule pour qu’elle de-
vienne vraie.

Abstract
The purpose of this work is to study, formally, the

provability of implicative formulas by static analysis. To
do that, we propose heuristics that allow us to know
whether a given formula is satisfiable or not before at-
tempting the proof. The method consists in characteri-
zing the input formula and the program under conside-
ration by mathematical (in)equations representing suf-
ficient conditions for a proof to succeed, if it exists.
We are also interested in the analysis and correction of
faulty conjectures, especially when correction involves
finding a collection of hypotheses, together with a set
of axioms, that turn faulty formulas into theorems. The
method is based on corrective predicates invention.

1 Introduction

La vérification joue un rôle important dans le développe-
ment des logiciels. Une des solutions pour développer des
systèmes de vérification efficaces est l’utilisation des mé-
thodes formelles, en particulier la preuve des théorèmes.

Cette méthode consiste à prouver qu’un programme donné
P vérifie bien les propriétés pour lesquelles il a été conçu,
elle se base sur le système de preuve par pliage/dépliage
[7] qui n’est autre qu’un ensemble de règles de déduction.
En partant d’une formule totalement fausse, les méthodes
existantes de [2, 1, 5, 3] ne peuvent détecter l’insatisfiabi-
lité de cette formule qu’après avoir effectué le processus
de preuve. Il serait plutôt intéressant de détecter que la for-
mule est totalement fausse sans effectuer la preuve.
La problématique abordée dans cet article consiste à propo-
ser une méthode permettant de savoir (sans utiliser un sys-
tème de preuve) si une formule donnée est insatisfiable ou
non. Une formule est satisfiable si elle admet une instance
close (cas de base) pour laquelle la formule est vraie. Elle
est insatisfiable dans le cas contraire. Cette méthode se base
sur l’analyse statique de la formule et du programme asso-
cié qui n’est autre que l’extraction des informations perti-
nentes qui s’y trouvent.
Dans le cas où la formule n’est pas valide, on propose une
approche permettant de localiser l’erreur et proposer une
correction à cette formule. La correction se fait en géné-
rant un prédicat de correction qui caractérise les hypothèses
manquante à la formule pour qu’elle devienne vraie.
Dans ce qui suit, nous allons tout d’abord introduire le sys-
tème de preuve par pliage et dépliage, nous présentons par
la suite la méthode élaborée permettant l’étude de la prou-
vabilité des formules implicatives. Les résultats trouvés se-
ront exploités dans la dernière partie permettant ainsi de
synthétiser un prédicat de correction à la formule.

2 Système de preuve

Etant donné un programme définiP et une formule im-
plicative π, le système de preuve par pliage/dépliage [7]



tente de vérifier queπ est une propriété du programmeP.
Il est basé sur l’application des règles de déduction.
Le schéma général d’une règle de déduction peut être vu
comme suit :

< π >
< π′ >

(nom-règle)

oùπ est la formule à prouver etπ′ est la conjonction ou la
disjonction de formules implicatives obtenue à partir deπ
en appliquant la règle de déductionnom-règle.
Soientc1, ..., ck les clauses du programmeP telles que
ci : Bi ← ∆i, i = 1,..,k.
Le tableau 1 illustre les différentes règles de déduction et
leurs conditions d’application.

Nom de Schéma Conditions
la règle de la règle

dépliage π : Γ ← ∆, A θj =

droit (nfi) ∧k
j=1(πj : Γ ← ∆, ∆j)θj pgu(A, Bj)

dépliage π : Γ, A ← ∆ θj =

gauche (dci) ∨k
j=1(πj : (Γ, ∆j)θj ← ∆) pgu(A, Bj)

pliage π0 : Λ ← Σ Σθ = ∆1

droit π : Γ ← ∆1, ∆2

(cutr) π′ : Γ ← Λθ, ∆2

pliage π0 : Λ ← Σ Λθ = Γ1

gauche π : Γ1, Γ2 ← ∆

(cutl) π′ : Σθ, Γ2 ← ∆
Simplification A, Γ ← B, ∆ Aθ = B

(simp) Γθ ← ∆

TAB . 1 – Les règles de déduction

Soient la formuleπ0 : pair(y) ← double(x, y)
etP le programme suivant :

pair(0) ← (1)

pair(s2(x)) ← pair(x) (2)

double(0, 0) ← (3)

double(s(x), s2(y)) ← double(x, y) (4)

L’arbre de preuve associé à cette formule est représenté par
la figure 1. Comme toutes les feuilles de l’arbre sont éti-
quetées par vrai, nous pouvons déduire que la formuleπ0

est une propriété du programmeP.

3 Prouvabilité d’une formule

L’objectif de notre travail est d’étudier la prouvabilité
d’une formule donnée. Pour cela, on va s’appuyer sur la
notion de système de preuve déjà présenté, pour dégager la
première instance close vraie de la formule si elle existe.

FIG. 1 – Arbre de preuve deπ0

3.1 Exemple introductif

Soientπ : sup(y,s(x))←double(x,y) une formule etP le
programme logique suivant :

double(0, 0) ← (5)

double(s(x), s2(y)) ← double(x, y) (6)

sup(s(x), 0) ← (7)

sup(s(x), s(y)) ← sup(x, y) (8)

Le processus de preuve deπ par pliage/dépliage donne
l’arbre représenté par la figure 2.
A partir de cette figure, on constate que pour aboutir à la
première instance clause vraie de la formule (i.e la pre-
mière feuille de l’arbre étiquetée par vrai), il faut effectuer
2 nfi par rapport à 6 suivi d’un nfi par rapport à 5 puis de 3
dci par rapport à 8 et 1 dci par rapport à 7.
La méthode proposée permet de déterminer le nombre de
dépliages (nfi et dci) permettant d’aboutir au premier cas
vrai, s’il existe. Pour réaliser cet objectif, la formule et le
programme associé sont caractérisés par des équations ma-
thématiques dont la résolution détermine la validité de la
formule dans ce programme. Lorsque la formule est to-
talement fausse (insatisfiable), le système d’(in)équations
n’admettra pas de solutions entières.

3.2 Méthode proposée

L’objectif de la méthode proposée est de déterminer le
nombre de dépliages nécessaires pour aboutir au premier
cas de base vrai d’une formule donnée. Pour réaliser cet ob-
jectif, nous caractérisons mathématiquement les formules
et les programmes considérés à travers une analyse statique
afin d’extraire les informations pertinentes qui s’y trouvent.
Cette analyse statique permettra l’étude de l’influence
des dépliages sur les degrés d’instanciation des va-



FIG. 2 – Arbre de preuve deπ

riables de la formule. Elle permet de dégager un système
d’(in)équations dont la résolution donne les valeurs de :

– drec : nombre de nfi par rapport à la clause récursive
– grec : nombre de dci par rapport à la clause récursive

Nous allons illustrer notre méthode sur la formuleπ déjà
présentée. Nous constatons que la recherche du premier cas
de base vrai se fait en quatre étapes :

1. Application dedrec nfi sur double(x,y) en utilisant 6.

2. Application d’une nfi sur double(x,y) en utilisant 5.

3. Application degrec dci sur sup(y,s(x)) en utilisant 8.

4. Application d’une dci sur sup(y,s(x)) en utilisant 7.

Dans ce qui suit, nous allons détailler ces étapes :

Etape 1 L’application dedrec nfi récursifs influe sur le
membre gauche en instanciant ses arguments. La formule
obtenue aura alors cette forme :

π1 : sup(s2∗drec(y), sdrec+1(x)) ← double(x,y)

Etape 2 L’application de la clause (1) nécessite la sub-
stitutionθ = {x/0, y/0}. Nous obtenons alors la formule :

π2 : sup(s2∗drec(0), sdrec+1(0)) ←

Etape 3 L’application de grec dci récursifs sur le
membre gauche deπ2 donne :

π3 : sup(s2∗drec−grec(0), sdrec+1−grec(0)) ←

Etape 4 La dernière étape de la recherche du premier cas
de base vrai consiste à appliquer la règle (3). Nous consta-
tons que, pour que la formuleπ3 soit vraie, il faut que :

{
2 ∗ drec − grec ≥ 1 ⇔ drec ≥ 2
drec − grec + 1 = 0 grec ≥ 3

Le système obtenu présente les conditions à vérifier par
drec etgrec pour avoir un cas de base vrai.



Pour trouver le premier cas de base vrai, il suffit d’ajouter
la condition quedrec est minimum, ainsi nous obtenons le
système linéaire (E) suivant :





grec = drec + 1
drec ≥ 2
drec = Z(min)

La résolution de (E) donne comme solutiondrec=2 et
grec=3. Donc pour trouver le premier cas de base vrai de
π, il suffit de fairedrec + 1 (trois) nfi suivi degrec + 1
(quatre) dci.

3.3 Généralisation

Nous nous sommes limités à une classe particulière de
formules implicatives, il s’agit des formules avec un seul
atome dans chacun des deux membres, et une classe par-
ticulière de programmes, ce sont les programmes récursifs
linéaires décroissants à une seule clause récursive.
Soitπ une formule qui a la forme suivante :

P2(sb1(x1), ....., sbn(xn)) ← P1(sa1(x1), ....., sap(xp))

Les programmesP1 etP2 définissantP1 etP2 sont les sui-
vants :

P1(s
α1(d1), ....., s

αp(dp)) ←
P1(s

k1+r1(z1), .., s
kp+rp(zp)) ← P1(s

k1(z1), .., s
kp(zp))

P2(s
β1(c1), ..., s

βn(cn)) ←
P2(s

k′1+r′1(y1), .., s
k′n+r′n(yn)) ← P2(s

k′1(y1), .., s
k′n(yn))

A partir d’étude rigoureuse d’exemples, nous avons établi
une approche permettant la recherche du premier cas de
base vrai d’une formule. Il s’agit d’un processus formé par
les quatres étapes suivantes :

1. drec nfi en utilisant la clause récursive deP1.

2. 1 nfi en utilisant le cas de base deP1.

3. grec dci en utilisant la clause récursive deP2.

4. 1 dci en utilisant le cas de base deP2.

Cette approche se base sur l’étude de l’influence des nfi et
dci sur les degrés d’instanciation des variables de la for-
mule. Elle consiste à caractériser les formules et les pro-
grammes par des (in)équations mathématiques permettant
ainsi de vérifier si une formule est satisfiable ou non sans
effectuer le processus de preuve.

4 Cas d’une formule insatisfiable

Notre approche permet de prouver l’insatisfiabilité d’une
formule sans effectuer le processus de preuve.

Propriété 1 Dans le cas où la formuleπ est totalement
fausse, il n’existe pas de valeurs pourdrec et grec pour
lesquelles les équations sont vérifiées.

Exemple 1 Soit la formule suivante :

π : even(s(y)) ← plus(x, x, y)

En appliquant notre approche sur cette formule, nous obte-
nons l’équation suivante :2∗drec +1−2∗grec = 0, c’est
à dire 2 ∗ (drec − grec) = −1. Cette équation n’a pas de
solution, nous pouvons alors déduire que cette formule est
totalement fausse. Ceci est vrai, en effetπ exprime le fait
que si x+x=y alors y+1 est impair.

5 Correction des formules fausses

Dans le domaine de la vérification, les preuves ne se ter-
minent pas toujours avec succès. Ceci est dû soit au fait
que la formule à prouver est incorrecte soit que que le pro-
gramme contient des erreurs. Dans le cas où la formule est
incorrecte, la plupart des prouveurs se limitent à signaler
l’échec de la preuve et ne s’intéressent pas à détecter la
cause de l’échec ou de proposer un moyen pour la corriger.

Certains travaux ont été élaborés dans le domaine de
la correction des incohérences dans les programmes et
les formules logiques. Une première classe de méthodes
[6] s’intéresse à la génération des contre-exemples. La
deuxième classe qui s’intéresse à la correction des conjec-
tures est celle qui vise à synthétiser un prédicat de correc-
tion. En particulier, Fřanová et Kodratoff [4] ont proposé
une méthode appelée Pres qui permet de construire des
prédicats de correction. Dans cette partie, nous proposons
une méthode permettant de corriger des formules fausses.
Etant donnés une formuleπ et un programmeP tels que
M(P) 2 π, notre but est d’inventer un prédicat de cor-
rectionP0 tel queM(P ∪ Q) ² (π ← P0), oùQ est le
programme définissantP0.
Notre approche se base sur les résultats trouvés dans la sec-
tion précédente, c’est à dire sur les valeurs dedrec et grec

représentant respectivement le nombre de nfi et de dci ré-
cursifs nécessaires pour atteindre un cas de base vrai.

5.1 Exemple introductif

L’étude effectuée pour la recherche du premier cas de
base vrai de la formulesup(y, x) ← double(x, y) donne
comme résultat le système (E) suivant :

(E)
{

drec ≥ 1
grec = drec

Cela veut dire que pour trouver une substitution qui rend
vraie cette formule, il faut appliquerdrec ≥ 1 dépliages
récursifs du prédicat double suivi d’un dépliage du même
prédicat par rapport à son cas de base, ensuite, il faut ef-
fectuer le même nombre de dépliages récursifs du prédicat
sup suivi d’un dépliage du même prédicat par rapport à son
cas de base.
La méthode que nous allons présenter permet de calculer le



prédicat de correction d’une formule donnée en se basant
sur les valeurs dedrec etgrec.
Pour dégager le cas de base deP0, nous allons nous in-
téresser à la première substitution qui rend la formuleπ
vraie. La recherche de ce cas de base donne comme résul-
tatdrec = grec = 1. La substitution effectuée pour aboutir
à ce cas de base estθ = {x/s(0), y/s2(0)}. Nous pouvons
alors dégager la clause représentant le cas de base deP0 :

P0(s(0), s2(0)) ←
A partir du système (E), nous pouvons constater que
la différence entre deux valeurs successives dedrec est
une constante, donc pour passer d’une instance vraie à
une autre il suffit d’appliquer la même substitutionθ =
{x/s(x), y/s2(y)}. Nous pouvons ainsi conclure que si la
formuleπ est vraie pour x et y, alorsπ est vraie pours(x) et
s2(y). On obtient ainsi la clause représentant le cas récursif
du prédicat de correction.

P0(s(x), s2(y)) ← P0(x, y)

Le programme définissantP0 est alors :
{

P0(s(0), s2(0) ←
P0(s(x), s2(y) ← P0(x, y)

5.2 Formalisation de la méthode proposée

Nous avons généralisé la démarche vue dans le para-
graphe précédent en calculant le prédicat de correction
d’une formule donnée à partir des valeurs dedrec etgrec.
Soit le système suivant :

E

{
drec(min) = γ
drec(k+1) − drec(k) = δ

avec drec(min) représente la valeur minimale dedrec,
drec(k) etdrec(k+1) représentent deux valeurs consécutives
de drec, nous avons ainsi supposé que la différence entre
deux nfi récursifs menant à vrai est toujours une constante.
A la formule π, on introduit le prédicat de correction
P0(x1, ..., xm), où x1, ..., xm sont les variables consti-
tuants les deux membres deπ qui seront dégagés à travers
l’analyse statique de la formule et du programme associé.

6 Conclusion

L’objectif du travail effectué est d’étudier la prouvabi-
lité d’une formule implicative donnée en détectant son pre-
mier cas de base vrai. Ce dernier est déterminé en calcu-
lant le nombre de nfi et dci nécessaires pour aboutir à vrai.
La méthode proposée offre aussi la possibilité de détecter
qu’une formule est insatisfiable sans effectuer le processus
de preuve. Les résultats ainsi obtenus sont utilisés pour la
correction des spécifications fausses. Etant donnés une for-
mule Π et un programmeP tels queM(P) 2 Π, nous

avons présenté une méthode permettant de synthétiser un
prédicat de correctionP0 telle queM(P ∪ Q) ² (Π ←
P0), oùQ est le programme définissantP0.

Nous nous limitons aux formules implicatives à un seul
atome dans chaque membre et aux programmes récursifs
linéaires, décroissants et à une seule clause récursive. Il
serait intéressant d’élargir cette classe de programmes sur
lesquels nous pouvons appliquer nos méthodes. En effet,
un programmeP dont le membre droit contient plus qu’un
prédicat peut être étudié en appliquant une projection sur
un seul prédicat du membre droit. Nous obtenons un pro-
grammeP̆ auquel nous pouvons appliquer les procédures
déjà élaborées. Une heuristique peut alors être établie pour
généraliser les résultats sur cette classe de programmes.
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