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Résumé

Nous étudions dans cet article une nouvelle forme
normale, celle des bases littérales, pour les formules boo-
léennes quantifiées (prénexes). Un des aspects majeurs
d’une base littérale est que le certificat (qui permet de
vérifier a posteriori qu’une décision positive sur une for-
mule booléenne quantifiée est correcte ou non) en est
un cas particulier. Notre principal résultat est un algo-
rithme orienté recherche qui calcule un certificat associé
à une formule booléenne quantifiée dans le cas où elle est
valide. Un autre aspect majeur d’une base littérale est
qu’elle peut être vue comme étant le résultat d’une com-
pilation de la formule booléenne quantifiée qui respecte
des propriétés d’optimalité en terme de construction de
la solution et de minimalité en terme de modèles propo-
sitionnels de la matrice.

Abstract

We study in this article a new normal form, the lite-
ral bases, for the (prenex) quantified Boolean formulae.
One of the major aspects of literal bases is that the no-
tion of certificate (which allows to verify a posteriori that
validity of a quantified Boolean formula is correct or not)
is one special case. Our main result is a top-down search
algorithm which computes the certificate associated to
a quantified Boolean formula in case of its validity. Ano-
ther major aspect of literal bases is that a literal base
may be seen as a the result of the compilation of the
quantified Boolean formula which respects some proper-
ties of optimality (in term of generation of solutions) and
minimality (in term of number of propositional models
of the matrix).

1 Introduction

Le problème de validité pour les formules booléennes
quantifiées (QBF) est une généralisation du problème
de satisfiabilité pour les formules booléennes. Tan-
dis que décider de la satisfiabilité des formules boo-
léennes est NP-complet, décider de la validité des QBF

est PSPACE-complet. C’est le prix à payer pour une
représentation plus concise pour de très nombreuses
classes de formules. Une multitude d’importants pro-
blèmes de décision parmi des champs très divers ont
des transformations polynomiales vers le problème de
validité des QBF. Les QBF sont aussi utiles pour re-
présenter des stratégies dans un jeu fini à deux joueurs.
Dans un tel jeu les adversaires jouent alternativement
en valuant les variables d’une formule qui doit être va-
lide si un des deux joueurs est sûr de gagner. Dans
ce style d’application, une procédure de décision n’est
pas suffisante et une solution au problème de recherche
associé à la QBF est nécessaire. De plus, lorsque l’algo-
rithme de décision répond valide ou non-valide, il n’y
a aucun moyen de vérifier que l’algorithme a correc-
tement répondu : dans le cadre de la logique proposi-
tionnelle, le résultat associé à la décision positive est le
modèle qui est alors facilement vérifiable. Une possibi-
lité est de construire un arbre représentant la solution
(appelé politique [6] ou stratégie [3]) mais il est alors
dans le pire et la majeur partie des cas de taille expo-
nentielle. Dans [1] une solution à ces deux problèmes
est proposée : le sat-certificat qui est une représenta-
tion pour une séquence des fonctions booléennes qui
valide la formule. Si la notion de sat-certificat est ex-
primée dans [1] indépendemment de tout algorithme,
elle l’est dans le formalisme des diagrammes de déci-
sion binaire [4] pour des formules sous forme normale
conjonctive. De plus son extraction n’est explicitée que
dans le cadre du solver sKizzo [2] basé sur la skolémi-
sation symbolique et le raisonnement symbolique ; or
la plupart des implémentations [9] sont basées sur des
algorithmes orientés recherche à la Davis, Logemann
et Loveland [8]1. Dans [12], un algorithme d’élimina-
tion des quantificateurs est proposé pour résoudre les

1Il est à noter que sKizzo permet aussi le calcul via un algo-
rithme DLL et en extrait des sat-certificats
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QBF (et non “seulement” décider de la validité). Cet
algorithme génère une QBF équivalente non seulement
au sens de la validité mais aussi par la préservation
des solutions de la formule. Le résultat de l’applica-
tion de l’algorithme peut être vu comme le compilé de
la QBF initiale. Le format de cette QBF générée est
très proche de celui des sat-certificats.

Après des préliminaires et un exemple introductif
qui a pour but de révéler les intuitions, nous présentons
les résultats suivants :

– une description de cette forme commune pour les
sat-certificats et le compilé d’une QBF selon [12] :
les bases littérales,

– une interprétation des sat-certificats en terme de
QBF selon les bases littérales,

– des opérations internes ainsi que des propriétés
sur bases littérales ;

le tout amenant
– à une extension de tout algorithme orienté re-

cherche pour la construction des sat-certificats et
– à une extension de tout algorithme orienté re-

cherche pour la compilation d’une QBF valide en
une base littérale respectant un critère d’optima-
lité et dont l’interprétation sous forme de QBF
est telle que la matrice respecte un critère de mi-
nimalité.

2 Préliminaires

Les formules booléennes quantifiées. Les valeurs
booléennes sont notées vrai et faux. L’ensemble des
symboles (ou variables) propositionnel(le)s est noté V.
Les symboles ⊥ et > sont les constantes booléennes.
Le symbole ∧ est utilisé pour la conjonction, ∨ pour la
disjonction, ¬ pour la négation, → pour l’implication
et ↔ pour la bi-implication. L’ensemble des formules
propositionnelles est dénoté PROP. Un littéral est
une variable booléenne ou la négation de celle-ci. Une
formule booléenne est sous forme normale conjonctive
(FNC) - resp. disjonctive (FND) - si c’est une conjonc-
tion de disjonctions de littéraux - resp. disjonction
de conjonctions de littéraux ; la fonction fnc - resp.
fnd - de PROP dans PROP calcule la FNC - resp.
FND - d’une formule quelconque. Une substitution
est une fonction de l’ensemble des variables dans l’en-
semble PROP. Nous définissons la substitution d’une
variable x par F dans G, notée G[x ← F ], comme
étant la formule obtenue de G en remplaçant toutes
les occurrences de la variable propositionnelle x par
la formule F . Une valuation v est une fonction de V
dans BOOL et l’interprétation, notée v∗ est son ex-
tension dans PROP. A une valuation v est associé
une substitution ~v ainsi : si v(x) = vrai alors [x← >]
est dans ~v, si v(x) = faux alors [x ← ⊥] est dans ~v.

La satisfaction propositionnelle est notée |= (v |= F
signifie que v∗(F ) = vrai, la formule propositionnelle
F est satisfaite par la valuation v et v est un modèle
de F ) et l’équivalence logique ≡. Le symbole ∃ est
utilisé pour la quantification existentielle et ∀ pour la
quantification universelle (q est utilisé pour noter un
quantificateur quelconque). Toute formule booléenne
est aussi une formule booléenne quantifiée (QBF). Si
F est une QBF et x est une variable booléenne alors
(∃x F ) et (∀x F ) sont des QBF. Un lieur est une
châıne de caractères q1x1 . . . qnxn avec x1, . . . , xn des
variables distinctes et q1 . . . qn des quantificateurs ; le
lieur vide est dénoté ε ; par convention, des quantifi-
cateurs différents lient des variables différentes. Une
formule booléenne quantifiée constituée d’un lieur et
d’une formule booléenne appelée matrice est une QBF
prénexe ; si toute variable apparaissant dans une QBF
possède une occurrence dans le lieur elle est dite close.
Nous nous restreignons par la suite aux QBF prénexes
et closes. Une QBF est en FNC - resp. FND - si sa
matrice l’est.

La sémantique des QBF. La sémantique des sym-
boles booléens est définie de manière habituelle. La
sémantique des quantificateurs est la suivante : pour
toute variable booléenne y et toute QBF qyQF ,

∃yQF = (QF [y ← >]∨QF [y ← ⊥])

et
∀yQF = (QF [y ← >]∧QF [y ← ⊥]).

Une QBF est valide si F≡>. Si y est une variable
quantifiée existentiellement précédée par les variables
quantifiées universellement x1, . . . , xn, nous notons
ŷx1...xn sa fonction de Skolem de {vrai, faux}n dans
{vrai, faux}. Un modèle pour une QBF F est une
séquence s de fonctions de Skolem qui satisfait la
formule [5]. Par exemple, la QBF ∃y∃x∀z((x∨y)↔z)
n’est pas valide tandis que ∀z∃y∃x((x∨y)↔z) l’est
avec pour séquence possible de fonctions de Skolem :
ŷz(vrai) = vrai, ŷz(faux) = faux, x̂z(vrai) = faux
et x̂z(faux) = faux. Un modèle (booléen) pour une
formule booléenne non quantifiée (i.e. une formule
propositionnelle) correspond exactement au modèle
(QBF) de sa clôture existentielle. Une QBF est va-
lide si et seulement s’il existe une séquence de fonc-
tions de Skolem qui satisfasse la formule. Dans [12, 11],
une nouvelle relation d’équivalence sur les QBF, no-
tée ∼=, a été introduite ; elle porte sur la préservation
de l’ensemble des modèles (et non plus seulement sur
la validité). Par exemple, ∀z∃y∃x((x∨y)↔z)≡> mais
∀z∃y∃x((x∨y)↔z) 6∼= >.

sat-certificat. A une fonction de Skolem ŷx1...xn

faisant partie d’une séquence de fonctions de Sko-



lem qui satisfait une QBF, nous associons deux for-
mules propositionnelles Py and Ny définies unique-
ment sur les variables universellement quantifiées
{x1, . . . , xn} ainsi : v∗(Py) = vrai si et seulement si
ŷx1...xn

(v(x1), . . . , v(xn)) = vrai et v∗(Ny) = vrai si
et seulement si ŷx1...xn

(v(x1), . . . , v(xn)) = faux (v
une valuation quelconque). A une séquence de fonc-
tions de Skolem ŷ1; . . . ; ŷm satisfaisant une QBF F ,
y1, . . . , ym les variables existentiellement quantifiées,
est associé un sat-certificat i.e. une séquence de paires
de formules (P1, N1); . . . ; (Pm, Nm). Cette définition
est légèrement différente de celle de [1] : dans notre
définition les formules Pi et Ni, 1 ≤ i ≤ m, sont
associées exactement aux fonctions de Skolem tandis
que, dans [1], elles sont associées à des fonctions boo-
léennes qui recouvrent des ensembles de fonctions de
Skolem. Dans cet article, nous nous plaçons pour des
raisons de clarté dans la plus grande généralité : un
algorithme quelconque orienté recherche, sans présup-
poser de mécanismes de déduction qui rendraient cer-
taines variables sans valuation à la fin du calcul.

3 Exemple introductif

Nous développons un exemple introductif pour sou-
tenir l’intuition des algorithmes et résultats qui seront
présentés dans les sections suivantes.

Soit la formule propositionnelle

F = ((c∨b)∧(b→((c→d)∧(c∨(a↔¬d)))))

Alors F peut être décomposée selon la séquence de
variables a; b; c; d en les formules :

F≡ (¬a∨>)∧(a∨>)∧(¬b∨>)∧(b∨>)∧
(¬c∨>)∧(c∨>)∧(¬d∨X¬)∧(d∨X)

ou bien

F≡
1︷ ︸︸ ︷

(¬a∨>)∧(a∨>)∧
2︷ ︸︸ ︷

(¬b∨>)∧(b∨>)∧
(¬c∨>)︸ ︷︷ ︸

3

∧ (c∨b)︸ ︷︷ ︸
4

∧ (¬d∨X¬)︸ ︷︷ ︸
5

∧ (d∨X)︸ ︷︷ ︸
6

avec X = (¬a∨¬b∨¬c)∧(¬a∨b∨c)∧
(a∨¬b∨¬c)∧(a∨¬b∨c)∧(a∨b∨c)

et X¬ = (¬a∨¬b∨c)∧(¬a∨b∨c)∧(a∨b∨c).
La première (élémentaire) a été obtenue par as-

sociativité directement à partir de la forme normale
conjonctive2 de F :

fnc(F ) =
(¬a∨¬b∨¬c∨d)∧(¬a∨b∨c∨d)∧(a∨¬b∨¬c∨d)∧
(a∨¬b∨c∨d)∧(a∨b∨c∨d)∧(¬a∨¬b∨c∨¬d)∧
(¬a∨b∨c∨¬d)∧(a∨b∨c∨¬d)

2Ce n’est pas la forme normale la plus simplifiée.

La seconde est plus intéressante car elle exhibe les
propriétés suivantes :

1. pour toute valeur de vérité de a, la formule admet
(au moins) un modèle ;

2. pour toute valeur de vérité de b, la formule admet
(au moins) un modèle ;

3. si c est interprété à vrai, la formule admet (au
moins) un modèle ;

4. si c est interprété à faux, pour que la formule
admette un modèle il faut que b soit vrai ;

5. si d est interprété à vrai, pour que la formule
admette un modèle il faut nécessairement que X¬

soit vrai.

6. si d est interprété à faux, pour que la formule
admette un modèle il faut nécessairement que X
soit vrai ;

Cette seconde décomposition peut être obtenue à
partir de la forme normale disjonctive2 de F :

fnd(F ) =
(a∧b∧c∧d)∨(a∧b∧¬c∧¬d)∨(a∧¬b∧c∧d)∨
(a∧¬b∧c∧¬d)∨(¬a∧b∧c∧d)∨(¬a∧b∧¬c∧d)∨
(¬a∧¬b∧c∧d)∨(¬a∧¬b∧c∧¬d)

et l’équivalence (spécialisation de la distributivité)

((¬x∧A)∨(x∧B))
dis≡ ((A∨B)∧(¬x∨B)∧(x∨A))

ainsi

fnd(F )
dis≡ (Y ∨Y ¬)∧(¬d∨Y ¬)∧(d∨Y )
dis∗≡ (¬a∨>)∧(a∨>)∧(¬b∨>)∧(b∨>)∧

(¬c∨>)∧(c∨b)∧(¬d∨Y ¬)∧(d∨Y )

avec Y = (a∧b∧¬c)∨(a∧¬b∧c)∨(¬a∧¬b∧c) et

Y ¬ = (a∧b∧c)∨(a∧¬b∧c)∨(¬a∧b∧c)∨
(¬a∧b∧¬c)∨(¬a∧¬b∧c)

Nous pouvons enfin retrouver la seconde décompo-
sition en remarquant que Y≡X et Y ¬≡X¬.

Nous poursuivons cet exemple introductif en quan-
tifiant la formule F ainsi : F∀a∃b∀c∃d = ∀a∃b∀c∃dF .

A nouveau

F∀a∃b∀c∃d ∼= ∀a∃b∀c∃d
(¬a∨>)∧(a∨>)∧(¬b∨>)∧(b∨>)∧
(¬c∨>)∧(c∨b)∧(¬d∨X¬)∧(d∨X)

Mais cette décomposition n’a plus la propriété inté-
ressante exhibée pour SAT : il n’y a pas de fonction de
Skolem b̂a qui satisfasse la QBF telle que b̂a(.) = faux.
Mais une telle décomposition est possible :



F∀a∃b∀c∃d ∼= ∀a∃b∀c∃d
1︷ ︸︸ ︷

(¬a∨>)∧(a∨>)∧
2︷ ︸︸ ︷

(¬b∨>)∧
3︷ ︸︸ ︷

(b∨⊥)∧
4︷ ︸︸ ︷

(¬c∨>)∧(c∨>)∧
(¬d∨(a∧b∧c)∨(¬a∧b∧c)∨(¬a∧b∧¬c))︸ ︷︷ ︸

5

∧ (d∨(a∧b∧¬c))︸ ︷︷ ︸
6

Les cas 1 et 4 sont immédiats puisque les variables
a et c sont quantifiées universellement ;

2. & 3. Pour une valeur de vérité de a donnée, si
b̂a(a) = faux il n’existe pas de séquence de
fonctions de Skolem qui satisfasse la QBF et si
b̂a(a) = vrai il existe (au moins) une séquence de
fonctions de Skolem qui satisfasse la QBF ;

5. Pour des valeurs de vérité de a et c données,
si d̂ac(a, c) = vrai, pour que la QBF admette
au moins une solution il faut nécessairement que
(a∧b∧c)∨(¬a∧b∧c)∨(¬a∧b∧¬c) soit vrai ;

6. Pour des valeurs de vérité de a et c données,
si d̂ac(a, c) = faux, pour que la QBF admette
au moins une solution il faut nécessairement que
(a∧b∧¬c) soit vrai ;

De cette dernière décomposition s’obtient le certi-
ficat : (>,⊥); ((a∧c)∨(¬a∧c)∨(¬a∧¬c), (a∧¬c)) dans
lequel nous retrouvons l’unique séquence b̂a; d̂ac de
fonctions de Skolem qui satisfasse la QBF avec :

b̂a(vrai) = vrai, b̂a(faux) = vrai,
d̂ac(vrai,vrai) = vrai, d̂ac(vrai, faux) = faux,
d̂ac(faux,vrai) = vrai, d̂ac(faux, faux) = vrai.

4 Base littérale

Les formes normales disjonctive et conjonctive, aussi
bien pour SAT que pour QBF, suivent l’aspect hori-
zontal d’une table de vérité (dont les valuations des
symboles propositionnels forment les colonnes) : elles
reprennent syntaxiquement respectivement la disjonc-
tion des modèles et la négation de la disjonction des
valuations qui falsifient la formule. Si dans SAT, les
formes normales disjonctive et conjonctive reflètent
exactement l’ensemble des modèles, il n’en est pas
de même dans QBF : des conjonctions de littéraux
(resp. disjonctions de littéraux) peuvent faire parti de
la forme normale disjonctive (respectivement conjonc-
tive) de la matrice sans pour autant faire parti d’une
solution à la QBF. Les formes décrites dans [1] (le
sat-certificat pour la validité d’une QBF) et [12] (le
calcul d’une QBF équivalente conservant toutes les so-
lutions) sont dans l’aspect vertical de la table de vé-
rité (et donc selon une séquence pour les variables). En
nous inspirant de ces formes, nous définissons la notion
de base littérale pour les QBF, nous en donnons l’in-
terprétation selon les QBF puis nous définissons trois

lois internes. Deux d’entre-elles transposent au niveau
des bases littérales la disjonction et la conjonction, la
troisième introduit dans les fonctions booléennes un
nouvel argument. Nous introduisons aussi une pro-
priété d’optimalité qui reflète la propriété exhibée dans
l’exemple introductif et une propriété de minimalité
pour les QBF ; le lien entre optimalité et minimalité
sera explicité. Nous montrons alors comment dans le
cadre de SAT (i.e. toutes les variables sont existentiel-
lement quantifiées) une base littérale optimale peut
être calculée, ceci en prélude aux algorithmes pour les
QBF de la section suivante.

4.1 Base littérale et opérations

Nous explorons dans cette partie une forme normale,
que nous appelons base littérale, qui suit l’aspect ver-
tical de la table de vérité.

Définition 1 (Base littérale) Une base littérale est
un couple (Q,G) constitué

– soit de Q = ε et G = > ou G = ⊥ ;
– soit d’un lieur Q = q1x1 . . . qnxn, n > 0, et d’une

séquence de couples de formules (que nous nom-
merons les gardes) G = (P1, N1); . . . ; (Pn, Nn)
telle que les formules Pk et Nk sont soit > ou
⊥ soit uniquement construites sur les variables
{x1, . . . , xk−1}.

Nous notons BQ l’ensemble des bases littérales pour
un lieur Q et définissons la fonction grds qui ex-
trait les gardes de la base littérale et qui est telle que
grds((Q,G)) = G.

De par la définition précédente :
– si Q = ε alors Bε = {(ε,>), (ε,⊥)} ;
– si Q = qx alors
Bqx = {(qx, (>,>)), (qx, (>,⊥)),

(qx, (⊥,>)), (qx, (⊥,⊥))}

Définition 2 (Interprétation d’une base littérale)
L’interprétation d’une base littérale B, fonction à
valeur dans l’ensemble des QBF et notée B∗, est
définie par :

– si B = (ε, F ) alors B∗ = F ;
– si B = (q1x1 . . . qnxn, (P1, N1); . . . ; (Pn, Nn)),
n > 0, alors

B∗ = q1x1 . . . qnxn
∧
k≤n

((¬xk∨Pk)∧(xk∨Nk))

Théorème 1 (Complétude des bases littérales)
Soit QF une QBF alors il existe une base littérale
B ∈ BQ telle que B∗ ∼= QF .

Argument de la preuve : Ce théorème est immédiat
car toute formule est équivalente à une formule sous
forme normale conjonctive dont la dernière variable de
la séquence peut être mise en facteur. 2



Exemple 1 (Suite de l’exemple introductif)
Soit Q = ∃a∃b∃c∃d alors B =
(Q, (>,>); (>,>); (>,>); (X¬, X)) et B′ =
(Q, (>,>); (>,>); (>, b); (Y ¬, Y )) sont telles que
B,B′ ∈ BQ et B∗ ∼= ∃a∃b∃c∃dF et B′∗ ∼= ∃a∃b∃c∃dF .

Nous transcrivons la conjonction et la disjonction
dans le formalisme des bases littérales en deux lois de
composition interne respectivement ⊗ et ⊕. L’inter-
prétation des bases littérales ayant pour colonne verté-
brale la conjonction, l’opérateur ⊗ est immédiat ; par
contre l’opérateur ⊕ est plus complexe puisqu’il in-
tègre la distributivité. Nous ajoutons un opérateur in-
dicé par une variable x qui est un opérateur pour com-
biner les sat-certificats et introduire dans les fonctions
booléennes le nouvel argument x : cet opérateur est di-
rectement inspiré de la manière dont on démontre que
le fragment propositionnel constitué uniquement sur la
conjonction, la disjonction et la négation est complet.

Définition 3 (Opérateurs ⊗, ⊕ et ◦) Soit un
lieur Q = q1x1 . . . qnxn et B,B′ ∈ BQ. Les opérateurs
⊗,⊕ : BQ × BQ → BQ sont définis par :
⊗ : (Q, (P1, N1); . . . ; (Pn, Nn))⊗

(Q, (P ′1, N
′
1); . . . ; (P ′n, N

′
n))

= (Q, ((P1∧P ′1), (N1∧N ′1)); . . . ;
((Pn∧P ′n), (Nn∧N ′n))

⊕ : si Q = ε alors (B ⊕B′) = (B∨B′) sinon

(Q, (P1, N1); . . . ; (Pn, Nn))⊕
(Q, (P ′1, N

′
1); . . . ; (P ′n, N

′
n))

= (Q, ((P1∨P ′1), (N1∨N ′1));
(P2∧(P ′2∨X )∧(P2∨X ′),
N2∧(N ′2∨X )∧(N2∨X ′)); . . . ;
(Pn∧(P ′n∨X )∧(Pn∨X ′),
Nn∧(N ′n∨X )∧(Nn∨X ′)))

avec X = ((¬x1∨P1)∧(x1∨N1)),
X ′ = ((¬x1∨P ′1)∧(x1∨N ′1))

et avec Q′ = q2x2 . . . qnxn

(Q′, (P2, N2); . . . ; (Pn, Nn))⊕
(Q′, (P ′2, N

′
2); . . . ; (P ′n, N

′
n)) =

(Q′, (P2,N2); . . . ; (Pn,Nn))

L’opérateur ◦x : BQ × BQ → B∀xQ défini par :

(Q, (P1, N1); . . . ; (Pn, Nn))◦x
(Q, (P ′1, N

′
1); . . . ; (P ′n, N

′
n))

= ( ∀xQ,
(>,>);
(((¬x∨P1)∧(x∨P ′1)), ((¬x∨N1)∧(x∨N ′1))); . . . ;
(((¬x∨Pn)∧(x∨P ′n)), ((¬x∨Nn)∧(x∨N ′n))))

Dans la définition précédente, lorsque n = 1,

(q1x1, (P1, N1))⊕ (q1x1, (P¬1 , N
¬
1 ))

= (q1x1, ((P1∨P¬1 ), (N1∨N¬1 )))

ce qui définit le cas d’arrêt de l’opération ⊕.
Il est important de remarquer que l’opérateur ◦ n’est

pas commutatif.

Exemple 2 (Suite de l’exemple introductif)
Soient Q = ∀a∃b∀c∃d et les bases littérales

B1 = (Q, (⊥,>); (¬a,¬a); (¬a, (¬a∧b));
(¬a∧(b∨c),¬a∧¬b∧c))

et
B2 = (Q, (>,⊥); (a, a); (a, (a∧b));

((a∧c)), (a∧(b↔¬c)))
Après simplifications algébriques

(B1 ⊕B2) = (Q, (>,>); (>,>); (>, b); (Y ¬, Y ))

Soient B3 = (∃b∀c∃d, (>,⊥); (>,>); (c,¬c)) et
B4 = (∃b∀c∃d, (>,⊥); (>,>); (>,⊥)) alors

(B3 ◦a B4) = (Q, (>,>); (>,⊥); (>,>);
([(a∧c)∨(¬a∧c)∨(¬a∧¬c)], (a∧¬c)))

Le théorème suivant confirme la sémantique des opé-
rateurs ⊕ et ⊗.

Théorème 2 Soient Q un lieur et B,B′ ∈ BQ telles
que B∗ = QF et B′∗ = QF ′ alors (B ⊗ B′)∗ =
QF⊗ avec F⊗≡(F∧F ′) et (B ⊕ B′)∗ = QF⊕ avec
F⊕≡(F∨F ′).

Argument de la preuve : La première équivalence est
immédiate par définition ; la seconde se démontre par
récurrence grâce à la distributivité. 2

Le théorème suivant nous permettra dans la section
suivante de reconstruire des certificats pour des algo-
rithmes orientés recherche puisqu’il recombine dans le
cas d’un quantificateur universel les certificats obtenus
par la substitution dans la formule de la variable uni-
verselle par> ou⊥. Dans la définition du sat-certificat
n’est fait mention ni du lieur, ni de gardes pour les va-
riables universelles ; nous définissons donc la fonction
certificat qui extrait d’une base littérale uniquement
les gardes pour les variables existentielles.

Théorème 3 Soit ∀xQF une QBF. Si
certificat(B>) est un sat-certificat pour QF [x ← >]
et certificat(B⊥) est un sat-certificat pour
QF [x ← ⊥] alors certificat(B> ◦x B⊥) est un
sat-certificat pour ∀xQF .

Argument de la preuve : Le théorème se démontre
en remarquant que dans (B> ◦x B⊥) si x est substitué
par > le sat-certificat de B> est retrouvé et que si x
est substitué par ⊥ le sat-certificat de B⊥ est retrouvé.
2



4.2 Optimalité et minimalité

A une QBF correspond un ensemble de bases litté-
rales. Dans le cas de SAT, ce qui rend plus intéressante
la base littérale construite grâce à la forme normale
disjonctive par rapport à celle obtenue grâce à la forme
normale conjonctive est sa plus grande efficacité à dé-
tecter au plus tôt les valuations qui ne conduisent pas
à un modèle ; nous définissons la propriété d’optimalité
pour caractériser ces bases littérales.

Définition 4 (Optimalité d’une base littérale)
Soit q1x1 . . . qnxnF une QBF valide et une base
littérale B = (q1x1 . . . qnxn, (P1, N1); . . . ; (Pn, Nn))
telle que B∗ ∼= q1x1 . . . qnxnF . La base littérale B
est optimale (pour q1x1 . . . qnxnF ) si pour tout i,
1 ≤ i ≤ n, v une valuation pour les variables de
x1 . . . xi−1.

– si v |= Pi alors il existe (au moins) une sé-
quence de fonctions de Skolem qui satisfasse la
QBF qi+1xi+1 . . . qnxn~v(F )[xi ← >] ;

– si v |= Ni alors il existe (au moins) une sé-
quence de fonctions de Skolem qui satisfasse la
QBF qi+1xi+1 . . . qnxn~v(F )[xi ← ⊥].

Cette propriété d’optimalité est en lien avec la pro-
priété de minimalité qui exprime que la matrice de
la QBF ne contient que les modèles nécessaires à la
construction de toutes les solutions à la QBF.

Définition 5 (Minimalité d’un QBF) Une QBF
est minimale si tout modèle de la matrice fait partie
d’une séquence de fonctions de Skolem qui la satis-
fasse.

Ce qui rend particulièrement intéressante la pro-
priété d’optimalité d’une base littérale est exprimé
dans le théorème suivant.

Théorème 4 Soit B une base littérale optimale alors
B∗ est une QBF minimale.

Argument de la preuve : Si l’interprétation de la base
littérale n’est pas minimale alors il existe un modèle
pour la matrice de l’interprétation qui ne fait pas par-
tie d’une séquence de fonctions de Skolem qui satisfait
la formule donc nécessairement il existe une séquence
de gardes satisfaites par ce modèle mais au moins une
de ces gardes n’aurait pas dû l’être puisque l’interpré-
tation de la base littérale n’est pas minimale donc la
base littérale n’est pas optimale. 2

Dans le cas de la base littérale exprimant un sat-
certificat les propriétés d’optimalité et de minimalité
sont aisément obtenues.

La réciproque du théorème 4 est fausse comme le
démontre l’exemple suivant.

Exemple 3 La base littérale suivante

(∀a∃b∀c∃d, (>,>); (>,⊥); (>,>);
((a∧b∧c)∨(¬a∧b∧c)∨(¬a∧b∧¬c), (a∧b∧¬c)))

issue de l’exemple introductif est optimale et son in-
terprétation est bien minimale tandis que la base lit-
térale suivante toujours issue du même exemple intro-
ductif n’est pas optimale mais son interprétation est
minimale :

(∀a∃b∀c∃d, (>,>); (>,>); (>,>);
((a∧b∧c)∨(¬a∧b∧c)∨(¬a∧b∧¬c), (a∧b∧¬c)))

4.3 Mise sous forme de base littérale

Il est possible, dans le cas SAT, d’obtenir à partir
de la forme normale disjonctive une base littérale qui
ait les propriétés mises en exergue dans l’exemple in-
troductif.

Définition 6 (Fonction msf bl) Soit la fonction γ
qui associe à un littéral positif la constante ⊥ et à
un littéral négatif la constante >. Soit la fonction
Γ construit à partir d’un lieur ∃x1 . . . ∃xn et d’une
conjonction constituée de littéraux sur ces variables
(l1, . . . , ln) une base littérale ainsi :

Γ(∃x1 . . . ∃xn, l1∧ . . .∧ln) =
(∃x1 . . . ∃xn, (γ(l1), γ(l1)); . . . ; (γ(ln), γ(ln)))

Nous étendons alors cette fonction à une forme nor-
male disjonctive grâce à la loi interne ⊕ (1 ≤ i ≤
n, 1 ≤ j ≤ m, lij des littéraux sur les variables xi) :

msf bl(∃x1 . . . ∃xn,
∨

1≤j≤m
∧

1≤i≤n lij) =⊕
1≤j≤m Γ(∃x1 . . . ∃xn,

∧
1≤i≤n lij)

Exemple 4 (Suite de l’exemple 2) Nous rappe-
lons que

fnd(F ) =
(a∧b∧c∧d)∨(a∧b∧¬c∧¬d)∨(a∧¬b∧c∧d)∨
(a∧¬b∧c∧¬d)∨(¬a∧b∧c∧d)∨(¬a∧b∧¬c∧d)∨
(¬a∧¬b∧c∧d)∨(¬a∧¬b∧c∧¬d)

Nous réalisons le calcul en deux parties :

(Γ(Q, a∧b∧c∧d)⊕ Γ(Q, a∧b∧¬c∧¬d))⊕
(Γ(Q, a∧¬b∧c∧d)⊕ Γ(Q, a∧¬b∧c∧¬d)) =

(Q, (⊥,>); (¬a,¬a); (¬a, (¬a∧b));
(¬a∧(b∨c),¬a∧¬b∧c))

et

(Γ(Q,¬a∧b∧c∧d)⊕ Γ(Q,¬a∧b∧¬c∧d))⊕
(Γ(Q,¬a∧¬b∧c∧d)⊕ Γ(Q,¬a∧¬b∧c∧¬d)) =

(Q, (>,⊥); (a, a);
(a, (a∧b)); ((a∧c), (a∧(b↔¬c))))



Nous reconnaissons alors les bases littérales B et B′

de l’exemple 2 donc⊕
(
∧

k≤n
lk)∈fnd(F )

Γ(Q,
∧
k≤n

lk) = (B ⊕B′)

et nous avons bien

∃a∃b∃c∃dF ∼= ∃a∃b∃c∃d fnd(F )
∼= (

⊕
(
∧

k≤n
lk)∈fnd(F ) Γ(Q,

∧
k≤n lk))∗

= msf bl(∃a∃b∃c∃d, fnd(F ))

Tirant parti de l’associativité et de la commutati-
vité de l’opération ⊕ (héritées de la disjonction par le
théorème 2) et surtout du cas particulier où tous les
quantificateurs sont existentiels, la fonction msf bl est
suffisante pour SAT.

Théorème 5 (Correction et optimalité) Soit F
une formule propositionnelle sur un ensemble de
variables {x1, . . . , xn} et la base littérale B =
msf bl(∃x1 . . . ∃xn, fnd(F )) alors B∗ ∼= ∃x1 . . . ∃xnF
et si la formule F est satisfiable alors la base littérale
B est optimale pour la QBF ∃x1 . . . ∃xnF .

La démonstration de ce théorème est triviale grâce
au théorème 2.

La fonction msf bl n’est pas suffisante pour les
QBF en général qui demande le respect de l’ordre
du lieur. Nous présentons donc un algorithme récur-
sif search bl sat ayant les mêmes propriétés pour le
cas de SAT que la fonction msf bl mais qui s’éten-
dra plus aisément dans la section prochaine aux QBF
quelconques. Le cœur de cet algorithme est orienté re-
cherche à la Davis, Logemann et Loveland [8].

Le théorème suivant montre que l’algorithme
search bl sat réalise en fait une mise sous forme nor-
male disjonctive.

Théorème 6 (msf bl = search bl sat) Soit F une
formule propositionnelle sur un ensemble de variables
{x1, . . . , xn}.

msf bl(∃x1 . . . ∃xn, fnd(F )) =
search bl sat(∃x1 . . . ∃xn, F ).

La démonstration par induction de ce théorème est
directe.

5 Bases littérales et certificats QBF pour
les algorithmes orientés recherche

Dans cette section, nous présentons nos principaux
résultats sur les algorithmes orientés recherche pour
les QBF :

Algorithme 1 search bl sat

Entrée: Q : un lieur purement existentiel
Entrée: F : une formule propositionnelle sur Q
Sortie: une base littérale

si Q = ∃x alors
selon F faire
cas > : retourner (∃x, (>,>))
cas ⊥ : retourner ⊥
cas x : retourner (∃x, (>,⊥))
cas ¬x : retourner (∃x, (⊥,>))

fin selon
sinon
Q = ∃xQ′
bl+ := search bl sat(Q′, F [x← >])
bl− := search bl sat(Q′, F [x← ⊥])
si bl+ = ⊥ et bl− = ⊥ alors retourner ⊥ fin si
si bl+ = ⊥ alors
retourner (Q, (⊥,>) ; grds(bl−)) fin si
si bl− = ⊥ alors
retourner (Q, (>,⊥) ; grds(bl+)) fin si
retourner (Q, (>,⊥) ; grds(bl+))⊕

(Q, (⊥,>) ; grds(bl−))
fin si

– l’extension à tout algorithme orienté recherche du
calcul d’un sat-certificat pour une QBF ;

– l’extension à tout algorithme orienté recherche du
calcul d’une base littérale dont l’interprétation est
équivalente (au sens de la conservation des fonc-
tions de Skolem) à la QBF.

5.1 Certificats QBF pour les algorithmes orientés
recherche

Nous présentons l’algorithme search certif qbf qui
calcule un sat-certificat pour une QBF selon un algo-
rithme orienté recherche.

L’algorithme search certif qbf détermine d’abord
si le lieur est réduit à un unique quantificateur. Dans
le cas où il n’y a qu’un seul quantificateur, s’il est exis-
tentiel quatre cas sont possibles, correspondant dans
l’ordre de l’algorithme à : ∃x>≡∃xx, ∃x⊥≡⊥, ∃xx ∼=
∃((¬x∨>)∧(x∨⊥)) et ∃x¬x ∼= ((¬x∨⊥)∧(x∨>)) ; si
le quantificateur est universel alors si F≡> alors
∀xF≡> sinon ∀xx≡∀x¬x≡∀x⊥≡⊥. Dans le cas où
il n’y a pas qu’un seul quantificateur, étant dans
un algorithme orienté recherche, le premier est consi-
déré3. Si le quantificateur est existentiel alors il suf-
fit qu’un des deux appels récursifs pour la substi-
tution par > (resp. ⊥) ne soit pas à ⊥ pour re-
tourner un sat-certificat (Q, (>,⊥); grds(bl+)) (resp.

3plus précisément n’importe quelle variable du premier bloc
de quantificateurs identiques



Algorithme 2 search certif qbf

Entrée: Q : le lieur d’une QBF
Entrée: F : la matrice d’une QBF
Sortie: un sat-certificat si la QBF est valide et ⊥

sinon
si Q = qx alors
si q = ∃ alors
selon F faire
cas > : retourner (∃x, (>,⊥))
cas ⊥ : retourner ⊥
cas x : retourner (∃x, (>,⊥))
cas ¬x : retourner (∃x, (⊥,>))

fin selon
sinon si F≡> alors
retourner (∀x, (>,>))

sinon
retourner ⊥

fin si
sinon
Q = qxQ′

bl+ := search certif qbf(Q′, F [x← >])
si bl+ = ⊥ alors
si q = ∃ alors
bl− := search certif qbf(Q′, F [x← ⊥])
si bl− = ⊥ alors
retourner ⊥

sinon
retourner (Q, (⊥,>) ; grds(bl−))

fin si
sinon
retourner ⊥

fin si
sinon
si q = ∃ alors
retourner (Q, (>,⊥) ; grds(bl+))

sinon
bl− := search certif qbf(Q′, F [x← ⊥])
si bl− = ⊥ alors
retourner ⊥

sinon
retourner (bl+ ◦x bl−)

fin si
fin si

fin si
fin si

(Q, (⊥,>); grds(bl−))) qui exprime que x doit être né-
cessairement à vrai (resp. à faux). Si le quantificateur
est universel alors si le résultat d’un des deux appels
récursifs est ⊥ c’est qu’il n’y a pas de solution et le
résultat retourné est ⊥ sinon les fonctions de Skolem
exprimées dans les sat-certificats bl+ et bl− doivent
être recombinées pour intégrer le nouvel argument x
par (bl+ ◦x bl−) avant que ceci soit retourné comme
sat-certificat.

Théorème 7 (Correction search certif qbf)
Pour toute QBF QF , search certif qbf(Q,F ) re-
tourne le sat-certificat si la QBF est valide et ⊥
sinon.

Argument de la preuve : Il est immédiat que l’algo-
rithme retourne une base littérale différente de ⊥ si la
QBF est valide et ⊥ si ce n’est pas le cas. De même,
de part l’interprétation d’une base littérale, le cas d’in-
duction pour le quantificateur existentiel est immédiat.
Pour le cas d’induction pour le quantificateur univer-
sel, c’est le théorème 3 qui est appliqué. 2

Dans [1], un algorithme pour la vérification d’un
couple (QBF, sat-certificat), sa complexité (coNP-
complète) et sa correction sont explicités.

5.2 Bases littérales pour les algorithmes orienté re-
cherche

Nous présentons l’algorithme search bl qbf qui cal-
cule la base littérale optimale pour des algorithmes
orientés recherche dont l’interprétation est équivalente
(au sens de la conservation des fonctions de Skolem)
à la QBF. Le calcul d’une base littérale par cet al-
gorithme peut être vu comme un processus de com-
pilation. Nous présentons cet algorithme comme une
extension directe de l’algorithme search sat qbf .

Le théorème suivant exprime que l’algorithme
search bl qbf calcule à partir d’une QBF une base lit-
térale dont l’interprétation lui est équivalente au sens
de la conservation des modèles.

Théorème 8 (Correction de search bl qbf)
Soit QF une QBF et la base littérale B =
search bl qbf(Q,F ) alors B∗ ∼= QF .

Argument de la preuve : Soient bl+)∗ = Q′F+,
bl−)∗ = Q′F−, (Q, (>,⊥) ; grds(bl+))∗ =
QF+,(Q, (⊥,>) ; grds(bl−))∗ = QF− et QF⊕ =
((Q, (>,⊥) ; grds(bl+)) ⊕ (Q, (⊥,>) ; grds(bl−)))∗

Par hypothèse d’induction, (bl+)∗ ∼= Q′F [x ← >]
et (bl−)∗ ∼= Q′F [x ← ⊥]. Par le théorème 2,
F⊕≡(F+∨F−) et comme F+ = (¬x∨>)∧(x∨⊥)∧F+

et F− = (¬x∨⊥)∧(x∨>)∧F−, F⊕[x ← >]≡F+ et
F⊕[x ← ⊥]≡F−. Donc Q′F⊕[x ← >] ∼= Q′F [x ←
>] et Q′F⊕[x ← ⊥] ∼= Q′F [x ← ⊥]. Donc



((Q, (>,⊥) ; grds(bl+))⊕ (Q, (⊥,>) ; grds(bl−)))∗ ∼=
QF 2

Le théorème suivant exprime que l’algorithme
search bl qbf calcule à partir d’une QBF une base lit-
térale optimale pour la QBF.

Théorème 9 (Optimalité de search bl qbf)
Soit QF une QBF et la base littérale B =
search bl qbf(Q,F ) alors la base littérale B est
optimale pour la formule QF .

Ce théorème est immédiat par construction.

Algorithme 3 search bl qbf

Entrée: Q : le lieur d’une QBF
Entrée: F : la matrice d’une QBF
Sortie: une base littérale

si Q = qx alors
si q = ∃ alors
selon F faire
cas > : retourner (∃x, (>,>))
cas ⊥ : retourner ⊥
cas x : retourner (∃x, (>,⊥))
cas ¬x : retourner (∃x, (⊥,>))

fin selon
sinon
si F = > alors retourner (∀x, (>,>))
sinon retourner ⊥ fin si

fin si
sinon
Q = qxQ′

bl+ := search bl qbf(Q′, F [x← >])
bl− := search bl qbf(Q′, F [x← ⊥])
si q = ∃ alors
si bl+ = ⊥ et bl− = ⊥
alors retourner ⊥ fin si
si bl+ = ⊥
alors retourner (Q, (⊥,>) ; grds(bl−)) fin si
si bl− = ⊥
alors retourner (Q, (>,⊥) ; grds(bl+)) fin si
retourner (Q, (>,⊥) ; grds(bl+))⊕

(Q, (⊥,>) ; grds(bl−))
sinon
si bl+ = ⊥ ou bl− = ⊥ alors
retourner ⊥

sinon
retourner (Q, (>,⊥) ; grds(bl+))⊕

(Q, (⊥,>) ; grds(bl−))
fin si

fin si
fin si

6 Résultats expérimentaux

Les algorithmes décrits dans les sections précédentes
ont été développés en Prolog pour s’assurer (en plus
des preuves) de leur fonctionnement et sont accessibles
sur notre site web. Seul l’algorithme search certif qbf
a été intégré dans une application développée en
C/C++. Pour nos tests, nous avons utilisé, pour al-
gorithme orienté recherche à étendre, un algorithme
de propagation booléenne quantifiée [13] dont l’im-
plémentation est en C/C++ et dont nous avons ôté
toutes les optimisations de la recherche qui modifient
l’ordre des variables (nous n’avons conservé que la
monotonie). Les sat-certificats ont été implémentés
grâce aux diagrammes de décision binaires [4] (BDD).
Les BDD sont utilisés pour représenter de façon com-
pacte et explicite des fonctions booléennes. La librai-
rie CUDD [10] permet entre autre la manipulation de
BDD et offre un large assortiment d’opérations sur
les BDD et de méthodes de réordonnancement des
variables. Les BDD utilisés sont réduits et ordonnés
(ROBDD), ainsi toutes les fonctions booléennes repré-
sentées possède le même ordre sur les variables (BDD
ordonnés) et deux BDD représentant la même fonction
possède une unique représentation canonique (BDD
réduits). L’algorithme étendu étant pour des formules
non-CNF, nous avons testé sur la série de benchmarks
au format QBF 1.0 de la compétition QBFEVAL’084.
Malheureusement, cette série de benchmarks n’a pour
alternance de quantificateurs qu’uniquement ∃∀ et le
sat-certificat s’apparente alors à un modèle pour SAT.
Nous rapportons dans le tableau ci-dessous les résul-
tats les plus significatifs des temps en secondes pour
le test de validité uniquement, pour le test de vali-
dité plus la construction du sat-certificat ainsi que le
sur-coût en pourcentage (∆%) ; pour les autres bench-
marks résolus, le temps de calcul est trop négligeable
pour que les différences soient significatives.

Benchmark recherche recherche+ ∆%
certificat

counter4 16 656.950s 691.942s 5.3%
ring4 5 206.846s 208.461s 0.8%
ring5 4 60.262s 61.774s 2.5%
ring6 4 42.108s 46.137s 9.5%
semaphore4 4 16.501s 18.522s 12.2%

Le benchmark counter4 16 est particulièrement in-
téressant car il est le seul à être non valide : dans ce
cas les calculs liés à la construction du sat-certificat
se sont révélés inutiles et le sur-coût est de 5.3%.

4http ://www.qbflib.org/



7 Conclusion

Cette étude répond au soucis de mieux comprendre
les certificats pour les QBF et de les intégrer dans
les algorithmes orientés recherche. Nous avons décrit
quelques résultats pratiques simplement pour démon-
trer le caractère réalisable de la démarche. Nous avons
présenté la notion de base littérale pour les QBF ainsi
qu’un ensemble d’opérations et de propriétés qui s’y
rapportent ; les principales applications de cette notion
sont dans le cadre des algorithmes orientés recherche
pour les QBF :

– l’extension à tout algorithme orienté recherche du
calcul d’un sat-certificat pour une QBF ;

– l’extension à tout algorithme orienté recherche du
calcul d’une base littérale dont l’interprétation est
équivalente (au sens de la conservation des fonc-
tions de Skolem) à la QBF.

Dans [1] la construction du sat-certificat se fait par
une analyse a posteriori d’une trace relativement diffi-
cile à suivre5 tandis que notre construction se fait au
court de l’exécution de l’algorithme orienté recherche :
ceci est notre principal différence et notre principal
apport pour ce qui concerne les sat-certificats. En ce
qui concerne le processus de compilation sous-jacent
à l’algorithme search certif qbf , il serait sans doute
intéressant de le mettre en perspective avec celui dé-
crit pour les QBF de complexité uniquement ∀∃ de [6].
Nous souhaitons aussi mettre ce travail en perspective
avec celui sur la compilation des bases de connaissance
propositionnelles [7] : en particulier, le langage de com-
pilation des Pk et Nk de la définition 1 n’est pas évo-
qué et est bien sûr d’un intérêt crucial dans une étude
plus poussée. Enfin nous souhaitons comparer notre
approche avec d’autres qui consisteraient à compiler
directement les séquences de fonctions de Skolem.

Sur le plan pratique, ce travail peut naturellement
être étendu par

– une expérimentation plus poussée sur des QBF de
niveau de complexité plus élevé,

– une intégration dans un algorithme orienté re-
cherche basé sur des formules CNF,

– une adaptation de la librairie CUDD pour intégrer
le retour arrière inhérent aux algorithmes orientés
recherche.
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